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Arithmetik. 

IV.   CoMCraetion  deijenigen  linesraii  Oiff«reotiBl- 

Oleicliangen,  deren  partiealire  Integrale  diePro- 
ducle  der  ^articuiüren  Intr^^rale  xweicr  gege- 
benen linearen  DifTerentuil  -  dleichungcn  find. 
Von  Herrn  Simon  Spitzer,  ausacrordenlli- 
chem  Profeisor  der  höheren  Mathematik  am 
k.  k«  poljt«ebiilacli«a  loatitote  ia  Wiea  .  .  .  1.  4W 
V«  CoaatractioQ  daiijaolgca  lioearea  Diffaraatial- 
Glaichoag ,  dareo  parlicalire  laCagr*!«  4i«  Qua- 
drat« aiad  der  parlicaUiaa  laftegrala  dar  liaaa- 
ren  Differential  -  Gleichani^ 

Von  Herrn  Simoa  8p Itaer,  aataererdeBtli- 

chem  Professor  der  höheren  Mathematik  am 
k.  k.  polytechnischen  Institute  in  .Wien.   .    .    I.  64 
XII.   Integration  der  Gleichung 

■|-M0.-|-»)O>-fl)|r 

für  den  Fall,  wo  m  eine  beliebige  constante 
find  ft  eine  ganze  negative  Zahl  bezeichnet.  Von 
Herrn  Simoo  Spitsert  aveaeraideatlicliem 
Fiofeeaor  der  höharan  Matbeiutik  an  k.  k.  po- 
lylaebaltchen  Inelltttta  ia  Wiaa  I.  lOS 
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XIII.   Dar«telluo|f  der  Puncliftn  pr=ze^  ,  in  urelcher 

X  eine  conatanle  und  r  eine  g^anxc  iiositive  ZuliI 
l)C7cichnet,  in  der  Form  ff  =  <S  {Atn6*nxY  Von 
Herrn  Simon  Spitzer,  nnssrrdrrfcntlichi'm 
Proir.ssoi-  der  höheren  Matliemutik  am  k*  k* 
|tnlylechni«dien  IntiiCute  in  Wien  I.  104 

\IV.  Uelier  den  groseten  Werth  von  einige 
damit  xiitanimenhHiigendc  Sätze.  \  ou  Herrn  Dr. 
L.  Oi*ftin«7er,  ftrossherxoErl'  Bndisciicni  lint- 
rathc  um)  iirdentlichciu  l'n»ff8s<tr  «icr  Matlit"- 
iiuitik  an  der  Univcrailät  xii  Freiburg  i.  B.    I.  lOti 

XVI.  lieber  die  ncnrtheiiung  der  Wurzeln  einer  vor- 
gelegten cabUchen  Gleichung.  (Zweite  Abtbei- 
Inng,  als  Forteetsnng  der  Abhandinng  Kr«  VI.  in  « 
Tht.  XLI.  S.  08.).  Von  Herrn  Fe r diu.  Kern, 
H^jor  in  dem  Grntebenogl.  Heaeieehen  Gendnr- 
inorie«Cor|M  in  DarineCtdt  II.  121 

V  II,  240 
Heriehtignngen  sn  ▼oretehender  Abhnndlong  |  ^ 

XX.    Elemcntore;  Rerpchnung*  der  Lo^nrithtnoti.  Ton 
Herrn    Doctor  Fiinpf^er,   Adjnncten  der  k.  k. 
hydrogrnphiachcn  Anstalt  in  Trieet  •    «    •    •    11.  197 
XXIV.    Aiittheilaug  dee  ReUenbraefat : 


Von  Herrn  Frofeeeor  a,  Director  Dr.  Strehlke 

inDonzig   .   .  I|«  289 

XXXU.  Ldtnng  einer  Aufgabe  der  Tarintinn«  - Beehaong* 
«  Von  Herra  Simon  SpiCser,  avMerordentii- 

cbem  Profeeeor  der  höheren  Mnthemalik  am 
k.  piilyteehnlechen  loelitnte  in  Wien.  .  .  .  III,  301 

ifteiv 

XXXiV.   Integration  der  Gleichnng  jf»  j^^ggssy  für  den 

Fall ,  wo  m  eine  ganze  negative  Zahl  iet.  Voa 
Herrn  Simon  Spitser,  ansserordcntllchem 

Profesiiar  der  höht  reu  Mathematik  am  k.  k.  poly- 
techoincben  Inttitute  in  Wien  III.  328 


Digitized  by  Google 


II] 


Äir.  der 
AMiandluitg 

XXXV. 


Heft.  Saite. 


Intt  'Tation  der  DiirtrciUiiil  -  Cjkiohtin'r 
(ä  -I-  ÖX  \ CX-^)  {b  \  2i  T)  //'  4-  Aia  -^dX-j-  €X'^)U* 

Von  Herrn  Simon  Spitser,  aiitiierord«iitlU 
chem  PrefeMor  der  höheren  Hmbematilc  am 
k.  k.  pol^tcchnUeben  Institute  in  Wien  .  .  . 
XXXVJ.   Integration  der  DiflTerential - Gleicbunp; 

(6  \  '2cj)}/"  4  {ui^&x~\-cx'^)y' 
+  /?(^  -f-  2tx)  {a-\-dx-i-  cx^)y  =  o. 

Von  Herrn  Simon ^Spiii er,  anMerordeotll- 
chem  ProfoMor  der  höheren  Mathemattk  am 
k.  k*  polytechnischen  lastitnte  an  Wien    .  . 
XXXVII.   Integration  der  Gleichtmg 

ib-i2cx)y"  +  A(n-\-bT-{-cx^)p* 
-f-  H  (/>  4  >^  ly  o, 
in  welcher  ^,  c,  A  und  B  beliebige  constanle 
Zahlea  bedenten.  Von  Herrn  Simon  Spitcer, 
ansierordenClichera  Professor  der  höheren  Mathe- 
matik am  k.k.  polytechnischen  Institute  «u  Wie  n 
XXX IX«  Heber  die  fiten  Näherongswerthe  der  periodic 
sehen  Kettenbräche 

1  und  1 


Von  Herrn  Professor  und  Director  Dr.  Strohlke 

•n  Dancig  

Xli.  Conetmetion  derjenigen  linearen  DilTerential- 
Gleichnng»  der  genügt  wird  durch 

nnlet  A,  m  and  n  eonstante  Zahlen  verefaaden. 

» 

Von  Herrn  Simon  Spitaer,  anseerordeotli- 
ehem  Profeseor  der  höheren  MaChematik  am 

k.  k.  pnl^techniiiclien  in$titnlc  in  Wien  .    .  . 
XLI.    Note  utter  die  Integration  der  drei  DifTercotinl- 
Gleichongen : 


Hl. 


III. 


III. 


330 


III,  331 


332 


HI.  343 


345 
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in  welchen  ^,  Bt  C  eonelaole  Zahlen  beieich- 
nea, "^on Herrn Siman  Spitcer»  aatterordent- 
lichem  Profeftor  der  hSheren  Mathematik  am 
k.  k.  polytechnischen  higtitutc  in  Wien.  .  .  III.  S40 
XLIII.  Empfehlung  dca  Sui/e«,  dass  die  f^anze  ratio- 
nale Function  fXx) ,  wenn  dieselbe  für  T  —  a 
verechwindet,  dureh  x — a  ohne  Beet  (heilbar 
iat,  an  eorglUcigeter  Beaehtnng  bei*a)  ntathe- 
nalltehen  Ualerriehte,  mli  Rnekeieht  aof  eeine 
jinwendung  bei  der  BeetimnBong  der  In  gewleeen 
Fallen  anbettimmt  an  eein  ichrinenden  Warthe 
gebrochener  Functionen.  Von  dem  II  er  Aus- 
geber  Iii.  S48 

XLV.    Integralion  der  DtfTerentialgieichiing 

(m-f^)(iH'd;)|F«+(m.-4i)if'~Z*(m4«)*fr=o, 

in  welcher  171,  n  und  l  conatante  Zahlen  sind. 
Von  Herrn  Simon  Spitzer,  nussorordentli- 
chem  ProfoMor  der  höheren  Mathematik  am 
k.  1c.  polyteehniaehen  Inititnie  in  Wien  •  .  .  IV.  m 
XLVIII.  Heber  die  Behaadlnng  dee  Irredndbeln  Fallee 
der  cnbitchen  Gleichungen  bei*m  malhemati- 
eehen  Unterrichte.  Von  Hm.  Heinrieh  Gret- 
achel .  Lehrer  der  Mathematik  an  der  Handeli- 

lehrnnaUU  in  Leipzig  IV.  431 

LIII.    Ecnnzciclien  der  Theiiljurkeit  durch  7,  Jl,  13. 

Von  dem  Herausgeber-  IV.  478 


Politische  Arithmetik. 

XXXVIII.  Berechnang  der  jährlichen  Prämie  bei  Aussteuer- 
kapttalicn,  mit  liuckTergütung  der  Prämie  im 
Falle  dea Tode«.  Von  Herrn  Professor  Dr.  Dien' 
ger  an  der  poljtediniechen  Schule  in  Carle- 

roha  

XLIX.  Unter  weichen  VeiliUtnieaaa  iat  et  für  dieSlaata- 
iMtaa  Turtheiliuiftt  «in  depciairtea  Papiergeld 


Iii. 
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oder  Banknotrn  ^pgcn  Verzinsung  einzuziehen. 
Von  Herrn  Grafen  L.  v.  Pfeil  auf  Hauedorf 
bei  Neorode  in  Schleeien  IV.  434 


Geometrie. 

1.  Ualeniidraagcii  aber  di«  AnwcndaDg  der  iaiftgi- 
nlran  Gr6ai«a  in  der  Corveolchre.  Von  ÜMin 
Prof«MOr  Dr.  Dar^g«  nm  Poljtadiniltiiin  in 
Znricb  (jetat  nm  polylechniachen  InalUnln  in 

Prag)  h  l 

VI,  Zwei  geometritche  Aufg^aben  ans  der  Knnren> 
lehre.  Von  Herrn  Oberst  von  DcwhII,  avv  eitern 
BeToUinächtigten  bei  der  Uundea-Militair-Com- 
roiMton  in  Frank  für  C  a.  M  1.  65 

VII.  Uaber  aina  geonatriicbe  Aufgabe.  Von  Herrn 
Obatat  Yon  Da  wall,  aweitem  Bafallmächtig- 
tan  bai  dar  Bnndaa-Militalr^Caamiiaaion  in 

Frankfurt  a.  M.  I.  90 

VIII*  Vnbar  ainaa  markwnrdigaa  Punkt  daa  Draiaaki« 
Von  Harm  Obarlabrar  F*  J.  Har a ia eh  ai  a ah  ar 

in  Brilon  I.  90 

IV.   Zur  analytischen  Geometrie  im  ftaane.  Von 

Herrn  Professor  J  *>  h.  il  o  |[;  n  e  r  in  G  r  a  z  I. 
%»    Schreiben   des  Herrn   Krtturs  Ur.  Nairel  in 
Ulm  an  den  Ii  <*  r  a  ii s  n^e b  e r  übet  eine  gcoine» 
trische  Anfgabe  (ThI.  \LI.  S.  237.)     ....    1.  97 

XI«  Gaomatriaehar  Ort  dar  Bfattaipaakta  aller  darah 
danaalban  Pnakt  gabandea  Sabaea  aiaaa  Kagal- 
aebalttea«  Voa  Harm  Doetor  aan  Bade  In  Laa- 
geaaalaa  I.  M 

UV«  Sebmlbaa  daa  Harm  Doetor  G.  F.  W.  Baehr 
In  Groningen  (Holland)  an  den  Her  aas  ge- 
bcr  über  den  geoou'triichen  Ort  der  I*nnktc,  in 
welchem  alle  dtirrh  den^ellien  l'n  )kt  (rehende 
Sehorn  eine«  Kegelschnitt«  in  demselben  Ver- 
htiltnitse  getheilt  werden  1.  114 

XV.  Sckratbaa  daa  Harm  Profaaaar  Eogaaia  Bel- 
traai  Ia  Plaa  aa  daa  Horaua.f  aber  Aber 
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XXIV. 
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XXVI. 
XXIX. 


XLIII. 


VI 
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doMeo  ia  der  Abbanillnog; :  Wichtiger  all- 
gemeiaer  Sats  Ton  den  Fischen  in  Theil 
XLI.  Kr.  XXVII.  S.  MI.  bewleeeaea  allgemeinen 

Sals  von  dea  Flächen  I. 

Ueber  einen  Sats  von  den  EUiptoid.  Von  Herrn 
F.  Unferdingor,  Profeeeor  der  HatheniBtlk 
an  der  Oberrealschnle  auf  dem  BanernniarlrCe 

in  Wien  I.  H» 

Ucber  eine  stereoinetri««:lic  Anfiriibc.  Vnn  Herrn 
Jos.  Eillcs,  Asuistenten  am  Königh  Ludwig«- 

GymnasittiD  in  Mönchen  II.  186 

Heber  die  Gleichnng  nwiechen  dem  Halbmeeeer 
dee  Kreise«  nnd  den  Seilen  dee  eingeechriebe' 
nen  Fnnfeeb«  i|nd  Zebneeke.  Schreiben  an  den 
Heranegebor  Ton  Herrn  Carl  Schmidt  in 
Spremberg  II.  11^9 

Lehraals  von  der  dreieeiiigen  l^jrramide.  Von 
Herrn  F.  Unferdingor,  Profeeeor  der  Mathe- 
matik an  der  Oberrealeehalo  am  Baneramarkte 

in  Wien  II.  99B 

Bemerk un<;(  n  aber  da«  «bene  Dreieck.  Von  dem 

Heran  H  gebe  r  II.  229 

Trigonometriacbe  nnd  geoiiteiriscbe  Elenentar- 

sützc.    Von  dem  II  er  a  ti «  p  eb  er  11.  232 

Schreiben  de«  llerrn  l'rofesvor  Lobaito  in 
Delft  aa  dea  Heraaegober  öber  den  geo- 
metriaeben  Ort  der  Mltleipuakte  aller  dnreh 
deaeelben  Punkt  gebenden  Sehnen  einer  Ellipee   IL  288 
Kag«l  der  mittleren  Krnmmnng  dea  Ellipaoida. 

Von  dem  Herausgeber  III.  SM 

rroblciuiita  qimedara  geometrica,  propoeita  a Dr«, 
ChriHtiaiio  i-  r.  Lindman,  Lect.  Strcngne- 

•enai  1».  275 

Der  erate  Erflader  dee  ia  Tbl.  XLI.Hf4.1. Nr. Vlll. 
S.  90.  howieeeoen  Sattee  aber  einen  nenen  merk* 
wnrdigen  Punkt  dea  ebenen  Dreiecke  tat  Herr 
Hector  Nagel  in  Ulm.  Kacbgewieaen  von  Herrn 
Profetsnr  Renechle  in  Stattgart  ....   III.  86) 
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XLUI.  BeweU  de«  ao«  einer  Schrift  dm  Uemi  l'rofet» 
«on  BaUrsmitaPiet  eollehBteii  Salsei :  Der 
Mittalpaokt  de«  nin  ein  elienea  Dvef eck  beachrie- 
benen  Kraftea  laC  der  Sdiwerpanki  der  MÜlel- 
pnnkle  aeiaer  vier  Bernhrnngakreiae,  wann  nan 
alali  dieselben  mit  gleichen  Gewichten  beschwert 
denkt.    Von  deni  llcrnus^ebcr  III.  354 

XLIIl.  %a<  zu  dem  .Aufs  it7<*  ?Jr. \XVI.  in  diesem 
Tbeiie  über  die  Kugel  der  uiittteren  lirüiu> 
anang  dea  Ellipaoid«.  Vqh  dem  lieranao 
gebar  III.  356 

XUII.  GaoaeCrlacber  Ort  dar  Hlttelpnnkla  aller  dnreli 
denaalban  Pmic  geheudan  Sehnen  der  Fliehen  • 
daa  ttweiten  Gmdea.  Van  Herrn  Dr.  am  Ende 
in  Langcnaniaa  IIL  S68 

XLIV.  Daa  reguläre  Siebtchncck  im  Kreiie  oder  die 
Theilang  der  Krcisiieripherie  in  «iebxeho  gleiche 
Theilc.    Von  dem  H  t«  r  a  u  s  g  c  b  e  r  .    .    .    .    .    IV,  361 

S^LVL  Die  nu-rkMrirdii^en  Geraden  der  dreiaeitigen 
hörperUcben  £cke  und  ihre  Eatfemnngen  von 
einander.  Von  dem  H am n agabar  ....  IV.  BYT 
XLTII«  Ueber  einige  nnf  alementnrena  Wega  aoafihr- 
baroQuadralnreau  Von  Hern  H  einrieb  Qrat- 
aobel,  Lehrer  derüntbenuitik  an  dar  Hmdela- 

lehranatalt  in  Iieipxig  IV.  4t4 

LH.  Strenger  Uewei«  einet  bekannten  Satzea  von  dem 
Knimninn^tkreiic  der  Cur%en  im  Haume  oder 
derCur\cji  von  do|>pelter  Krümmong  mtttelatder 
GfiMMoaMlhode.   Von  dem  Ueranagaber  •  IV*  4#T 


Trigottometrie. 

XllV.  LchrsuUe  über  da«  «iihiirtMche  Urcicck-  Von 
Uerm  F.  Uoferdinger,  Pro  fetter  der  Malhe- 
mntlk  an  der  Oberrealanhale  am  BanammnrkCe 
in  Wien  iL  M 

)LX1V.    Trigonomelritche  und  pcoroetritche  Elemeotar- 

tätte.    Von  den  Heranagebcr  II.  ^2 
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XXXIII.  Anwcndnn«?  der  Sekanten  zur  Atiffindang  der 
Sinus,  Tangcnl€n  und  lingtn  kleiner  Winkel  au« 
Tafeln  von  fünf  Stellen.  Von  Herrn  Grafen 
L.  Ton  Pfeil  euf  Uauedorf  bei  Keurodc 

ta  Sehleeien  Ui.  805 

XLTI.  Die  nerliwflrdtgeii  Geraden  der  dreiseitigen  kor- 
perliclien  Ecke  und  ilire  Entfernungen  von  ein« 

nnder.  Von  dem  He  reu  «gebor  IV.  87T 

LI.  Das  sphäriache  Dreieck,  dargeatellt  in  eeloen 
lieziehungen  zum  Kreise.  (Fortsetzung  der  Ab- 
handlung in  ThI.  XXIX.  Nr.  XVIII.  S.  473.  n. 
"Thl.XXXUl.  Nr.  II.  S.  14.)  Von  Herrn  Frau/ 
Unf erdinger,  Professor  der  Mathematik  au 
der  Oberrealechnle  an  Bnoerninnrkte  in.  Wien   IV.  458 

Geodäsie. 

ILXVill.  Sinigee  über  die  Riektnng  der  Vertikale  bei  ver- 
oebiedenen  Höben  Aber  dem  Erdboden.  Von 
Herta  B«  Bacaloglo  in  Bnenreet  ....  III.  8TI 

M  ü  c  Ii  a  II  i  k. 

III.  ZorBnIlieUk.  Einige  Integrale,  welche  bei  der 
Anf  ISsnng  dee  bnllütiadien  Problome  voritom« 
men.  Von  Herrn  Dr.  Ligowtki»  Lehrar  an 
der  ▼ereinigten  Artillerie»  nnd  Ingeaioorocbulo 

und  am  See- Cadetten-lnatitnt  in  Berlin  .    .   1.  55 

XXX.    Lieber  den  Srliwcrpunkt  (l68  Vierecks  und  der 

Vielecke  ulterliiiupt.    Von  dein  Herausgeber    III.  280 
XXXI.    Einige  Constructionen   des  Schwer|innk(«.-  des 
Vierecks.  Von  Herrn  E n  d  e m  a  n  n ,  Studirendeo 
der  Mathemntik  in  Greifavald  .....  III.  999 

Nautik. 

XVII.  lieber  die  Ucduccion  der  grosstcn  Sonnenhöhe 
anf  den  Meridian  bei  reränderlichem  Beobaeb- 
tongeorto.  Von  Henm  Dr.  Karl  Prioancb, 
k.  k.  Hanptmann  in  d.  A.  in  Wien  •  .  ^.  .  .  II.  180 


Digitized  by  Google 


fX 

Nr.  der 

AUiandlang.  Heft.  Helte. 

X\J.  Lüifuii^  einer  naulisclicii  Aufgabe.  Vun  Herrn 
üuctor  Paiigger,  Adjiinrten  d«r  k.  k.  hjrdro- 
gnpliMcb«n  AmIaII  io  Tri««t  IL  900 

Physik. 

XXli.  Die  nedittnisch«  Tbeori«  der  Wirme.  Vortrag, 
gehalten  In  der  feierlichen  Silinng  der  Kaiier- 
liehen  Akademie  der  Wietenechaftcn  in  Wien 
am  9Q.  Mai  186#  von  Herrn  Dr.  A.Freiherm  Ten 
Baumgartner,  Prieidenten  der  Kaieerl.  Aka> 

demie  der  WiMensrhaften  H.  911 

L.  Heller  die  BeotiiiHuun^  d*»r  Ahjilatliinp^  der  Erde 
aiirt  den  glcicliKciligeii  Angaben  eines  Queck- 
•Uber-  uod  eioes  Aneroid  -  Barometer«.  Von 
Herrn  Frans  Unferdinger,  Prefeieor  der 
Mathematik  an  der  Oherrealechnle  am  Banem- 
marfcte  b  Wien  IV.  44S 


Chemie. 

XHVn.  Cdnaiddratfnna  fhderiqnee  enr  In  Chimie.  Par 

Moneieor  B.  Bnenlogio  i  Bonecreel .  .  .  UI.  968 


Get»chiclite  der  Mathematik  und  Physik. 

X¥V.  GtlUen  Gnillel.    Ein  Vortrag,   gehalten  in 
Grelfewnid  snr  Erinnerung  nn  eeinen 800eten 

Gebnrtttag  tod  Herrn  Dr.  Johanne«  Streit, 
Gjrnnaaiatlebrer  IH.  Ml 


UnterriQhttweBQQ. 

11.  Rede,  gehalten  bei  der  feierlichen  Erulloung  der 
Accnderaia  Scitntifico-Letteraria  nnd  dee  leti- 
tntn  Teeaieo  Snperiore  nn  MnlUnd  vom  Com* 
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I. 

Uiitertuchaogen  über  die  Anwendaog  der  imaginären 
Grossen  in  der  Curvenlehre. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Dttrege 
am  i'oljtechoikam  io  Zürich. 


IHe  folgeiidan  BetrielitoDgeo  mblimoD  sieb  an  die  beldea  be- 
■cffcew>ttüi»n  AbhttldJoDgen  des  Herrn  Siebeek  (»»Deber  die 
gTmpblsebeDaretetlnnginiagloirerFnDCtlonen«'*  Orelle*e 
/ottrtt.Bd.85,nnd:  MDieBrennponkteelneelCegeieebnltte 
alnnolebe  Pookte  der  Ebene  anfgefaaet.  in  irelchen  Je 
awaientspreebeode  Punkte  xweier  kretaTerwandter  Sy- 
etenie  Tereloigt  atnd*"  Grnnert'a  Arebiv  Bd.33b)  an.  In 
dtceen  Abhandlangen  lat  geseigt,  wie  man  Tetmittelet  der  Imagl- 
niren  GrSaaen  die  Verwandlacbaft  avreler  ebener  Figuren  analytiaeb 
bebandeln  kann^  nnd  dadnreb  der  Grand  au  einer  neuen»  auf  die 
feemelriacbe  Daretellnng  der  fanagiairen  Grilsaen  gebauten  Bebend* 
lingiwrelae  der  analytbieben  Oeemetrie  gelegt  worden,  fliecan 
einige  Beltrige  an  ilefem,  lat  der  Zweck  dleeea  Anlaataae. 

1. 

I.  leb  beginne  mit  einigen  Bemerkungen  aber  den  Auadrack 
für  den.  Krtamnngakrele  einer  Carte.  Da  dieae  aitb  auf  die 
Lebre  Ton  der  Kreiaterwaadtacbaft  atOtien,  ao  mSge  raaicbal 
Folgmdea  vorangeacblekt  werden.^ 

Ihückt  nmu  <iie  Punkte  zweier  v«»rvvandter  Fiiiureü  NyMtcme 
«larch  die  Wcrthe  zweier  complexer  Variablen  j"  udH  y  aus,  00 
lann  njao  tiic  Verwandtschaft  nur  dann  durch  ein©  <>leicbnng 
iwicdien  a:  und  j/,  welche  keine  ikitte  verünUer liehe.  Gruaee  ent* 

Tbeii  XUL  1 
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•         HUreger  VniersucAungen  üöer  die  Anwendung 

hält,  aufidräcken^  wenn  die  beiden  Systeme  in  ihren  kleinsten 
Thailen  ähnlich  sind;  daher  hat  Siebeck  solche  Verwand  (schat- 
ten isogonale  genannt.  Wenn  dies  nicht  mehr  der  Fall  ist, 
so  wird  y,  wenn  man  a-  =  i -f- setzt,  «o  von  den  reellen  Bestand- 
theilen  h,  und  der  complexen  Variablen  x  abhängig  sein,  das» 
diese  nicht  einzig  und  allein  in  der  Verbindung  |  in  der 

Fonctiun  y  enthalten  sind.  Dies  tritt  x.  B.  hei  der  Verwandtschaft 
der  Affinität  ein.  Bei  dieser  sind  die  Ab^cisscn  je  zweier  ent> 
sprechender  Punkte  einander  proportional«  ebenso  auch  die  Ordi* 
miten,  aber  nach  einem  anderen  Verhältnisse  *).  Setzt  man  daher 
x^^-iiri,  so  wird  y^al-\-ibni  zu  setzen  sein,  wo  a  und  b  svrei 
Conttenlea  betelcbDeD.  Es  ist  dann  nicht  mehr  mSglicb,  y  durch 
dl«  VerSnderliehe  sb  allefn  aaszudradcen. 

Die  einfachsten  Isogonalen  Verwandtschaften,  von  denen  im 
Folgenden  allein  die  Rede  sein  soll,  sind  nun  diejcni^enj  bei  wcl* 
chen  jedem  Punkte  des  einen  Sy^stems  nur  ein  einziger  Punkt 
des  anderen  entspricht.  Bei  solchen  muss  daher  y  eine  eindeutige 
Function  von  or,  und  x  eine  eindeutige  Function  von  y  sein.  Nun 
hat  Möbius**)  gezeigt,  dass  die  Verwandtschaft  der  Aehnlicb- 
keit  entsteht,  wenn  dem  unendlich  entfernten  Punkte  des  einen 
Systems  aoeb  der  unendlich  entfernte  Punkt  des  anderen  Systems 
•ntspricbt  Dann  muss  also  y  eine  ganze  Function  von  s,  und 
s  eine  gtnie  Fonction  yoo  y  mId,  und  folglich  wird  dis  Aehollch* 
keit  dadmeh  ausgedrackt,  fänm  det  heiden  Variftbel»  »  vad 
y  gleich  olDor  linearen  Fanetton  der  anderen  gesetzt  wird. 

Die  Kreisverwandtschaft  entsteht  nach  Mübius,  wenn  zwar 
wieder  jedeiu  Punkte  des  einen  Systems  nur  ein  einziger  Punkt 
des  anderen,  den  unendlich  entfernten  Punkten  jedes  Systemes 
aber  endliche  Punkte  des  anderen  entsprechen.  In  diesem  Falle 
muss  daher  jede  der  beiden  Variablen  x  und  y  eine  solche  ein* 
deutige  Function  der  anderen  sein^  welche  anr  für  einen  einzigen 
Werth  der  letzteren  unendlich  whrd.  Es  mflesen  also  x  nud  y 
durch  eine  Gleichung  ?erhanden  sein,  welche  l&r  jede  der  heiden 
▼arlahles  von  erstes  Giade  Ist;  sder  y  ist  sasradrOekeii  duidk 
einen  rstioBalen  Brach,  dessen  ZShler  nod  Neoner  In  Besag  auf 
s  von  eislsB  Grade  idod.  In  der  That  hat  SUbeek  geneigt, 
dass,  wean  x  und  y  durch  ehie  Gleiehong  vea  der  Form 

*)  M^bfos.  Der  barjreeatritehe  Gatcttl.  Leiptig  IMT.  |i.l96. 

**)  Udblat*  Die  Theorie  der  Kreis  Verwandtschaft.  Abhandl.  der 
Malh.-phys.  Clatae  dsr  kgl.  tfiehsifcheD  GeielUeh.  der  Wiss.  Bd«S. 
Lelpsig 
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dSer  AmvAuff m  Crötun  In  der  dtnenUkre» 
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m  irelckar  p,  §,  r,i  eompleieCoMteBteii  bedeoten,  f«rb«iid«ii  sindt 
Jaden  von  den  Teiiiidarlieb«!!  PaDfcte  «  b^ncbriebeom  KrelM  im 
AI(gettdlo«i  eio  tob  dem  Punkte  y  besebrIebenerKniseiilspricbl*). 
Hierbei  i«t  nocb  FolgeDdee  wa  bemerken.  Da  niebt  bloee  jedem 
cndlicben,  eendern  euch  dem  unendlieben  Punkte  ein  beetfanmter 
Pnnkt  entnprleb^  an  irird  es  angeorassen  nein»  nneh  den  onend- 
Ucben  Ptanbt  als  einen  bestimmten  ao&nlaesen.  Daber  ist  die 
Rieaann'ache  Vorstellnngsart  bier  gant  am  Plafae»  nacb  wel* 
cbcr  die  ttaeodllebe  Eliene  als  eine  geseblessene  FiSebe,  und  der 
*  meadllcb  entfernte  Pnnkt  als  ein  bestimmter  Pnnkt  In  derselben 
n  betmcbten  Ist  Demgemlas  geben  dann  alle  Geraden,  naeb 
seMe,  die  nlebt  parallel  sind,  dnreb  den  nnendlich  entfernten 
Ptankt;  maa  wird  also  daraus»  dass  awei  Gerade  den  nnendlicb 
tetfemfen  Pnnkt  gemein  beben,  noeb  nicbt  Ibren  Paimllelismns 
la  blgeta  bnrecbtigt  sein. 

Bringt  man  die  Gleicbong  (1)  auf  die  Perm 


sowie  a,  c  drei  andere  complexe  CenstanteD  bezeicbnen,  se 
bedenten  a  und  ö  die  beiden  Central pankte  der  Kreisverwandt- 
•cbait  Dämlich  diejenigen  beiden  Punkte,  welchen  der  anendlich 
entfernte  Pnnkt  des  anderen  Systems  entspricht;  denn,  wie  sich 
eomittelbar  ergiebt,  Ist  jfsoD  flir  xssa  und  x  =  ck>  für  y=b. 
Beschreibt  dann  eine  Gerade,  welche  nicht  durch  a  hindarch 
gebt,  so  beschreibt  y  einen  Kreis,  der  darch  b  geht;  jeder  durch 
a  blndorchgehenden  Geraden  s  aber  entspricht  eine  durch  6  hin- 
dsrebgehende  Gerade  Nimmt  man  Irgend  swel  won  a  und  d 
rerscbiedene  Ptonkte  Wi  und  nn  und  eetat  von  ihnen  fest,  dsss 
•la  dnsnder  entspfechea  seilen,  se  hat  maa  ancb 

Hiemacb  int  das  ganse  System  der  entsprechenden  Punkte  be- 
sdMt,  sobald  die  Geatraipnnkte  a  und  b  und  Irgend  ein  Paar 


*)  Drr  nächste  Schritt  würde  j«lzt  zu  der  Annahme  fahren,  du«« 
jedem  Punkte  des  einen  äyateiuü  zwei  Punkte  den  anderen  entsprechen. 
Dun  wurden  X  and  ff  durch  eine  Gleichung  zu  Terbinden  aein»  ^reiche 
is  Bezog  auf  jede  Verisdetlidie  Ten  sweileB  Grsd«  lit.  Hss  bills 
dma  saeb  Riem  ans  4le  Ebene  sU  aoi  swel  BUtteni  beetebend  sa  be- 
nacbtcn,  Bad  die  Wladssgapsskte  de«  eisen  Sjslenw  wMvs  ssglelch 
Ü«  BreujpaBble  (in  Slsse  SlebeekU)  des  ssderen  teis. 
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Dur  ige :  VnUnuekut^eH  üäer  4l0  Amtendung 


•oUpfechender  Punkte  ssx  und     gegeben  einil;  and  da  anedie* 
•er  Gleichung  folgt,  dase  das  Dreieck  yiby  dem  Dreiecke 
einatimmig  Ihnllch  aeln  tnuaSy  ao  kann  su  jedem  Punkte  x  der 
entaprecbende  y  mit  Leichtigkeit  conatruirt  werden. 

Für  das  Folgende  ist  es  von  Wichtl'^keit,  l»oi  einer  gegebenen 
Kreisvervvandtschaff  denjenigen  Kreis  lei(lit  zeichnen  zu  können, 
welcher  einer  durch  den  Nullptinl^t  rrchemlon  Geraden  eot^pricht. 
üiu  diese  Aufsähe  zu  lösen,  nehmen  uir  die,  die  Kreisver^^nndt- 
scbaft  bestimmeude  Gleichuog  io  Ihrer  aligemeinaten  Form  ge- 
geben an: 

Beaebreibt  nsn  x  eine  Gerade  durch  den  Nullpunkt,  ao  geht  der 

Kreia  y  durch  die  beiden  Punkte  ^  (f^r  ar=0)  und  ^(farj^ssco). 
man  ferner  die  vorige  Gletchung,  eo  erfallt  man: 


r9  —  ^P 

und  ffir  «8  0: 

äläo  bildet  dau  LJogeueleiuent  de»  Kreises  y  im  Punkte^  (oder, 
wai  daaaelbe  iat,  die  Tangente  in  dieaem  Punkte)  mit  der 


X  denselben  Winkel,  wie  der  Radlua  Vector  des  Punktes  ^—^^ 

mit  der  Hauptaxe  (d.  h.  derjenigen  Geraden,  deren  Punkte  die 
reeUeo  Zahlen  reprfisentiren).  Uat  man  in  der  Gleichung  (1)  die 
Conatante  r  durch  Division  im  Zähler  und  Nenner  in  1  verfvan- 
delt,  und  beschreibt  der  Punkt  x  die  Hauptaxe  aalber,  ao  glebt 
der  Kadiua  Vector  des  Punktes 

aogleieb  die  Richtuog  dar  Tangente  im  Punkte  p  an.  Da  man 
BttD  awei  Punkte  dea  Krelae^  und  in  einem  derselben  die  Richtung 
der  Tangente  beaÜmmea  kann«  so  bat  die  Conatruction  des  Kreiaea 
keine  Schwierigkeit 

Unter  den  mannigfaltigen  Formell,  welche  die  Gleichung  der 
Kreiaverwandtschaft  annehmen  kann,  mOge  nor  eine  bervorgehoban 
werden,  nämlich  die  folgende: 


d  by  Google 


der  iumginären  Grössen  in  der  Curttnlehre. 
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hl  wi^dier  m  und  n  zvrei  complexe  Constanten  bezeichnen,  unter 
%  aber  «Ine  reelle  Variable,  also  ein  Punkt,  wetöber  die  Uaupt> 
aie  dorebllnll»  metandeo  werden  soll*).  lo  diesem  Falle  geht 
der  Krele  dorcli  die  Punkte  m  and  n ;  die  Tangente  in  tn  aber 
Int  die  Ricbtung  den  Radia»  Veeters  des  Panktea  ±i{n^m), 
«e  etebt  nleo  eenlvecbt  anf  der  Geraden  mn,  und  folglich  rind 
m  und  «  die  Endpnnkte  einen  DnrcbaieMem  des  Kreises,  ist 
n= — also 

se  sind  die  in  Besug  nnf  den  Nntlpnnkt  diametral  gegenüberliegen- 
den Pinkte  m  nnd  «-«  die  Endpnnkte  eines  Dnrcbniessers ;  daher 
aut  der  JHittelpnnkt  des  Kreises  in  den  Nnllpanklr  nnd  der  Halb* 
SMSser  ist  gleich  dem  Radins  Vector  em**). 

2.  Wenn  (lie  variablen  Punkte  x  und  ^  zwei  nach  irgend 
einer  durch  die  Uieichung 

aosgedn'ickten  Verwandtscliaft  oiiiaii()er  entsprccbcndL'  Curven 
beschreiben,  so  kann  man  stets  die  Curvo  x  nach  irgend  einer 
anderen  Verwandtschaft  mit  einer  beÜebigeii  Uoraden  oder  auch 
mit  der  Hauptaxe  in  Beziehung  setzen.  Durch  ^Substitution  des 
hetreffendeii  Ausdrucks  für  x  erhält  man  dann  auch  y  durch  die- 
jenige Variable  ausgedrückt,  welche  diese  Gerade  beschreibt,  und 
erhellt,  dass  man  unbeschadet  der  Allgemeinheit  annebiDeo 
kann,  x  beschreibe  eine  beliebige  Gerade  und 

sei  df>-  (iIcichunL;  irp^end  einer  derseHien  ent«precbenden  Cunre. 
Denkt  man  sich  nun  in  iri;end  einem  Funkte  y  dieser  Curve  den 
Krüuimungskrrls,  so  kann  man  denselben  stets  als  einen  der  Ge- 
raden X  krei>s\ rrwa»)dten  Kreis  betrachten;  dtiin  da  der  Punkt  y 
der  Curve  eiiK'in  Punkte  x  der  Geraden  entsjirirht,  so  wird  es 
mir  darauf  nnkonuneii,  die  Ceotralpunkto  oliu>r  Kreisverwandtschaft 
so  zu  be>tiiiimen,  das«  der  kreisverwandte  kreis  eben  der  Krüm- 
mnnc^i^kreis  wird.  Da  aber  der  letztere  von  einem  Punkte  der 
(  ijrv  e  zum  anderen  sich  ändert,  si>  werden  auch  die  Centraipunkte 
it  r  Kreisverwandtscbaft  von  i'unkt  zu  Punkt  ihre  Lage  ändern 
ttud  daher  von  x  und  jf  abhängig  sein. 


In  der  Folge  werden  «ulcbc  Gr5»«en ,  die  nur  reelle  Werthe 
Mhe«t  sniirblineiiiiih  dnreh  die  kleisea  griechiselics  Bacbetaheo 

^zeichnet  werden. 

'O  VgL  SUheck,  Ctelle't  Jovra.  Bd.5&.  p.SUÖ. 
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mit  man  oao  irgend  einen  Pnnkt  ff  der  Com»  antipracliend 
einem  Panktex  der  Geraden,  fest  und  beieiebnet  mit  x  und  tiwel 
in  Kreltferwandtscliart  stellende  Vartalile»  Ton  denen  die  letalere» 
die  nlmlicbe  Gerade  beschreibt  wie  so  kann  mnn»  freno  man 
sunSchst  nur  beachtet,  das«  der»  der  Geraden  f  enifpreehende 
Krei«  t  durch  den  Pnnlit  y  (entspr. »)  bind  weh  gelion  eoll»  nnch 
}.  1«  «etient 

p|==f:E^odar  (,-6)(<^a)=&-.6)(«-a), 

worin  «  und  ö  die  noch  tu  bentimmenden  Centmlpsnlite  der 
Krelererwtndteeliall  bedenten«  Diene  Bentlmmang  kann  nnn  da- 
durch geeebehen«  daaa  der  Krtamnngalneia  nicht  blece  durch  den 
Pnnkt  ir»  aondern  auch  nedi  dofck  swei  demaeiben  nnandlicb  nalM 
liegende  Punkte  hindnidi  gehen  moae.  DemgemSaa  muaa  die 
▼orlge  Gleichung  erflillt  bleiben,  wenn  man  gleicbaaitig 

und 

setzt*).  Eis  leuchtet  ein,  ciass  dies  darauf  hinaus  kommt,  die 
Gl,  (2)  nach  x  und  y  zu  differentiiren  und  bei  dieser  DiflTerentiatioD 
t  und  ;  aU  constaot  SU  betrachten.  Dadurch  erbäit  man  die  bei* 
den  Gleichungen: 

lad  aua  Ihoant  wenn  man  der  Kfiraa  wagen 
eetat» 

Nachdem  hierdurch  die  Gentralpankte  der  KreisverwandtackaTl 
in  ihrer  Abhängigkeit  von  x  und  y  ausgedrOckt  sind,  erbilt  man 
durch  Substitution  dieser  dLnadrUclm  In  (9)  filr  den  Kiflmmunga» 
kreia  folgende  Gleicbnag: 


*}  So  lange  X  eine  Gerade  bc«chreibt»  liuiii  d£  comUint  und  duhcr 
ii*X^O  aogenonraeo  werdeo. 
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der  imaffindren  Grüuen  in  der  Curveniehre. 

,-as  *— y  • 


DiMe  Betrachtung  bestätigt  zunächst  die  Richtigkeit  eines 
Satset,  den  Siebeck  in  seiner  ersten  Abhandlung  ohne  Beweis 
mitgetbeilt  hat*).  Da  nämlich  der  KrümmoDgskreis  einer  Geraden 
kvtifvcrwandt  ist^  M  geht  er  stets  doreh  Minen  Centralpuokt 

Assy— ^  biodoreb  (wm  ftiich  die  GL  (3)  beetitig^  denn  liBr 

IsOD  irbd  sssjr— ^^).  Nimmt  man  nnn  no»  dane  die  Gerade» 

trelche  ron  x  and  t  beschrieben  wird,  i»ich  um  cineu  festen  Punkt, 
den  wir  durch  x  bezeichnen  wollen,  dreht,  so  erhält  man  fÄr  y 
eine  Schaar  der  Verwandtschaft  y  =  /  )  angehoriger  Curven,  die 
alle  durch  einen  festen  Punkt  y  (©nUprechend  x)  hindurch  geben. 
Für  diesen  festen  Funkt  hahon  nun  aber  auch  if'  und  feste 
Werthe,  und  daher  ibt  auch  6  ein  unveränderlicher  Punkt.  Dem- 
tacb  hahcn  die  KrGmmungskreise  an  dem  gemeinüchafUichen 
Punkte  üitier  Schaar  durch  denselben  hindurch  gehender  Gurren  jf» 
weiche  alle  nach  der  nämlieben  Verwandtsebaft  yz^f{x)  den  elä 
in  einem  Punkte  schneidenden  Geraden  x  entsprechen,  nocb  data 
tweKen  Pnnkt  gemein,  oad  Uidea  ein  System  ^en  Cberdaibrelaen« 

« 

3.  Stellt  man  in  der  Gl.  (3) 

od  llaat  i  veilBderiieb  aein^  wSbrend  x  feat  bleibt,  ao  beaebrelbt 
elae  der  Geradea  f  parallele  Gerada,  die  aber  daicb  de&  Noll» 
paakt  gebt  Daber  bann  man,  »eaa  h  irgend  eiaea  beatlmmten 
Paabt  dleaei  Geraden,  aad  e  eine  reeUe  Variable  bedevlat. 

Wird  aaaaerdam  aoeb  de?  Kilrae  wegen 


geaetat,  so  gebt  die  Gleicbang  (3)  den  Krfimmnogskreiaea  fber  bij 

« 


*)  Cff«ll«'t  Jonrn.  M.  56.  pag.aSS. 
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8  Bwigt:  Vmemickimfen  über  äie  AimeMdtmf 

Diesen  Aasdruck  kann  man  nun  durch  Linfubrung  einer  anderen 
reelleo  Variabieo  t  auf  die    1,  erwähnte  Form 

briogeD«  80  daes  daeo  v  den  dem  BerfibraDgapnnkte  jf  diametral  ge- 
genfiberliegenden  Punkt  dee  Kramroungskreises  und  folglich  "2~' 
den  Krünunmgamittelpunkt  bedeutet.   Zu  diesem  Ende  setzt  man 

t 


80  dass  T  ffir  alle  reellen  Werthe  von  a  ebenCails  reell  bleibt; 
dann  erhält  man: 

Soll  min  dieser  Ausdruck  die  Form  (4)  annehmen,  so  mutih  ^^ 
zuerst  muglicli  »eiu,  die  reellen  Grössen  ß  und  y  so  zu  beistim- 
men, dass 

werde,  und  dann  ist 

Diese  Bestimmung  ist  aber  möglich,  denn  man  erhält  sofort 

und  folglich  ist  y  der  reelle  utjd  iß  der  imaginäre  Theil  der  coni- 
piexcn  Grösse  ^  u^.  Alsdaon  ergieht  sich  für  deo  diametral  gegen* 
über  Uegeodeu  Punkt: 


and  fdr  deo  KrOmnuingamitlelpiiokt: 

iifttst  man  nnn  den  Punkt  y  auf  der  gegebeneD  Cnrve  aelne  Lage 
Indern»  ao  beschreibt  der  KrQaimiuiganilttelpiuikt  die  Evofaite  der 
Carve;  beseichnet  man  daher  den  Evolntenpankt,  weleher  dem 
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Carvenpurikt  ^  zugehört,  mit  «o  erhält  man  für  die  Gvolate 
die  Gleichung 

worin  oun  2iß  den  imaginären  Theil  von  ku  oder  bedeutet. 

DSeser  Aoednick  ninunt  ein«  Doeh  einfiicbere  Gestalt  an,  wenn 
Btn  dea  Neigangewinkel  dea  verladerlieben  Pnaktea  ^  elnMrt. 
Benicbaet  mio  dieaea  aSmlieb  mit  9  and  eetat  deaigemlaa 

« 

80  ist 


3'"  =  S  =  (ä+^S>*' 


od  dafaer 


Nun  liegt  ferner  der  Poakt  k  «nf  einer  darcb  den  Nallponfct  geben* 
den,  lait  m  parallelen  Geraden,  folglich  hat  daa  ElemeDt  äx  die 
fikhtnag  des  Radioa  Vectore  von  k\  beseichoet  daher  H  ein 
rieilee  Differential,  ein  Element  der  Hauptaze»  ao  kaaa 

geietBt  werden;  dann  lat 


DOfl  der  iflraginire  Theil  hieven 


iat 


und  damit  erhält  man  fär  die  Evolute  den  aueeerordentlich  eio- 
dcheo  Auadruck: 

woxio  9  den  r^eigungawinkel  dea  Punkte«^  bedeutet.  DerKrüm- 
wu^gabalbmeaaer  endlieb  wird  dann  aoagedrtlcht  dnreh 


10  Durege:  ünteriucAunffiti  üöer  die  Anwendung 

4.  Wann  im  KrOmmangskraia  Id  aloe  Gerade  flkergebt,  90 
Itt  dar  Berlhmogspaiikt  ein  Wendepunkt  der  Carve.  Dies  tritt 
Ulis  ein»  wem  Ae  dem  KfOnmoDgskfeiie  kreievenreodte  Gmde 
dnr€b  ibreo  Ceotralpnnkt  biodnrcb  gebt  Wenn  also  flir  Irgend 
einen  Werth  ven  »  der  Centrelponbt 

enf  der  Geraden  m  eelbet  liegt»  ee  tot  der  enteprecbende  Cnrfen- 
pnnkt  jr  ein  Wendepunkt  In  dieeera  Felle  let  aber  e— jr  ein 
Punkt  deeeea  Radius  Veetor  der  Geraden  x  parallel  Ist  dasselbegllt 

also  aach  vod  ^  luid  ,f  on  ^   Coostniirt  man  daher  die  Canre» 

welche  der  veränderliche  Paakt  ^  beschreibt«  and  sncht  die 

Punkte  auf,  in  welchen  ^e  Ten  einer  durch  den  Nullpunkt  mit 
der  Geraden  sr  parallel  gesogenen  Geraden  geschnitten  wird»  so 
geben  diese  Pnnkle  die  Weribe  tob  i(e— «).  für  welche  die 
Curve  y  Wendepunkte  besitst 


11. 

6b  Eine  sweite  Bemefknag  betriii  die  Beetimmuog  der  Fues* 
puaktencurre  für  ^e  gegebene  Curve*  Um  dieae  su  erhallen« 
muss  suerat  die  iinfgahe  geltet  werden»  den  Fusspunkt  dee  Per* 
pendikels  lu  finden,  den  Ton  Nnllpmikte  suf  eine  gegebene  Ge» 
rade  herabgelassen  Ist  Sei 

der  Ausdruck  einer  Geraden»  welche  durah  a  Undurcbgeht  und 
mit  06  parallel  lieft.  FiUt  man  von  o  auf  dieselbe  ein  Perpen* 
dikel  und  beseiehnet  mit  p  den  Fnsspunkt  desselben»  ee  liegt 
eratlleh  p  suf  der  obigen  Geraden;  also  giebt  es  efaien  reellen 
Werth  von  t,  flür  welchen 

p  =a-f  ^ 

ist;  swelCene  aber  steht  €p  eenkreeht  auf  ob,  daher  muss  es  aueh 
einen  reellen  Werth  0  gdien»  für  welchen 

pBi6s 

Ist.  Man  hat  slM 

oder 
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ffimacb  siod  die  hMw  rtSkn  Wertlio  t  wd  «  dadvrch  b«« 
•fiflNit»  daM  -^T  der  reelle  nnd  le  der  fnagliilre  Tbell  der  com* 

plexeo  Grdeee  j  sein  niiiM.  Wendet  man  eine  yon  Bjerkne«  *) 

veigeeelibigeM  BeseiclinaDgeweise  an»  eadi  welcher  der  In  I  mnU 
tipikirte  Tbeil  einer  eenplexen  GrOeae  ti  dmch 


im(ai) 

«nifidiickt  wird,  eo  kann  aun  in  imaereD  Falle  aebrelbeni 


eed  erbiit  dann  fbr  den  geenebten  Fnaepunkt  p  dee  auf  die  Ge- 
rade a-^bt  vem  Nallpnnkte  geßditon  Perpeadlkele  den  Aaedracfc 


Nun  sei,  durch  eiue  reelle  Variable  q  ausgedrückt, 

die  Gleichung  einer  Corre;  dann  wird  die  Tangente  am  Punkte  z 
durch 

aasgedrückt**),  "o  t  eine  andere  reelle  Variable  bedeutet.  Ffii 
den  Fasspunkt  5/ des  aus  dem  Nullpunkte  auf  die  Tangente  gefUl- 
ten  Perpendikeln  erbiüt  man  daher  nach  dem  Vorigen: 

und  dies  ist  also  filr  ein  verioderlldiee  x  angleicb  die  Glekbaeg 
der  Fnaepunkteneorre. 

Um  diese  Betrachtang  auf  ein  Beispiel  anzuwenden,  wollen 
wir  die  Fusspunktencorre  einer  Hyperbel  aoÜBachen.    Man  kann 


*)  üeber  die  )z;eometri«che  Eeprätentation  der  Gleiehuagen  swiichen 
swei  veränderlkLen,  re«llen  oder  comples«D  Grösseo.  Uaiirertilits-Pffogr. 
Gbristiania  lb69.  psg.SS. 

**)  Siebeck.  Grelle'«  Jesm.  Bd.  66.  pog.  9S4. 
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leicht  einen  einfachen  Anedruclc  f&r  eine  Hyperbel  gewinnen,  wenn 
man  die  Elgeneehaft  analytisch  aaedrOdtt,  daes  zwei  von  einem 
Hyperbelponlcte  mit  den  Asymptoten  parallel  lanfende  Gerade  von 
den  Asymptoten  swd  Stfieke  abschneiden»  deren  Prodnct  constant 
ist  Sei  t  ein  beliebiger  Punkt  der  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt 
im  Nullpunkte  liege;  man  siehe  ans  z  awei  Parallelen  mit  den 
Asymptoten  nnd  bezeichne  die  Durchscbnlttspnnkte  mit  den  letz- 
teren dnrch  »  und  «»  so  ist,  wenn  der  constante  Werth  des  Pro- 
doets  der  Abschnitte  dnrch  c^  bezeichnet  wird, 

dftt  =  c*  and  o;  4-  n  =  z. 

c* 

Durchläuft  nun  x  die  eine  Asymptote,  so  beschreibt  «  =  -^dieao- 
dere  Asymptote,  und  die  Hyperbel  wird  durch  die  Gleichung 

ausgedrGckt.  Da  c  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den 
Asyroptotenpunktcn  :c  und  u  ist,  so  halbirt  der  Kadius  Vector  des 
Punktes  c  den  Winkel  zwischen  den  Asymptoten;  es  wird  daher 
am  einfachsten  sein,  c  als  Ausdruck  der  Einheit  anzunehmen, 
nnd  dann  hat  man  rOr  die  Hyperbel 

.1 

worin  nun  x  eine  durch  o  gehende  Gerade  beschreibt,  welche  die 

mne  Asymptote  der  Hyperbel  bildet,  w&hrend  die  andere  too 

] 

dem  TerSnderllcheo  Punkte  —  besehrfebeo  wird.  Will  man  jetzt 

z  durch  oioe  reelle  Variable  q  aasgedruckt  haben,  so  braucht 
man  nur 

zu  setzen,  wo  k  einen  beliebigen  Punkt  der  Asymptote  x  bedeutet. 
Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  gleich  annehmen,  dass  dieser 
Punkt  k  vom  Nullpunkte  die  Entfernung  1  habe,  dass  also  med.  k 
=  1  sei. 

Um  nun  die  Fusspunkteacar?e  der  Hyperbel  zu  änden,  bil* 
den  wir  zunächst 

and  mit  Berücksichtigung  von  dx=kdif  i 
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Mm  lllieniaht  leicht,  daee  dnreb  »— -^die  dar  Hyperbel  t  cor- 

jagtrte  Hyperbel  ausgedrffekt  wird»  weil  ^-den  Punkte-^  die- 

Tnetrai  gegenüberliegt;  beseicbnet  inao  diese  durch  x\  so  hat 
man  eiofach 

^  — ^ 

(worin  zügletch  der  Satz  enthatten  ist,  dass  die  Tangente  einer 
Hyperbel  dem  conjogirten  Durchmesser  parallel  ist),  und  criinit 
deoD  aee  (6)  die  Faeapunktencurve  aosgedrückt  durch  die  Gleichung 

\^  eU  aber  q  reell  iatj  so  ist  im^^^  =  9  "^0^ '  ^^^^ 

€a  DUO  diese  Gleichung  weiter  m  eotwiekeln«  kehren  wir  zu  den 
reellen,  die  coroplexenGrSeMn  zusanimensetzenden  Ausdrücken  sn* 
ffick.  Bezeichnet  man  mit  «  den  Winkel»  welchen  die  Asympteta 
j;  aUt  der  Haoptaze  bildet»  so  Ist»  well  med.  ifcssl  angenommen 


Jl=coso  -f  taino,         ^^  =  9(co«a-ft6ina); 


«±^  =  (ei:  ;)coe«+<(jT^)''in«» 
alae*  wera  man  der  Kflrie  wagen 

^+-s=d,  e-jS5f 


l: 


s        .  d*-f  i— s— eln2e 

i'~(cosa-|-^sioo      f*cos*a -|-d*sin*a 
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Uflimach  ist 

•   f^\—  ¥(g*— ^)st»2tt  2  sin  2a 

Um  BBii  difls  wMar  dord  wmdfflcfcM*  Mfe  md  Etponeii« 
tialgrOMen  «in  und  acbreilio 


I 


.im  fp)  =  1  

»ubstituirt  man  darin 

Ipss^  mtd  0<^BBitr» 

•o  erhAltman: 


aod  «idlicb«  da    =s   <-  war, 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung  für  die  Fusspuniitencarve  der 
Hyperbel.  Dieselbe  lässt  äich  aber  mit  einer  anderen  Hyperbel 
in  Beiiebuug  setzen.   Weil  nämlich 

ist,  «o  betebreibt  der  ▼«rinderil^e  Punkt  ^  die  Gerade  eelit 

X  1 

man  daher  j^^^>     «^d  e  md  -  wiederam die Aeymptetea  der 

gegebenen  Hypatbel.  Aneserdem  iat       p  =  9{ein9a^  man  bat 

also  auch 


Digitized  by  Google 


der  imaginären  Grössen  in  der  Curvenlehre.  |5 


3f=.  j- 

9^ — r* 

Düte  tot  «b«r  t»  -1-    as  w  det  Awdnick  «ioM  Hyp«rbel,  dmn 

AfYBptoteo  auf  denen  der  gegebenen  Hyperbel  aeBkrecht  sieben. 
SelBt  mam  «idlicb  noch 

00  ist  to'  eine  der  Hyperbel  w  tboJicbe  nod  Sbnlich  liegeode 
Hyperbel,  da  ihre  Radien  Vectorea  im  Verhiltatoae  voa  1:2 ein 2« 
verfeinert  eiod,  and  mal  erhält 

1 

so  dass  die  Foeapunktencarve  jf  der  Hyperbel  to'  reciprok  ist. 
Ffir  den  speciellen  Fall  der  gleichseitigen  Hyperbel,  in  welchem 
die  Fusspunttencurve  eine  Lemiscate  ist,  bat  Siebeck  dies  Re- 
aeltat  aaa  einer  anderen  Betrachtung  abgeleitet  *)• 


Ol  Ich  wende  mich  onn  sur  Betrachtang  einer  speciellen  Art 
▼on  Carven,  die  ans  den  Kegelschnitten  entspringen.  Siebeck 
kal  in  seiner  zweiten  Abhandlung  (Grunert*8  Archiv  Bd.  33.) 
geseigt,  dass  in  Uebereioatimniuog  mit  dem  barycentriachen  Calcul 
4eff  Aaedrack 

_  fl-^26T-t-CT« 

«teee  KegeiecbBltt  hedentet»  weiiii  t  ^oe  reelle  Verlahle  heseieh- 
mai»  md  der  Neuser  gus  teett  iet  Be  wird  weiter  eateo  eich 
«elgee»  wie  meo  direct  s«  dieeen  Aoedmcfc  geleiiieB  kaoe.  Da 
IMa  3f  ttr  eia  aeeadlicb  groeeee  t  elaea  endllehea  Werth  aa* 
itaail^  ee  laoge  |i  vea  Null  vereehieden  iel^  ee  geht  die  fea  y 
heechrieheae  Curve  entweder  gar  nicht  oder  einmal  oder  swel  Mal 
dateh  dea  aaeadUch  eaUhratea  Paokt»  Je  aaehden  die  Glelehavg 


*)  CrelU*«  4o«ni.  Bil,66w  p.86a. 
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keine  oder  sirei  gleiche  oder  swei  ungleiche  reelle  Warzelo  hat 
Der  Punkt  y  wird  daher  in  diesen  drei  Fällen,  wie  Siebeck  aach 
angieht,  eine  Eliips«,  Parabel  oder  Hyperbel  beacbreiben. 

Man  kann  nun  in  diesen  dret  Fällen  der  obigen  Gleichung 
einfachere  (iPstnlten  i^ebcn  Wenn  iiirin  nämlich  statt  der  Variablen 
T  eine  aniiere  stetj>  reell  bleibende  A  ariable  g  cinführL  Hurch 
welche  der  Ausdruck  liii  y  seine  Form  nicht  andertt  was  im  All' 
gemeinen  durch  eine  Substitution  von  der  Form 

l+y» 

geleistet  wird,  so  kann  in  den  drei  cru  ahnteii  Fällen  der  Nenner  auf 
I  4-(J*,  1, 1 — 0^  reducirt  werden,  so  dass  man  für  die  Parabel  dieselbe 
Form  wieder  erhält,  nnfer  welcher  8iebeck  diese  Curve  in  seiner 
ersten  Abhandlung  betraclitet  hat.  Die  AusfVihruni^  der  Ki'cbnun^, 
welche  keinerlei  Schwierigkeiten  unterliegt»  möge  hier  der  Kürze 
wegen  übergangen  werden. 

Es  soll  mm  die  Parabel  weitar  nicht  beriicksiebligt»  aoodern 
nur  die  Ellipse  und  Hyperbel  batraefatet  werdeo«  deren  Gleiebnn- 
gen  sieb  also  in  den  Formen 

1  +  0»— 

sebrelbon  lassen;  o*  6>  c  bedentoo  darin  beliebige  complexe  Con- 
stauten.  Nan  tat  aber  eraiebtlieb»  dasa  Jeder  dieser  Ansdrticke 
sogleich  in  den  anderen  übergebt,  wenn  tf  sich  in  iß  verarandelt 
Daher  kann  man  beide  Gurren  wieder  unter  einem  gemeinsamen 
Gesichtspunkte  betrachten.  Schreibt  man  nimlieb  9  statt  o,  und 
'  lietrachtet  die  durch  die  Gleichung 

ansgedrOckte  Verwandtschaft,  so  beschreibt  y  eine  Hyperbel,  wenn 
X  die  Hanptaxe,  vnd  eine  Ellipse,  wenn  x  die  Imaginira  Axe 
dureblänfl;  wenn  aber«  eine lieliebige  durch  Null  gehende  Gerade 
beschrdbt,  so  wird  eine  neue  Art  yon  Gurven  entstehen. 

Die  vorige  Gleichung  nimmt  eine  noch  einfachere  Gestalt  an, 
wenn  man  die  Cur%'c  so  parallel  mit  sich  selbst  ;erschiobt,  dass 
der  Mittelpunkt  mit  dem  Mullpunkte  zusamnim fällt.  Suchen  wir 
daher  zuerst  den  Mittelpunkt  fiezeicbnet  man  diesen  mit  m,  und 
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mit  y  und  y'  zwei  diametral  ijei,'*  nuherlie^ende  Punkte  de«  KegeU 
»ciinittci,  8o  mus«  m  su  het»timmt  iverdcn  künneo,  dass 

»erde.  Bezeichnen  nun  x  und  j;'  die  Wertbe  vou  j:,  weiche  ^ 
und  jf'  eoUprechen,  so  bat  roao 

Dieser  Gleichung  wird  genügt,  wenn  mau 


aetst,  was  erlaubt  iat«  da  —  ein  Puokt  der  Geraden  x  bt,  aowolil 

X 

mtnn  diese  mit  der  Uaeptaxe»  als  aacli  weon  sie  mit  der  imagi- 
Bim  Aze  tueammennttlt  Hierdereh  erbSlt  man 

 r-*5  r^*« 

und  diese  Gleicboog  wird  erfflllt,  wenn 

  ,         .  o— c 

a— msse-fm  oder  m  = 

e  *  G 

ist.  Daher  iet  Mittelpenkt  dee  Kegetecbnitta.  Versehiebt 

man  nun  den  letzteren  so,  dass  der  Mittelpunkt  in  deo  Null- 
pankt  föilt,  so  uird  jeder  Punkt  dieses  verschobenen  Kegelschnitte 
durch  i^  —  m  ausgedrückt;  schreibt  man  wieder  y  dafür  und  setzt 
austferdem 

I 

eo  ergiebt  sich  als  Mittelpunkts-Glelchung  des  Kegelschnitte 

26jr-|-n(l-|-«*) 

3r= — np— ' 

Derselbe  «»cht  atet»  durch  «  (für^=0),  also  auch  durch  — n 
(für  X  —  at);  beschreibt  ferner  Jc  die  imaginäre  Axc,  so  kann  ^  --  4;» 
werden,  datiu  \mi  y  —  ^ib;  also  sind  J:i6  Punkte  der  Ellipse;  bei 
der  Hyperbel  dagc!»en,  wo  x  die  Uauptaxe  beschreibt,  kann  x  nicht 
=  1*  werden,  daher  ^ebt  die  Hyperbel  %vedcr  durch  6  noch  durch  ib. 

7.  Bezeichnet  man  den  Punkt  den  Kegelschnitts,  welcher 
dem  Pvohte  ^jr  eetepriebt,  mit  ^»  so  hat  man  diesen 

Tbeii  %UL  2 
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»  =  TZ.'Si  

Daraus  folgt 

2bx       y-fy  1-f  J7* 

Ut  BQD     rMlU  io  sind         and  j  "'«•M«  Grössen, 

daher  verschiebt  sieb  bei  reränderlicheni  x  die  Sehne  yif  parallel 

f/  -f-  1/ 

mit  der  Geraden  ob,  während  ihr  Halbirungspunkt  ^^"^  ^uf  der 
Geraden  an  liegt.  Ist  dagegen  s  reio  imsgioir,  so  ist  swar  jz:^ 

wieder  reell,  aber  r- — ä  rein  imagioSr»  folglich  steht  dann  die 

Sehne  yy  senkrecht  auf  ob,  und  ihr  Halbirungspunkt  beschr«  ii)t 
ebenfalls  die  Gerade  on.  Hieraus  erhellt,  dass  bei  der  Hyperl)el 
n  und  b,  und  bei  der  Ellipse  n  und  ib  die  Endpunkte  conjugirter 
HaUnlorcbmesssr  sind. 

Ffihrt  man  nao  statt  x  eine  andere  Variable  z  ein,  die  mit 
jener  In  der  Beslehnng 

steht»  so  durchläuft  s  die  nämliche  Gerade  wie  Jf,  wenn  man  ffir 
g  einen  beliebigen  Punkt  dieser  Geraden  annimmt,  denn  dann 
sind  oc,  g  und  z  gleichzeitig  reell  oder  rein  imaginär.  Diese  Sub- 
stitution hat  nun  aber  die  bemerkenswerthe  Eigenschaft,  dass  durch 
sie  der  Kegelschnitt  •Aasdrack  seine  Foun  nicht  ändert  Dean 
man  erhält 

2^(l4g»)(y-l-»)-i-«[a-l-y«)«-f(ff'i-f)'] 


setit. 


=  — T^:?—^- 


Bierens  folgt  unmittelbar,  dass  auch  7t'  und  b*  (bei  der  Ellipse  n 
nod  ib*)  die  Endpunkte  coriji]i;irter  Halbdurchmcsser  sind.  Nun 
ist  ai>er  if^n',  wenn  z=U  oder  ist;  nimmt  man  also  für  g 
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nacd  and  nach  jeden  Punkt  der  Geraden  x  an,  8o  fallt  n'  nach  und 
nach  mit  jedem  Punkte  des  Kegelschnitts  zusammen.  Schreibt 
man  oan  wieder  x  für  g  und  zieht  durch  einen  beliebigen  Punkt 

des  Kegelschnitts  einen  Durchmesser,  so  ist  der  t*ine  Endpunkt  des 
ihm  coojugirten  DnrehmeMers  durch  den  Ausdruck 


0)  b.JtE4^k^j^ 


(bei  der  FJItpsc  durch  ib')  bestimmt.  Der  letztere  Aitsciruck  hat 
dieselbe  Form  wie  der  erstere,  indem  Dur  f»  und  n  mit  einander 
vertausrht  sind.  Daher  beschreibt  b'  oben  falls  eine  Hyperbel, 
welche  mit  der  ersteren  den  unendlich  entternten  Punkt  (ent- 
tprecbend  x=J:l)  gemeioacbatUicli  bat.   iat  aUo 

y= — — 

bfi  reelJem  x  Aoadrock  einer  Hyperbel»  ao  ist 

«Icr  Anedmck  flir  die  eoojngirte  Hyperbel. 

Aus  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  erbSlt  man  ohne  MObe 

und  wenn  man  das  Quadrat  der  zweiten  dieser  Gleiebungen  von 
dem  der  ersten  abzieht: 

was  sieb  aneb  sebrelben  ttsst 

Darin  Hegt  der  bekannte  Satz,  dass  hei  der  Hyperbel  die  Differenz 
ood  bei  der  Ellipse  die  Summe  der  Quadrate  conjugirter  Halb- 
darchmesser  coDStaot  ist.  Zugleleb  bestätigt  sieb  die  Bemerkung 
Siebeck' 8,  dass  sirei  Puokte  x  und  die  sn  eionder  in  der 
Vwwaedfscbnft 

j^^jr*=:eonst. 

»tek«i),  die  Endpunkte  conjugirter  Halbdurcbmesser  einer  Ellipse 
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sind;  als  Ergänzung  dazu  al>er  ergiebt  sich,  dass  zwei  Peehteo, 
die  in  der  VerwandUcbaft 

stehen,  die  Endpunkte  conjugirter  Halbdurchmesser  einer  Hyperbel 
bilden,   äetzt  mau  nun 

so  folgt  ferner,  dass  -f  «  und  — e  die  beiden  Brennpunkte  sind. 
Die  Ellipse  und  Hyperbel  sind  dafiir  confocal,  nas  auch  daraus 
hervorgeht,  dass  beide  Curven  der  iiäniii(  fien  Verwandtschaft  an* 
gehören.  Siebeck  hat  nämlich  den  üi;|»riflF  der  Brennpunkte 
einer  Verwandtschaft  aufgestellt,  die  dadurch  definirt  sind,  dass 

in  ihnen  der  Differeotialquotieot  ^  verschwindet»  nod  In  der  That 

fallen  bei  Kegelschnitten  in  der  Regel  diese  Brennpunlcte  mit  den 
gewubnlich  so  genannten  Brennpunkten  zusammen  *).   Bildet  nun 

nnn  In  der  vorliegenden  Verwandtschaft      und  llisst diesen  Ann- 

druck  verschwinden,  so  erh&It  man 


nnd  hlemuB 

«  =  — j— .  JfÄ±«. 

8.  Wir  gehen  nun  d;iz:a  über,  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
aufzusuchen.  Der  unendlich  entlernte  Punkt  entspricht  den  Punk- 
ten +  1  und  —1  der  Hauptaxe.  Nehmen  wir  zuerst  den  ersteren, 
a;=-f-l,  so  haben  wir  als  Asymptote  eine  Gerade  tv  zu  suchen« 
weiche  darch  den  Mullpunkt  gebt»  älso  von  der  Form 

tp  =5  l.e 

isty  WO  l  einen  noch  naher  zu  bestimmenden  Punkt  und  <r  eine 
reelle  Variable  bedeutet;  ferner  muss  w  für  ;r  =  l  unendlich  wer- 
den»  jedoch  so»  dass  jf  — ts  sich  der  NuU  nähert  Ist  nnn 


1  +  yjr 


*)  Es  kson  aber  nnter  gase  hoMaderen  Umständen  anch  Pille 
geben,  in  deoM  diese  Punkte  zwar  die  Eigenseiiafl»  Böckkehrpankto  wa 
■eia,  bewahren,  steht  aber  als  eigeallicbe  Brenopiukte  aaftntss. 
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•0  moM  für  x=l  unendiicb  werden,  ateo  7= — 1  eeio;  oiaq 
km  diber  eetieo: 

—7  "-^ß^ 


und  hat  nun  o ,  ß  uod  i  den  obigeo  Bedlogungdn  geiuäss  zu  be- 
ftummett.   iSuo  ist 

2Äar -1-  71(1  +^^)      ,a  +  iJj- 

■oU  aber  dieser  Ausdruck  für  x  =  l  nicht  nnr  nicht  unendlich 
werden,  sondern  eognr  verschwinden,  eo  maeo  der  Zähler  wou 
der  Form 

werdeo.    Dies  giebt  die  Üeüioguiigen 
ius  deiien 

/S=Ä,  Ins— ^»  As— 

Mgt  Der  Antdreek  fttr  die  eine  Asymptote  wird  deber 

 « -i-6  1-M      .     ,  .  .  «—6   1— X 

«=  -5— «l"^  nndzi^leicb  5^10=  -y-  • 

Aof  dieselbe  Weise  findet  sich  die  ziveite  Asymptote,  welche  für 
den  unendlich  entfernten  Punkt  mit  der  üyperbel  gemein 
hat  Bezeichnet  man  diene  nit  w*,  so  erhfilt  man  für  «ie 


«—6    1 — X 


«+6  J+« 


•  •  1^  und  « 

t 

Hieraus  folgt  nun  aber  unmittelbar 

^  =  10    u;'  und  wto'  =■  — -g —  =  ^e*. 

Damit  sinl  wir  wtcrfcr  zu  dem  einfachen  Ausdrucke  für  die  Hyper- 
bel iTuiit  k^ielangt,  der  «tchon  ^.  5.  anfsjestclft  uurde.  In  dem 
Pilic,  liuäs  mau  Ic  zur  Einheit  iiitiinit»  sind  w  uod  «0'  reciprok; 

Ii  BBB  nbar  rnieb  im  «llgenneiaen  Felle  ip^s  —  iet,  and  deher 

tr 

iit  Geraden  10  und  147'  mit  dem  Radiu6  Vector  von       an  lieiden 
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Seiten  gleiche  Winkel  einschliessen,  und  ausserdem  ^t'  die  niitt 
lere  Proportionale  je  zweier  Punkte  w  und  w'  ist,  so  wollen  wir 
die  letzteren  rcciprok  in  IJezus:  auf  Ir  iicnnon.    Durcii  Sub- 
stitution der  Ausdrücke  iür  w  und  w'  kann  man  nun  auch  schreiben 

_  n  -t- 6   l-^a:  ,  n — 6  1  — j 

9.  Diese  Gleichoog  kann  auch  direct  durch  eine  leichte  Um- 
formung au8  unserer  arspTiInglichen  Gleichung  gewonnen  werden. 
Ihre  Existenz  ist  daher  von  der  Linie t  welche  die  Variable  j: 
beschreibt,  unabhängig«  Demnach  kann  man  eich  die  Frage  vor- 
legen, was  die  Linien  w  und«'  bedeuten,  wenn  x  nicht  mehr  die 
Hauptaxe,  sondern  die  imaginSre  Aze,  y  aleo  eine  £IUpee  durch- 
Iftnft  8etzt  man  der  Kürze  wegen 


so  ist 

l  +  a:       .       1  — .T 

Sobald  nun  or  rein  Imaglnir  ist,  beschreibt  nach  {.  1.  w  einen 
Kreis  um  den  Nullpunkt  mit  dem  Radius  ap,  ebenso  tv*  einen  con- 
centrischen  Kreis  mit  dem  Radius  oq,  jedoch  in  eotgegengesetxter 
Richtung.  Diese  beklen  Kreise  treten  also  bei  der  Ellipse  an  die 
Stelle  der  Asymptoten  der  Hyperbel.  Da  immer  noch  w  und  tD' 
in  Besug  auf  |e  reciprok  sind,  Schilden  die  nach  zwei  entspre- 
ehenden  Punkten  der  Kreise  gerichteten  Radien  mit  der  Geraden 
OB  SU  beiden  Seiten  gleiche  Winkel,  und  wegen  der  Gleichung 
jf  SS  «V  4  ip*  iet  der  entsprechende  Punkt  der  Ellipse  der  rierte  Eck- 
punkt des  Parallelogramms  ans  je  zwei  entsprechenden  Radien 
dieser  Kreise.  Diese  beiden  Rsdlen  haben  gleiche  Richtung,  wenn 
sie  In  die  Richtung  es  fallen,  und  direct  entgegengesetzte  Rich- 
tung, wenn  sie  senkrecht  auf  es  stehen ;  daher  ist  die  Summe  der 
Radien  die  grosse,  und  die  DIflerens  die  kleine  Ralbaze  der 
Ellipse.  Da  endlich  von  den  drei  Grössen  p,  q»  s  swel  beliebig 
gewählt  werden  können,  so  kann  man  folgenden  Satz  aussprechen : 
Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  zweier  concentrischer  Kreise 
eine  beliebige  feste  Gerade  und  vollendet  das  Parallelogramm 
aus  je  zwei  Radien«  welche  verschiedenen  Kreisen  angeboren 
und  mit  der  festen  Geraden  zu  beiden  Seiten  gleiche  Winkel  ein- 
scbliesseo,  so  beschreibt  der  vierte  Eckpunkt  dieser  Parallelogramme 
eine  Ellipse,  deren  Balbaxen  die  Summe  und  Differenz  der  Radien 
sind.   Die  Brennpunkte  liegen  auf  der  festes  Geraden,  und  die 
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bitte  fixceotricitfit  ist  die  mittlere  Prepertienale  aoi  den  Doieh- 
der  Kreiee. 


Da  nun  die  in  $.  5.  betrachtete  eiofache  Form 

ebeüsoMohl  tür  die  Hyperfjcl  \\ie  für  die  Ellrpse  gültig  ist,  so  kann 
mio  von  ihr  ausgebend  (iurch  leichte  TransformatioDen  zu  dem 
kegelfichnitt- Ausdrucke  gelans:en,  von  dem  wir  mit  Siebeck 
aussei; angeo  sind»  was  hier  iodessen  nicht  oäber  aasgel'übrt  wer- 
deo  aoU. 

10.  In  der  bisher  betrachteteo  Verwandteeheft 

26ar  4^  11(1-1-«') 
 F=5i  

•otspricbt  der  Hanpteze  eine  Hyperbel,  der  imagloSren  Axe  eine 
Ellipse.  Diese  beiden  Kegelsefanitte  mfissen  daher  die  Ueber- 
gangsgestalten  von  Cnrven  bilden,  welche  beliebigen  durch  den 
Nollpankt  gehenden  (Seraden  entsprechen.  Diese  Cnnren  sollen 
noD  Im  Folgenden  alher  untersucht  werden. 

Zuerst  gehen  sie  alle  durch  die  Punkte  n  und  —n,  da  «  die 
WertheOnnd  «x»  annimmt;  ferner  sind  sie  sftnimtlicb  geschlossene 
Guren,  da  a;  nicht  =  also  y  nicht  uneadiieb  werden  icann. 
Einen  Mittelpunkt  aberbesttsen  sie  nicht;  denn  es  gebt  y  in  — *3r 

über,  wenn  man in—  verwaudelt;  wenn  aber  x  weder  die  Haupt-, 

Doch  die  imaginäre  Axe  beschreibt,  ho  ist  ^  niemals  ein  Punkt 

der  Geraden  je.  Dagegen  ergiebt  sich  hieraus,  dass  je  zweien 
Geraden,  welche  mit  der  Hanptaxe  zu  beiden  Seiten  gleiche  Win* 
kel  bilden,  awei  eongraente  nad  diametral  gegenßberliegende  Gur- 
ren eatsprecben. 

Die  Variabein  w  nnd  w'  beschreiben  auch  jetzt  noch  Kreise, 
deren  Mittelpunkte  aber  nicht  mehr  zuitammenfallen.   Da  nämlich 


19: 


Ut,  ^0  gebt  der  kreis  w  durch  p  und  —p  hindurch.  Ausser- 
den  ist 
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folglicb  bildet  die  Tangente  im  Punkte  p  mit  der  Gereden  x  den- 
eelbea  Winlcel,  wie  die  Gerade  mit  der  Hauplaze.  Ebeoao 
geht  der  Kreis  lo'  dnreh  q  und  —  ^,  und  seine  Tangente  in  9  bil- 
det mit  der  Geraden  x  den  Winkel  loq*  Hiernaeb  kunnen  beide 
Kreise  leicht  geseiebnet  werden,  and  da  immer  noch 

* 

tow'  =  pq  =ie*» 

also  die  beiden  Kreise  in  Besag  aaf  1«  reciprok  sind»  so  findet- 
man  je  zwei  entspreehende  Punkte,  wenn  man  Radien  Vectoren 
«ieht^  die  mit  der  Geraden  oe  zu  tieiden  Seiten  gleiche  Winkel 
bUden.  Endlich  ist  nnn  nach  noch  immer  y  =  te-|-w'»  also  jeder 
Gurvenpankt  die  Samme  je  zweier  entsprechender  Punkte  der 
Kreise  w  und  to',  und  daher  kann  die  Curire  mit  Hfilfe  der  lets- 
teren  leicht  coostruirt  werden. 

Da  der  Kreis  le  durch  p  und  —  und  10'  durch  q  und  ^q 
hindurchgeht,  so  liegt  der  Nullpunkt  stets  innerhalb  eines  jeden. 
Daher  sind  nur  die  beiden  Fälle  mOglicb»  dass  entweder  die  Kreise 
sieb  schneiden,  oder  dass  einer  ganz  innerhalb  des  anderen  Hegt. 
In  dem  Falle  nun,  dass  die  Kreise  sich  schneiden,  kann  leicht 
gezeigt  werden,  dass  die  Durchschnittspunkte  entsprechende  Punkt» 
sind;  denn,  wenn  tc  zugleich  ein  Punkt  des  Kreises  ist,  so 
mass  wegen  der  involutorischen  Kreisverwandtschaft  trfo'^s^e* 
ancbte'  ein  Punkt  des  Kreises  w  sein;  im  Allgemeinen  aber  wer- 
den  die  entsprechenden  Punkte  nicht  zusammenfallen,  da  dies  nur 
geschieht,  wenn  to  =  to'  ^  ist,  also  kann  dem  einen  Oarcb- 
Schnittspunkte  kein  anderer,  als  der  andere  Durchchnittspunkt 
entsprechen.  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Summe  le^f-w'  densel- 
ben Werth  erhält,  mag  man  für  w  den  einen  oder  den  anderen 
Durchschnittspunkt  setzen;  demnach  bekommt  y  für  zwei  ver- 
schiedene Werthe  von  .r  dcngcthen  Werth,  die  Curve  ^  geht  also 
zweimal  durch  ein  und  den  nämlichen  Punkt.  Wenn  daher  die  Ge- 
rade X  so  liegt,  dass  die  Kreise  w  und  to'  sich  schneiden,  so  hat 
die  Gurre  y  einen  Doppelpunkt 

In  den  beiden  Punkten  -f^*»  und  — |f  fallen  je  zwei  ent- 
sprechende Punkte  der  Kreisverwandtschaft  =  » auf  einan- 
der. Geht  aUo  Her  Krei«  to  durch  einen  dieser  Punkte,  so  gebt 
auch  tc'  durch  denselben  Punkt;  einen  zweiten  Punkt  aber  kunnen 
die  Kreise  al.sdann  ni<  ht  L^emeinschaftlich  haben,  denn,  fände  dies 
statt,  80  müsste  dem  zweiten  Durchschnittspunkte  der  erste  ent- 
sprechen, *vas  nicht  der  Fall  ist.  Also  berühren  sieh  dann  die 
Kreise  in  Bei  dieser  Lage  nun  geht  der  Doppelpunkt  in 

einen  Kückkebrpunkt  über.    Denn  sucht  man  die  Punkte 
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welche  enteprecheo»  bestimmt  man  abo  x  ans  dM 

Gieiebimg 


M»  et  Uli  man 


dies  «iod  aber  nach  {.  7.  die  Punkte,  för  welcbe  ^  veracbwb- 

det  NvD  bat  Siabeck*)  geieigt,  daas,  wann  die  vod  der  %^ariab- 
iea  s  beaebriebene  Linie  dorcb  einen  Ponkt  hindorcb  gebt,  ftlic 

weichen  ^  verticbwindet,  die  Linie  y  in  dem  entsprecbenden 

pQokte  einen  Rflckkebrponkt  bat  Unsere  Carvc  bat  also  einen 

RucIULebrpunkt«  wenn  die  Gerade  x  durch  einen  der  Punkte 

Q 

bindurcbgebt«  und  diese  Rfickkehrponkte  sind  zugleich  die  BreDn- 
pvnkt»  der  Kegelaebnitte»  denn  wenn  wasio'^ti^  tet«  so  ist 

Jene  beiden  Punkte — sind  reciprolc,  denn  ibr  Productiat 


n'i — £,2 


=  1. 


6» 

Hiemaeb  bat  auin  drei  vemebledene  Gestalten  unserer  Curren  so 
«nterscbeiden.  Sie  babeo  entweder  einen  Doppelpunkt  oder  niebt, 
dea  Debergaog  von  der  einen  Gestalt  aor  andern  bildet  eine  dritte, 
bd  weleber  der  Doppelpunkt  sich  In  einen  Rflckkehrpunkt  ver- 
wandelt. 

Die  Hyperbel,  «reiche  zweimal  durch  den  unendlich  entfernten 
Punkt  geht,  kann  als  eine  Curve  angesehen  werden,  welche  einen 
Doppelpunkt  in  unendlicher  Entfernung  besitzt.  Bei  dieser  Curve 
durchläuft  x  die  Haiiptaxe.  Dreht  man  nun  diese  Gerade  um  den 
Nullpunkt,  80  tritt  der  Uoppclpunkt  in  die  Endlichkeit;  er  ver- 
«vandelt  sieb  dann  in  einen  Rückkehrpunkt,  wenn  die  Gerade  x 

^  der  Drehung  einen  der  Punkte  —-^^  erreicht.   Bei  weiterer 

DreYinng  geht  nun  der  Doppelpunkt  verloreB,  und  die  Curve  ver- 
wandelt sieb  endlich  in  eine  Eliipae,  wenn  die  Gerade  mit  der 

*)  Grelle*!  Jeern.  Bd. 56. 
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imaL'in;ir*?n  Axe  zusammenfallt.  Setzt  man  mm  die  Drehung  noch 
Weiler  lorl,  so  wiederholen  sieh  die  früheren  (Gestalten  der  Curve 
in  niug;ok<'lir(er  Keiheidolge,  denn  t's  k.uui  nun  jede  folj^ende  Ge- 
rade als  (  ine  der  früheren  reciproke  angesehen  werden,  und  nach 
der  iui  Anluiige  dieses  Paragraphen  gemachten  ßemeriiung  bind 
dann  je  zwei  Curven,  welche  reciproken  Geraden  entsprechen, 
<  oTiL^ruent  und  zwar  so«  das«  je  zwei  ihrer  Punkte  diametral  gegen- 
überiiegen. 

11.  Um  die  Frage  Qbar  das  EioCrefeti  eioes  üoppelpuDkte« 
noeb  von  einem  anderen  Gestchtspnnkte  aue  wol  betrachten,  seien 
^1  nnd  x%  diejenigen  Punkte  der  Geraden  weleben  der  Doppel* 
ponlct  enCepriebt.  Da  für  diese  wste'  wird,  so  hat  man  ßlr  sie 
die  Bexiehung 

welche  «ich  auch,  wenn  man 

p -1-^  =  11  und  p'—q^h 
einfahrt»  in  der  Form 

6(1  +n(a:i  +a:i)=0 

schreiben  lässt.   Dies  zeigt,  dass  die  Punkte  Xi  und  x%  zu  ein- 
ander in  ini'olutorischer  Kreisverwandtschaft  stehen.   Denkt  man 
sich  nämlich  Xx  längs  der  Geraden  x  veränderlich,  so  beschreibt 
einen  Kreis,  der  vermSge  der  vorigen  Gleichung  den  Ausdrack 

_     b  -f  nxi 
^  ~     n  +  bxi 

liat  und  darnach  fiir  jede  Lage  der  Geraden  x  leicht  construirt 
werden  kann.  Nun  schliesst  man  wieder  wie, oben,  dass  die 
Durchscboittspunkte  der  Geraden  x  mit  diesem  Kreise  einander 
entsprechende  Punkte  sind,  und,  da  die  gesuchten  Punkte  und 
welche  dem  Doppelpunkte  entsprechen»  auf  der  Geraden 
X  liegen,  dass  diese  Punkte  ;r|  und  x^  eben  die  Durchschnitts« 
punkte  sein  müssen.  Hieraus  erhellt,  dass  die  Gnrve  y  einen 
Doppelpunkt  oder  einen  Ruckkehrpunkt  oder  keinen  von  beiden 
besitzt,  jenachdem  die  Gerade  x  den  von  Ihr  abhängigen  Kreis 

.  .    schneidet,  berShrt  oder  nicht  schneidet,   in  dem  Falle 

der  Existenz  eines  Doppelpunktes  können  dann  auch  die  Pnnkte  Xi 
und  x^  leicht  durch  Constraction  gefunden  werden. 

1%  Wir  klinnen  nun  snr  weiteren  Untersocbang  der  Cnnren 
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y  ein  Princip  in  AnweBdang  bringen,  welches  Sieb  eck  *)  angiebC. 
Belracbtet  meo  nftmiich  den  Auedmelr 

^   y::^  ' 

welcber  in  den  der  Curve 

2fcr+fi(Hj:«) 

übergeht,  uenn  z  =  j;  ist,  und  iässt  z  die  nSmliche  Gerade  be- 
schreiben, wie  .T,  80  beschreibt  u  fiir  jeden  bestimmten  Werth 
von  X  einen  Kreis.  Da  nun  z  einmal  =  j:  werden  muss,  so  wird 
auch  einmal  n—y,  und  daher  hat  der  Kreis  «  mit  der  Curve  y 
einen  Punkt  crciutMri,  und  zwar  denjenigen,  welcher  dem  Punkte  x 
der  iieradeu  cutspricht.  Ausserdem  aber  kann  i^ezeigt  werden, 
da'is  der  Kreis  «  die  Curve  y  in  diesem  ^emeinschaffliclien  Punkte 
hfrührt.  Um  Hies  zu  beweisen  und  /aL'Ictch  cino  liecjueniere  Con- 
ructioTisai  t  liir  die  Krri.se  u  zu  gewinnen,  zicfien  wir  die  Kreise 
10  uud  lo'  zu  UüUe*   t  üiirt  mm  io  (8)  die  üeziehuDgen 

eie,  «o  luon  m»  achreiben 

P(H^)aH-»)-fy('~^)(l-») 

(l+ar)(l-x)  +  (I-x)(H-,)  • 

Setzt  man  dann 

ae  beacbrelbeo  f  and  t  die  nimlicben  Kreiae  wie  w  und  te*,  weit 
<  diatalba  Gaiaila  dvrchlSoft,  wie       Dadareh  erbllC  man 

e4er«  weil 
ia^ 

2tr(tr*-f  0    .         .  2«'(ti>+r) 


*)  Ornnvrl  s  Archiv  Bd.  3».  |i«g.46<>. 
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PfuB  wird  wieder,  wenn  tzssw  i»U  u^w-^w'^jf.  Ferner  hat  man 

dg  =  dto-\-dw'f 


uüd.  da 


iet. 


nr  10 


AndrerseiU  ist 


djf  =  ——du». 


für  den  gemeinscbaftliclieB  Punkte  filr  irelcben  <  s  w  nnd  dt^dw 
ist,  erlMUt  man  daher 

du  =  u"»^  somit  (fu  =  %dy\ 

die  Elemente  der  Corve  y  und  des  Kreises  u  haben  abo  in  dem 
gemeinschaftlichen  Punicte  gleiche  Richtung  und  folglich  berühren 
sich  die  beiden  Linien. 

Bieran  knüpft  sich  zunächst  ein  sehr  bequemes  Mittel,  um  an 
einem  beliebigen  Pnnlcte  der  Curve  ff  eine  Taogente  an  aiehen* 
Da  nämlich 

dtf  dw 

ist,  so  bildet  der  Radius  Vcctor  ow  mit  dem  Kreiselcmente  dw 
denselbcr)  ^V^n(^el,  nie  die  Gerade  w'w  mit  dem  Curvcnelemente 
dy.  Man  zielie  also  xuerst  an  dem  betreffenden  Punkte  des  Krei- 
ses tc  eine  Tangente  und  nenne  den  einen  ^ViIikcl  derselben  cc«:ien 
die  Hicbtung  ^yfr  etua  ö;  alsdann  ziehe  man  tlurch  >/ eine  Parallele 
mit  der  Geraden  w' w y  und  zwar  in  der  Riclilung  von  w*  nach  <r, 
und  trage  an  diese  dt  n  Winkel  ö  nach  derjenigen  Seite  an,  nach 
welcher  er  von  der  Kiclitunf;  oic  aus  gerechnet  liegt;  der  zweite 
Schenkel  dieses  Winkels  i>l  iluüu  die  verlangte  Tangente.  Ferner 
kann  nun  auch  die  Constructiun  des  Krei8es  u  leicht  ge^;ehehen; 
denn  da  dieser  durch  den  Punkt  y  geht  und  ausserdem  in  diesem 
Punkte  von  der  eben  geluniicnen  Tangente  berührt  wird,  so  bedarf 
man  zu  seiner  Construction  nur  lioch  eines  einzigen  l'unktes,  den 
man  mit  lläHV  der  Centrai|ninkte  der  kreisverwandtschaft,  in  der 
die  Kreise  t  und  n  stehen,  timleu  kann.  Diese  Centraipunkte  er- 
geben äieh  aut>  (U)  augeiiblicLlicb  alti 
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i  =  — w  und  tt=2ie. 

Wir  ^Verden  a!)er  im  nächsten  Paragraphen  »eben^  wie  man  einen 
foldben  Pankt  noch  leichter  fioden  kann. 

Wenn  der  Kreie  t  durch  seinen  Centralponkt  -^w  hindatch- 
Keht,  ao  verwandelt  steh  der  Krele  u  in  eine  Gerede»  also  in  eine 
Tangente  der  Cnrve.  Dies  geschieht  aber  nur  io  dem  Falle,  dass 
«estireder  =^p  oder  =— p  ist,  denn  ner  dann  geht  der  Kreis  i 
(oder  te)  anch  dorcb  den  diametral  gegenüberliegenden  Punkt  '^p 
oder  p  hindarch.  Nun  entsprechen  den  Punkten  ±p  des  Kreises 
«  die  Punkte  J:^  des  Kreises  ts'»  und  db»      Gorve  y;  an  den 
ietsteren  Punkten  gehen  also  die  Berfihrungskreise  in  Tangenten 
fibcr>  und  wir  wollen  diese  snr  Unterscheidung  von  den  Kreisen 
s  mit  den  Bncfastal»en  e  und  o'  beaeichneo«  Cm  ihre  Gleichungen  » 
lu  finden,  braucht  man  sich  nur  sn  erinnern,  dass  den  Werthen 
w=dbp      Werthe  jrsaO  und  d;aao  entsprechen,  und  erhilt 
dann  för  sie  die  Gleichungen 

e  =fi-|-6z  und  t^:st^n — ^» 

wTin.K  h  sie  ohne  Weiteres  gezeichnet  werden  kilnneo»  denn  sie 
gebert  re^p.  dutch  ri  und  — n  und  bilden  resp.  mit  den  Geraden 

X  und  —  denselben  Winkel,  wie  die  Gerade  06  mit  der  Hauptaze. 

IT  Die  Berührungskreise  u  halj on  die  bemerkenswerthe 
t,i'jen«rhaft,  dajjs  sie  sirh  alle  in  einem  ^t'iueinschaftlichen  Punkte, 
der  also  auch  «ler  DurchscUnittspuiikt  der  beiden  eben  erwähnten 
Tantrenten  ist.  schneiden,  tim  dies  zu  beueisen,  sei  Öder  Durch- 
schnltt^punkt  diesrr  Tangenten,  und  und  die  beiden  Werthe 
ton  s,  welchen  auf  den  Geraden  r  und  t*  dieser  Punkt  entspricht, 
•ei  also  sagleicb 

Dsii-f^j.  ood  Dss— «— 

H 

Stellt  man  nun  die  Frage,  oh  es  Immer  einen  Werth  von  2  giebt* 
Hir  weichen  ti  s=  />  wird,  eo  hat  man  an  notersuchen,  ob  die 
GMehong 

b{x-\- :)  +  «(!+£:) 

immer  erfTiUt  werden  kann,  d.  h.  ob  der  hieraus  folgende  Werth 
von  2  immer  einen  Punkt  der  Geraden  x  darstellt  Man  sieht 
hieraan 
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uod  indem  man  darin  die  Werttie /)—n  =6si  und  i>-|-9i=—  ^ 
substitQirt» 

u  —x 

Z  SS  -*  2c, 

Nun  sind  aiier  x,  Si,  Punkte  einer  und  derselben  Geraden,  die 
dureh  Noll  geht,  also  ist  reell  and  daher  aueh  s  ein  Punkt 

dieser  Geraden.  Hieraus  folgt,  dass  es  für  jeden  Werth  von  x 
einen  Punkt  z  der  Geraden  x  gtebt,  für  welchen  «  =  0  wird,  and 
daher  schneiden  sich  in  der  Tiiat  alle  diese  Kreise  in  einem  und 
demselben  Punkte  D, 

• 

Wenn  der  Fall  eintritt;  dass  die  auf  den  beiden  Tangenten 
in  tt  und  —  n  beweglichen  Punkte  den  Durebschnittspunkt  D  der- 
selben für  den  gleichen  Werth  von  t  erreichen«  dass  also  ^  s% 
ist»  so  ist  auch  z^x^  und  daher  von  x  miabbäng^.  HIan  erbllt 
dann 

H 

und  daraus  filr  t%  die  beiden  Werthe 

Dieser  Fall  tritt  also  ein,  wenn  die  Gerade  ^  (oder  z)  durch  einen 
der  beiden  bemerkenswerthen  Punkte  hindurch  gebt  welehen  der 
RQckkehrpunkt  der  Corre  entspricht,  und  swar  ist  der  gemein- 
sehafiliche  Punkt  aller  obigen  Berahmngskreise  der  Rficfckebr- 
punkt  selber.  In  derThat,  setst  man  die  Werthe  tod  %  ein«  so 
ergiebt  sich 

Wir  finden  also:  Wenn  die  Curve  y  einen  Rückkebrpunkt  hat,  so 
gehen  ullc  B» n'ifirungslreiso  u  und  daher  auch  die  beiden  Tan- 
genten der  Curve  io  n  und  —  n  ^urch  den  Rückkebrpunkt  hindnrh. 

Es  liegt  Dun  die  Vermuthung  sehr  nahe,  dass  auch  der  Dop- 
pelpunkt, wenn  ein  solcher  existirt,  allen  BerOhrungskreieon  u 
gemeinschaftlich  sein  wird.  Um  dies  an  beweisen,  schicken  wir 
noch  eine  andere  Betrachtung  voran,  die  auf  die  Bedeutung  dieser 
Kreise  ein  neues  Licht  wirft.  Schreibt  man  nimlich  die  Gleichung 

derselben  In  der  Form  ^ 

n  -f-  bx~  ( — j)  -^^ 

"  =  — ^-T=s;  
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«odaM  BftD  auch  bat 

k—k'xx 

<o  liod  k  aod  i'  dieJeDigen  Pnakte  der  Tangeoteo  «  and  v*»  welche 
dem  Punkte  eoteprechen.  Durch  diese  beiden  Puokte  aber 
gebt  der  Kreis  »  hindurch,  dn  it  l&r  ssO  und  xsQo  die  Werthe 
k  nod  k  anoiniint.  Folglich  sind  k  nnd  k  die  Durchschnitte  des 
Kreises  ti  mit  den  beiden  Tangenten  n  und  e'.  Untersucht  man 
nun  aber,. in  irelcher  Venrandtscbafl  je  swei  solche  Pifbkte  k 
and  k  stehen.  Indem  man  ans  den  Gleichnngen  (10)  x  elimintr^  so 
erhül  man 

Demnach  stehen  die  Punkte  k  und  k'  in  Kreisverwandtschaft,  und 
fo|n|ich  werden  die  Tangenten  r  und  r'  von  den  Kämmtlicheu  Be- 
rühruTiL^skreisen  u  in  confornien  l'unktreihen  geschnitten.  Die 
Gegenpunkte  derselben  (oder  die  i  entrulpuDkle  der  Krei^verwandt- 
schaR)  sind  n  und  — n;  die  Hauptpunkte,  d.  h.  diejenip^en,  in  wel- 
chen zwei  entsprechende  Punkte  auf  einander  Talien,  aber  =s  ie, 
also  die  Brennpunkte  der  Kegelschnitte 

AehRÜch  whalten  sich  die  Durchschnitte  der  Kreise  ti  nnter 
enmnder.  BeseichDet  man  mit  Siehecl^  den  Ansdmcfc  (8)  der- 
seliien  hm  dnreb 

«  =  /'(:r,i) 

und  nimmt  nian  irgend  zvrei,  uh  und  uk%  welche  den  Punkten  xh 
und  xh  angehören,  aus  ihnen  heraas: 

so  wird  ihr  UurcliscIiQittspuokt  durch 

aasgedrflckt,  weil  die  Function  f  in  Beziehung  auf  x  und  z  sym 
metrisch  ist,  und  daher  Uk  für  z  =  r*  denselben  Werth  annimmt, 
wie  Uk  für  x  ~xh-        zwei  Kreise  durchschneiden  sich  natürlich 
in  zwei  Punkten;  %-on  diesen  ist  aber  der  eine  jedesmal  der  ge- 
aeioscltaüiicbe  Darchschoittspunkt  D  aller  Kreise.   Dieser  bleibt 


*)  Vgl.  «fteheefc,  Granerl' •  Archiv  M.  aa.  psg.  «1«. 
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tet^  wihrend  der  andere  sich  mit  dem  Werthe  von  xk  findert,  folglich 
wird  durch  f{xht  Jck)  jedesmal  der  andere  DorcbechnUlspttnltt 
dargestellt  Wenn  man  also  fOr  xk  nach  nnd  nach  alle  Werthe 
des  s  setst,  so  erhält  man  alle  Ponkte,  In  denen  der  Kreis  tc*  von 
allen  übrigen  Kreisen  tc  geschnitten  wird.  Sind  nnn  9%  nnd  9% 
irgend  awei  feste  Werthe  der  nnd  «i  nnd  %  die  ihnen  snge- 
hOrlgen  Kreise,  so  erhitt  man  die  Durchschnitte  dieser  beiden  mit 
irgend  einem  beliebigen  Kreise  «,  wenn  man  in  den  AnsdrOeken 

„  _b{$^^\rx)^rn{\^\r*iX) 

r:::^;^  • 

dem  .7  (Ion  gleichen  Werth  zucrthcüt.  Elimiiiirt  mao  also  x  aus 
diesen  (jileicfiungen,  so  ergiebt  «ich  die  Verwandtschaft,  in  wel- 
cher je  zwei  Durchschriittspunkte  Ui  und  mit  irgend  eioem 
drUten  Kreise  ti  zu  eioaoder  »teheo.  Setzt  man  der  Kürze  wogen 

*     z*  6  ^ 

so  sind  diese  vier  Punkte  die  Durchschnitte  der  Kreise  «|  und  u% 
mit  den  Tangenten  e  und  e%  und  da  man  nun  hat  ^ 

so  ergiebl  sieb 
und  daher 

«s— ^    «f-^s*  V 

Folglich  stehen  auch  je  zwei  Durcbscbnittspunicte  uj  und  in 
Kreisverwandtschaft;  das  Doppelschnittsverhftitniss 

-2 — .    — ,0|  constant:= 

»a — Äf   «2— Ä'a  i% 

Nehmen  wir  non  den  Fall  an,  dass  die  Corve  einen  Doppel* 
punkt  besitzt,  so  ezisttren  auch  swei  Kreise  u,  welche  die  Curve 
in  dem  Doppelpunkte  berflhren.  Diese  Kreise  haben  erstlich,  wie 
alle»  den  Punkt  D  mit  einander  gemein,  und  ausserdem  noch 
einen  sweiten  Punkt,  den  wir  mit  E  beieichnen  wollen.  Da  nun 
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Doppelpookt,  welclier  vorlSafig  D'  genannt  werden  mSget 
ebenfalls  dieeen  beiden  Kreisen  gemelnsehafclich  ist,  so  muss  er 
entweder  mit  D  oder  mit  E  sneammenfallen ;  es  kann  aber  leiebt 
gexeigt  werden,  dass  er  mit  E  nicht  zosammenfallen  Icaon,  dass 
er  also  der  Punkt  D  Selber  sein  mnss>  Beseicboet  man  nimiteb, 
wie  in  {.  11.,  mit  Wi  nod  x%  die  beiden  Wertbe  der  welchen 
der  Deppelpnnkt  entspricht,  nnd  dann  jetst  mit  ui  and  die 
dieies  Wcftben  aogehQrigen  Kreise,  fem  er  mit  i^i,  und  ki^kj 
die  Oorebscbnitte  dieser  Kreise  mit  den  Tangenten  e  und  e^,  so  Ist: 

Diese  Aasdrttcke  lassen  sich  nnn  noch  vereinfachen.  Nach*  (.  II. 
niodich  die  Warthe  «i  nnd    durch  die  eyrometriscbeCileichnng 


  b  Hh  w^i 

verbunden,  welche  sich  mit  Eiofübrong  von  ki  und  hi  schreiben 
liest: 


Ebenso  ist! 


mao  bat  al«a: 


^    ÄJ-ji^  k^  . 

~    II  +  6 JTi  A:« 


kl  Xi^^kiX^,  k^x%^k%Xi, 
Sobslltslrt  man  dies  in  den  Gleichungen  (11),  so  erhilt  man: 

,    1  —  XU  ,    1  —  JTi  J 

Blevans  ergiebt  alch  nnn  nach  dem  Frffberen  der  Ansdnick  fSr 
den  Paukt  £,  wenn  man  In  «i  setst  %^x^  und  In  i%  setst  t=X|, 
also  Ist: 

J  ■— jr«|         1  —  «r^ 


der  Doppelpunkt  dagegen  entsteht  aus  «, ,  wenn  «sjti,  und 
aus  t%,  wenn  t=x%  gesetat  wird,  folglich  hat  man: 


ru     ,  l  — 'Tja-j  j,        Xi  x^ 


Diese  Ausdrücke  seigen,  das«  nur  dann  sein  lunn,  wenn 
^=sjc^  iat;  liel  der  CKiatena  eines  Doppelpunktes  aber  ateilen 

TlMllZLII.  9 


Digitized  by  Google 


34  Dur4§e:  VfUersuektaitenüber  4U  AiatinduHg 


nach  §.  11.  die  Werthe  Xi  und  x%  di«  DorehsebDiCtspankte  einer 
Geraden  mit  einem  Kreise  dar  und  sind  also  versebledeoe  Punkte; 
daher  kann      niebt  =£  sein»  soodern  es  ist 

D^  =  D. 

Bei  der  Eiistens  eines  Rflckkebrpunktes  aber  ist  in  der  Tbat 
>i  dann  fallen  niebt  nur  die  Punkte  D,  ZK  und  E  alle  in 

den  Punkt  db^>  sondern  die  Kreise  Ug  und  u%  scbrumpfen  aneb 
In  diesen  Punkt  Busammeo, 

Man  kann  nun  das  Ergebniss  der  vorisrcn  Untersuchung  in 
Folgendem  zusamnienfasseo :  Legt  man  durch  den  Doppel-  oder 
Rückkehrpunkl  der  Curvey,  wenn  sfilche  e3iintiren,  Kreise,  welche 
die  Curve  berübreo,  so  werden  alle  diese  Kreise  durch  die  ge> 
meiosame  Gleichung 

(12)  _*J£±4±.^ 

ausgedruckt,  in  welcher  x  den  dem  BerO'hrnngspnnkte  y  entspre« 
chenden,  und  z  einen  die  Gerade  j:  beschreibenden  veränderlichen 
Punkt  bedeutet.  Diese  Kreise  gehen  in  ^eradrmii:i:c  Tani^enten 
t)  und  V*  über,  wenn  y  mit  n  oder  mit  — n  znsammentalU,  und 
spielen  In  Beziehung  auf  die  Curve  y  dieselbe  Rolle,  wie  die 
Tangenten  eines  Kegelschnittes,  nftnilich  je  zwei  unter  ihnen 
werden  von  nilen  übrigen  in  kreisverwandten  Punkten  geschnitten. 
Hört  die  Existenz  eines  Doppel-  odtr  liückkehrpunktes  auf,  so 
▼erlierea  die  durch  die  Gleichung  {VI)  ausgedrückten  Kreise  doch 
nicht  ihre  Bedeutung,  auch  bleibt  ihr  gemeinsamer  Durchschnitt 
/>,  der  zugleich  der  Durehscbnitt  der  beiden  Tangenten  c  und  r' 
Ist,  bestehen,  und  hat,  wie  wir  gleich  sehen  werden,  mit  dem 
Doppelpunkte  eine  Eigenschaft  gemein.  Verwandelt  sich  aber  die 
Corvo  y  in  eine  Ellipse,  so  rflckt  auch  dieser  Paokt  D  in's  Un- 
endliebe«  da  dann  die  lietdeo  Tangenten  In  n  und  parallel 
werden. 


14*  Beaeiebnen  wir  wieder,  wie  in  {.7.,  mit  y  den  Punkt 
der  Curve,  welcher  dem  Punkte  — der  Geraden  entopiiebt»  so 
baben  wir  wie  oben: 

Bei  der  Hyperbel  und  Ellipse  stellte  die  letzfcre  Cloichnng  eine 
Gerade  dar,  woraus  folgte,  dass  der  gcometri^clio  Ort  der  Hai* 
biruugspuokte  der  Sehnen  yy  eine  Gerade  war.   Wenn  nun  aber 
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t  ein«  belieliig€  durch  Noll  gebende  Gerade  besdireibt,  so  drflekt 
•         Hiebt  mehr  eine  Gerade  aua.  Setit  man  oSmlich 

fo  bcacbreibt  v  ebenfalla  eSoe  Gerade  darcb  Mall,  aber  nnr  den 
nf  der  einen  Mte  des  Nullpunktes  Hegenden  Tbdl  derselben, 
dajenreien  Werlben  x  und  — x  der  nämliche  Punkt  e  entspricbt 
Abs  difcfct 

eh  Stack  eines  Kreises  ansj  das  von  n  (Air  es=0)  bis  (fiir 
9= ob)  reicbl*  Ceber  diese  Punkte  gebt  das  Kreisstfick  nicht  hin; 
9M,  sondern,  wenn  x  den  Nullpunkt  überschreitet,  so  kehrt  o 
auf  seiner  Geraden  wieder  surffck,  und  daher  wird  auch  der  Kreis- 
bogen von  dem  Punkte  ^1-^  wieder  in  umgekehrter  Richtung 

ztiriick  durchlaufen  *).  Auf  diesem  Kreisbogen  noD  liegeo  die 
säiumtiicbeo  Ualbirungspunkte  der  Seboen  yy. 

DIeee  Sehnen  selbst  aber  gehen  alle  durch  den  Pwikt  D, 
DeoD  bildet  man  y — D  und  D-^y,  so  erhfllt  man: 

3^-^=  13^^  

 fz:^  J 

ood,  «voim  man  die  Ausdrücke  13*) 


•abttituirt. 


D— fi  =  6zi    ond   D-|-n=s  — — 


bx* 

Ux-bzi-  — 


26«  +  62|-|-  — 


tiso  ist 


*)  Et  iflC  ohne  Zweifel  eio  Vorzug  fiieaea  auf  de  n  iroagin&ren  Gros* 

*pn  bpffift^nHen  Ptinlft- Cfilcffl-^ ,  da.'is  man  mittelst  dcRsolben  n»ich  !>«• 
grenzlr  Stur  kr  ^on  (  iir>en  und  g^eraden  Linien,  ond  ebenso  nnvh  ge- 
rochene ncirr  iiiis  verschiedenen Curven  zutamiuengeieUtoZuKe  RoaJj'titcb 
^teUeo  kann. 


36 
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Nun  sind  aber  x,  zi,  %  Packte  der  Geraden  die  durch  0  gebt, 
also  sind  —  und  —  reelle  Grtlssen,  und  folglieh  Ist  »neb  ^  — 

iseU,  also  liegen  die  Punkte  D,  y  in  gerader  Linie,  fixlstirt 
null  ein  Doppel-  oder  Röckkelirpankty  so  werden  alle  durch  ihn 
gezogenen  Sehnen  von  dem  oben  erwähnten  Kreisbogen  halbirt; 
existirt  aber  ein  solcher  Punkt  nicht,  so  werden  diejenigen  Seh* 
nen  von  dem  Kreisbogen  halbirt,  weiche  durch  den  gemeinschaft* 
lleheo  Darcbschoitt  D  der  Berfihmngskreise  «  geben. 

Die  Art,  wie  die  Sehnen  yy  ihre  Grosse  und  Richtung  än- 
dern, wird  durch  die  Gleichung 

«—5      2ftjr  _  26 

2  =r^-i — 

gegeben.    Da  die54er  Ausdruck  einem  Hyperbelausdmcke  reciprok 

ist,  80  lolgt  aus  $-5.,  dass^  wenn  man  die  durch  den  Punkt  D 
gehenden  Sehnen  ihrer  Grösse  und  I^ichtunfj  nach  an  den  Null- 
punkt anträgt,  ihre  Endpunkte  die  Fu^^^punkteucurve  einer  Hyper- 
bel, eine  veraligeiuciricrte  Lemniäcate,  bilden. 

15.  Statt  der  in  §.  7.  angewendeten  Snbstitatioii  bemitaeii  wir 
hier  die  nur  wenig  davon  abweichende 

nach  welcher  x  und  z  in  involutorischer  Kreisverwandtscbafl  tt^beo. 
Auch  diese  hat  die  Eigenschaft,  dass  der  Auadrack  flir  y  eoliie 
Gestalt  nicht  ändert;  nftmlicb  «etat  man  bleri 

flo  erbllt  naii: 

Nun  kann  aber  der  Punkt  g  so  gewählt  wc^rden,  dass  der  Aus- 
Avyiiik  für  y  gaos  uugeändert  bleibt;  denn  setst  man  =  so 
findet  sich : 
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b 
n 


ifld  iPt«*«*  wird  ancb  Setst  man  dteseo  Werth  von  g  ein» 

i^t .  SO  erhält  y  dttfch  »  deoMlben  AoediQck  wie  duicb  x.  Dm 
heisst :  nach  der  too  qqs  betraehteten  Verwaodtsebaft  entspricht 
die  nämlich«  Cunre  ^  nicht  hloes  der  durch  Null  gebenden  Gera- 

den      eendeni  auch  dem  Krelae  —^^^^^  «od  diea  iat  der  nSm- 

tich«  Kreia>  deaeen  Darebachnitlapanhte  mit  der  Geraden  iB  die 
Pnnkte  geben,  welche  dem  Doppelpunkte  entaprechen.  (J.  IL) 

Diea  hängt  damit  zusammen,  dass  die  (ileichuiig,  welche  y 
and  X  verbindet,  in  Beziehung  auf  x  vom  zweiten  Grade  ist; 
dean  hieraus  folgt,  da««  jedem  Punkte  y  zwei  Punkte  :c  entspre- 
chen möasen.  Wie  st*  Ii  «  Inn  t^ezeigt  bat,  stehen  dann  j©  zwei 
irotche  Punkte  x  und  :  in  der  durch  die  Gleichung  (13)  ausge- 
dricktco  lavelatoriachen  kreisverwandtachaft. 


1¥, 

Indem  ich  diese  Betrachtungen,  welche  sich  noch  weiter  aus- 
tptnnen  liessen,  hier  ahbrecbe,  fa^e  ich  zum  Sclilu^sc  (lic  geo- 
metrische Bedeutung  einl-^T  algebraischen  Ckictinn-r"  iu  einer 
IsbelUriscben  üebcrsicht  liif  /u.  da  ich  glaube,  ilass  eine  solche 
flfc  apitere  rntersuchanceu  von  Nutzen  sein  kann.  In  der  fol- 
mdeo  Tabelle  »nthalt  die  erste  Columne  die  Glei»:hung,  die  zweite 

von  der  Variablen  x  beschriebene  Linie,  die  dritte  die  Linie, 
welche  der  nebenstehenden  Gleichung  gemäss  alsdann  die  Va- 
riable y  beschreibt.  Zur  Abkürzung  ist  die  (Gerade,  deren  Punkte 
die  reellen  Zahlen  darstellen,  durch  H  A.  (Hauptaxe)  und  die 
Gerade,  deren  Punkte  die  rein  iraaginärrn  Zahlen  darstellen,  dnreh 
I.A.  (Imaginäre  Axo)  bezeichnet.  Die  einzelnen  Punkte  aind  ateta 
mit  (icnsiiben  Buclistaben  bezeichnet,  wie  die  complexen  Gföi- 
»en,  welche  nie  darstellen.  0  bedeutet  den  Nullpunkt  und  l  den 
auf  der  Hanptaxo  iiogendcn  Punkt,  der  die  positive  Einheit  lepri- 
»entirl.  Die  von  einem  veränderlichen  Punkte  beachriebene  Linie 
ist  oft  nur  durch  den,  diese  vcrttuderlicbe  Gruaae  beaelehnenden 
Bnchataben  angedeutet  worden. 
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Gleichung. 

X 

9 

U.A. 

Gerade  diireh  parallel  mit 
06. 

1.  A. 

Gerade  durch  a «  senkrecht 

auf  06. 

Gerad«  durch  0 

Gerade  durch  a,  gegen  x  tun 
den  Winkel  106  geoeigt 

Beliebige  Cotvo 

Eine  mit  drfiholiche  Curve. 
Alle  Rad,  Vect  der  Corve  x 
aind  um  den  Winkel  106  ge- 
dreht und  imVerhSitRlsaevon 
i:med.o  Tergroeaert.  Aoa> 
aerdem  alle  Punkte  nm  Oa 
der  GrOaae  und  Richtong  nach 
verschoben. 

H.  A. 

Gerade  tluicli  <i  iin<)  b;  x-= 
dem  Schiältverbäitniäs  ayiyb. 

a-j-bx 

U.  A. 

Kreis  durch  f  und  >  Die 
e  a 

Tangente  in  -  hat  die  Rieh* 

tung  des  Radius  Vector  ven 
6e— Oll 

ä'^ibx 

Ii»  A. 

Kr  ein  flher  06  ala  Durchmea- 
aer. 

ax 

H.  A. 

Kreis  durch  0  und  a,  der  die 
H.  A.  in  ü  berührt. 

X 

I.  A. 

Kreia  fiber  Ol  ala  Durchmea- 

8er. 

H.  A. 

Gerade  durch  a  und  — a. 

I.A. 

Kreis  um  0,  mit  dem  Kadiua 

Gerade  durch  0 

Kreia  durch  a  und  — a;  die 
Tangente  in  a  bildet  mit  x 
den  Winkel  10a. 
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Gleirhtrn«r.  ' 

3-                   '  U 

1 

1 

ueittflo  Gurcn  u 

er  ade  durch  0,  ao  liegend, 
dasa  die  H.  A.  den  Winkel 
Ewiachen  ihr  und  x  halbirt 

I 

Beliebige  Gerade 

Kreia  durch  0. 

,=*• 

H.  A. 

Die  positive  ti. A. 

I.A.          jl^ic  negative  H.A. 

1 

1 

1 

1 

Gerade  durch  ü 

Die  eific  Hüllte  einer  Gera- 
den durch  0,  von  0  bis  ot, 
(IcriMi  !Sei2iH)'TN\\  inkcl  liegen 
die  11.  A.  do|»peil  si»  gross 
iat,  als  der  der  Geraden  x. 

Beliebige  Gerade 

Parabel.  Brennpnokt  io  0. 

Kreis  um  0  mit 
dem  Rad.  ^. 

Kreis  um  0  mit  dem  Rad.  9*. 

Beliebiger  kreia 

Cardioide  im  allgem.  Sinne. 
Die  gewöhnliche  Cardioide 
»»T>t<stf»hf  der  Kreis  x 
<!ie  II.  A.  Oller  die  I.A.  in  0  be- 
rührt. Der  Rücktcebrp«  In  0. 

IL 

Gerade  durch  0 

Hyperbel.  Aajnnptotea  In  x 

und       Die  Aze  ist  die  H.  A. 

X 

Brennpunkte  in  db^- 

Kreib  um  0  mit 
dem  itad.  ^ 

Ellipse.  Mittelp.  in  0.  Die 
U.  A.  ist  die  grosae  Aze. 

GroaaeHalbaze  asn-|^»kleine 

9 

Halbaxe  =  J:  (p — ^.  Brenn* 
punkte  in  db^- 

Beliebige  Gerade 

C  n  fT  n  mit»  als  Asympt^welche 
j   ausserdem  die  Curve  stets  in 
\  demselben  Punkte  nebneidet» 
In  welcfaem  da  voa  einer  Hy- 

perbel  z  -f-  r-  (f  eine  Gerade 
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Gleichung. 

y 

dnrck  0»  mit  «  parallel)  ge- 
tfoien  wird.  Sebneidet  die 
Gerade  x  die  H.  A.  Kirlscben 
-T 1  end  —  If  eo  bataieUurve 
eleen  Doppelpankt,  gebt  m 
durcb  1  eder  —1  biodnrcb» 
so  ezistirt  eio  RMIiebrpuDict 

*'  X 

Gerade  durch  1  o. 
senkr.  auf  d.ü.A. 

Cissoide;  x  die  Asymptote. 
Rückkehrpunkt  in  2. 

I.  A. 

1/ 1 8  s  0 1  d  e.  Asymptote  darcn 
—1  parallel  der  I.  A.  ftiick- 
Icebrpunkt  inO.  Fussponkteo- 
curve  der  Parabel  Ix — x^. 

1.  A. 

Cieeolde*  Asymptote  die  I.A. 
Rficickebrpafilct  In  1. 

Gerade  dnreh  0 

Fusspunkte  II  curve  einer 
Hyperbel,  deren  Aeympto- 

ten  ix  «od  t-« 

*'     1  + 

U.  A. 

Das  Stack  einer  dnrcb  0  gehen- 
den Geraden  von  a  bis  — a. 

Gerade  dorcb  0 

Der  Bogen  elneeKreisee  Tena 
bi«  — a»  dadurch  beetimint» 
dase  die  naen  oer  Seite  des 
Bogens  gerichtete  Tangente 
in  a  mit  der  Geraden  den 
Winkel  10a  bildet. 

l^eraae  aurcb  U 

Zwei  auf  einander  senkrechte 
Gerade,  welche  die  Winkel, 
die  X  mit  der  U.  A.  bildet» 
halbireo. 

Beliebige  Gerade 

Gleicnseitige  ttypernel. 
Mittelpunkt  io  0.  Die  Asym» 
ptoten  halbirendieWinkel  der 

Geraden  x  mit  der  H.  A. 

3f«  +  «^=l 

Gerade  dareli  0 

Zwei  Stflcbe  einer  gleichsei- 
tigen Hyperbel,  welche 
in  -|- 1  «nd  —  1  beginnen  «nd 
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GleicliBag. 

1  ^ 

sieh  der  aar  allete  eiietireii- 
den  Asymptote  i-v  nlhern. 
Die  Tangenten  in  1  nad  — 1 
aiad  raap.l — nad    — L 

dy 

In  :tl  verschwindet^; diese 

Paakte  sind  Röckkebrpanlcte, 
aber  nicht  die  Brenn* 
punkte  der  Hyperbel. 

Oerade  dvrch  0 

• 

Die  beiden  Staeke«  welche  die 
Forige  gleichseitige  Hyperbel 
ergänzen,  niit^als  Asymptote. 

^i  +  a«  —  ' 

B.  A. 

■ 

Zwei  Stucke  einer  le  ichsei- 
tisen  UvDsrbel  mit  der 

Asymptote  i^x,wwk'^b  nad 
—  6  ausgehend. 

H.A. 

Die  Ergänsnagsstücke  der  vori* 
gen  Hyperbel»  mit  der  Asyn* 

b 

ptote  -X. 

BeUeUge  Gerade 

OnrTe  mit  aivei  paralielea 
Asymptotea  s  nad  — ^r»  aas 
swei  eoagraeatent  diametral 
gegenfiber  llegeadea  Tbeilea 
bestehead»  Die  Tangeate  in 
y  Ist  dem  Rad.  Vect  des 
entspr.  Pnaktea  jr  parallel, 
la  dea  Darehaebaittea  der 
Carre  mit  der  IL  A.  ist  die 
eine  Tangeate  dea  Asyropto* 
ten  parallel  and  die  andere 
senkreeht  an  ihnen.  Geht  die 
Gerade  s  dareh  1  hlndareb, 
ae  iai  U  eia  Doppelpnakt*  in 
weiebem  die  Carreasweige 
aleh  aeakraeht  dniehaehaei* 
den. 
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II. 

Bede  gehalten  bei  der  feierlichen  Erüfliiang  der 
Accademia  Scientifico-Letteraria  und   des  latitato 
Teenico  Superiore  zu  Mailand 

Commendatore  PrefeMor  Frane€$e9  Brioseki, 


Kill   Paar  einleitende  Worte   des  Ii  erau^|;e  berä. 

Durch  die  Errichtang  der  Accademia  Scientlfico-Let- 
teraria  und  des  Istituto  Teenico  Superiore»  einer  tricbti- 
geo»  durch  diese  Verbindung  zweier,  das  Reich  der  Wisaeoachaf* 
teo  nach  zwei  Riebtongen  bin  beberracbenden  Inatitule  in  ein  am 
Inatilot,  gewiss  fiberaus  merkwürdigen,  in  dieaer  Welae  nocb 
nicht existirendenLebranstalt  bataicb  die  Königlich  italieniacbe 
Regierang  ein  neues  sebr  grossen  Verdienet  um  den  wissenacball«' 
liehen  nnd  technischen  Unterricht  ervrorben  und  durch  die  ge* 
nannte  Verbindung  Jedenfalla  eine  neue  ßahn  auf  dem  Felde  det 
Onterricbtsweaena  gebrochen,  welche  als  Epoche  machend  he* 
seichnet  werden  musa  und  gewiaa  von  hScbst  erfreiilicben  und 
wichtigen  Folgen  begleitet  nein  wird.  Von  dem  lebhafteaten  la- 
teresae  für  dieae  neue  Lehranatalt  und  liir  die  Idee»  welcher  die- 
aelbe  Ihre  Entstehung  verdankt,  beaealt,  zugleich  in  der  Abaicht» 
daa  Interenae  dafiir  In  muglicbat  weiten  Kreiaen,  namentlich  auch 
In  Deutschland,  tu  erregen,  habe  ich  Herrn  Bf.  Cortae  an  der 
Anfet tignng  der  nachatebenden  Ueberaetzuag  der  Rede  Teranlasal^ 
mit  welcher  die  neue  wichtige  Anatalt  durch  ihren  berfibmtea 
Director»  Berm  Franc eaco  Brioachi,  eingeweihet  worden  izt. 
Ich  theile  dieaelbe  im  Felgenden  mit  und  danke  Herrn  M.  Cortze, 
daaa  er  atch  der  von  mir  gewOnachten  Arbeit,  aii  welcher  mir 
•elbat  meine  ao  tielfach  in  Anspruch  genommene  Thfitigkeit,  we* 
«igatena  augenblicklich,  keine  Zeit  librig  lieaa,  —  mir  aber  eine 
mSglichat  achlevnige  Mittb eilung  sehr  wfinscheaawerlh 
aeblen,  —  mit  der  grOnaten  Bereitwilligkeit  aoglelch  ooteraogenhat 

Gmnert 
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Meloa  Herren! 

Dw  Untorrichtsari&talten  können  ihrem  hohen  Zwecke  nur  dann 
Genüge         n,  wenn  ihre  Schüpluni^  unti  ihre  Organisation  den 
neuen  Rf^il  iriiji&üen  der  Wissenschaft  und  den  ikucii  jsutialen  Zu- 
ständen rn 'spricht.    Die  Geschichte  dea  offcntln  iicri  Unterrichts 
be^tätiiiit  durch  unzählige  Beispiele  diese  Thats.u  hr  ;   die  Wahr- 
heit derselben   zeiiit   sich   in   der   aus8chJies^lich   iIk  oiogiscben 
nichtun»  des  Unterrichts  im  Mittelalter,   in   der  8|»eciell  classi- 
fefhen,   die   man   im   luntzehntc»   Jahrhundert  an    deren  Stelle 
setzte,  und  in  der  wissenschaftlichen  und  technischen  Kichtung, 
die  das  moderne  Zeitalter  dieser  letzteren  hinznfiif^te.    Aber  die 
ruftureeschiciite  der  Nationen  macht  dieselbe  noch  in  die  Augen 
l,il;<  i.der,  indem  sie  gleichzeitii;  mit  den  grossen  politist  licn  I^evo- 
lutione«  entiveder  die  Schöpfuni?  neuer  Institute  ver/-eichnet,  oder 
tiefgehende  Modificationen  in  den  Einrichtungen  der  bestehenden. 
O^ihcT  küiumt  der  Hui',  den  die  in  solchen  Zeitert  gestifteten  An- 
stalten gleichsam  augenblicklich   bei   ihrer   Griinduni;  erlangen; 
daher  jedesiiud  die  Aufregung  der  Offentltcben  Meinung,  die  vie- 
ku  Uiscussionen  und  Puldii  atinnen,  sobald  man  dieHaud  an  Neue* 
run<!en  in  dem  Organisiuns  (!erselben  legt;    daher  endlich  der 
Cbufakter  der  nationalen  Institute,  den  sie  aus  der  UebereiiKstirn- 
munt:  zwischen  den  nationalen  W^önsehen  nnd  ihrer  Aul:;abe  tiiit- 
Dcliiutu,  und  daher  die  Liehe  und  Sorgfalt,  tnlt  denen  wir  sie  von 
dea  Natiorten  gehegt  sehen,  die  sie  be^^iUeo. 

£•  Ut  nicht  mein  Zweck,  historisch  die  verscbiedeneo  Er- 
scheinungen dieser  Thatsacbe  aus  einander  zu  setzen;  aber  von 
ihrer  Wichtigkeit  überzeugt,  vor  Allem  aber  fiberzeagt  von  der 
Wichtigkeit  der  haapteftchlichsten  ihrer  Consequenzen,  dass  ee 
■iaiHeli  keine  Uoffoaog  auf  ein  geregeltes  Leben  dtirrh  eine  Un- 
(errichtsanstalf  gibt,  wenn  diese  nicht  dorcb  die  Stimme  der 
IfesliiekeD  Meinung  entstanden  ist,  schien  es  mir  die  Pflicht  mei- 
eee  Amtes  zu  sein,  bei  einer  Cvelegenbeit,  bei  der  eine  so  gebil* 
dcte  nnd  edle  Versammlung  der  Einweihung  tweicr  höherer 
Lebrnnstelten  beiwohnt,  von  dem  eigenfhfinilichcn  Ceiste  derseU 
ktm,  Ten  ihren  gemeinschnfttichen  und  Specialzwecken»  won  ihrer 
»alireclicinlichea  Zukunft  to  sprechen,  nnd  ausserdem,  so  weit 
meine  Kräfte  es  gestatten,  za  seigen,  dasa  dieselben  den  Intel- 
leetnellen  nnd  materiellen  Bedürfnissen  unseres  Vaterlandes  ent* 
sprechen  und  dass  ihre  Organisation  die  Pracht  eines  eifrigen 
Stadiums  der  Zustände  derjenigen  Anstalten  ist,  welche  bei  den 
dvUifliflaaten  NaHooen  dieselhen  Zwecke  verfolgen. 
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Die  AccadraiaScientifico-Letterarla  and  das  Istituto 
Tecoico-Superiore  leiten  beide  ihren  Ursprung  aus  rlcm  Gesetze 
Ober  deo  uffentlicbeo  Unterricht  vom  13.  November  iö59  her;  aber 
weder  die  eine,  noch  da« andere  finden  in  diesem  Gesetze  ihre  genau 
umgrenzte  Erklärung.  Das  Gesetz  stellt  zum  Theil  den  eigen* 
tbfimiicben  Geist  der  ersten  fest,  indem  es  bestimmt,  dass  in  ihr 
vorzug8welse  die  der  philosophischen  und  philologischen  Facul* 
tät  eigentbümlichen  Lehren  vorgetragen  und  die  bezöglicben  aka- 
demischen Grade  verliehen  werden  sollen;  es  umschreibt  den 
Charakter  des  zfveiten,  indem  es  anordnet«  es  solle  eine  Schule 
zur  Bildung  der  Ingenieure  umfassen ;  aber  jede  andere  Special- 
bestimmung  blieb  der  ausübenden  Gewalt  Oberlasseii.  Dieser 
Breite  der  Auslegung,  glaube  ich,  muss  man  die  Fehler  zuschrei« 
ben,  denen  wir  die  derartigen  Anstalten  in  den  letzten  Jahren 
verfallen  saheti,  1  ehler,  die  thcils  allgemein,  theils  be- 
kannt sind,  von  denen  aber  die  einen  so  wichtig  sind,  wie  die 
anderen;  und  eben  dieser  Breite  der  Auslegung  verdanken  wir 
ohne  Zweifel  die  gegenwärtige  Organisation  dieser  Institute.  Doch 
heunrnhijjeTi  \\\r  uns  nicht  mehr  durch  den  (bedanken  an  die  Ver- 
gangenheit, die  Gegenwart  zeigt  sich  nüt  ireudigem  Anblick.  Wir 
weihen  heute  zwei  Anstalten  ein,  deren  eine  einen  bedeutenden 
Eiüfiuss  auf  die  Cultur  der  Nation  auszuüben  bestinm^t  ist,  deren 
andere  denselben  specieller  auf  den  öffentlichen  Heichthum  aoe* 
übeu  soll;  lassen  Sie  uns  fär  ihre  Zukunft  Sorge  tragen. 

Gestatten  Sie  mir,  dass  ich,  um  zuerst  die  vvesentüchsten 
Theile  der  Organisation  dieser  Institute  zu  besprechen,  einige 
wenige  Betrachtungen  in  liozug  auf  gewisse  Fraisen  des  öffent- 
lichen Unterrichts  anstelle,  die  genau  mit  ihnen  zusanimenhiin- 
gen.  Es  gibt  keinen  Zweig  des  öffentlichen  Unterrichts,  der 
einen  so  bedeutenden  Einflnss  auf  die  Cnltur  einer  Nation 
hätte,  als  der  der  »Secundärscbulen.  Diese  'Jhatsache,  deren 
Existenz  ersichtlich  wird,  wenn  man  aueh  nur  eiuXNenig  die  Zu- 
istlihde  dieses  Theiles  des  Unterrichtes  in  <len  verschiedenen  Staa- 
ten Euro|>as  und  den  Grad  ihrer  Cultur  betrachtet,  hat  ausserdem 
vor  Augen  liegende  wirkende  Ursachen,  die  ihren  Ursprung  der 
Natur  des  Secundär-Unterrichtes  selbst  verdanken.  Der  Secundär- 
Unterrirht  hat  nämlich  zwei  verschiedene  Ziele.  Er  soll  denjeni- 
gen Jvinglingen,  welche  wegen  ihrer  Verniugensverbältnisse  oder 
aus  sonstigen  BeweggrQnden  diesen  Studien  sich  widmen,  entwe- 
der einen  gewissen  Grad  von  allgemeiner  Bildung  oder  die  noth- 
wendigen  Kenntnisse  zur  Ergreifung  gc\^lsse^  bestimmter  iJeruts- 
zweige  geben;  er  «oll  aber  auch  denen  eine  hinliingiiche  Vorbereitung 
ertheiien«  welche  die  bobereo  Stadien  zu  durchlaufen  die  Absicht 
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M«.  Ea  i«t  nicht  notbweDdlft»  da»  icb  midi  hier  tn  bewetsen 
benSbe»  welchen  grossen  Einllfiss  der  erste  Zweck  anf  die  natio- 
■ale  CoHnr  ansfiben  nvss;  Ich  brancbe  nur  an  das  Verhlltniss 
der  Zahl  der  JOnglinge  an  erinnern,  welche  die  Secnndiratndien 
darchnachcn,  an  der  Zahl  derjenigen,  welche  an  den  höheren 
Stadien  flbeigehen.  Dies  Verhlltniss  Ist  für  Italien  wie  drei  so 
eine,  and  es  iat  daher  das  Streben,  die  Uni?eraititsstndlen  an 
doidblanfen,  bei  uns  hente  noch  hei  Weitem  stflrker  als  hei  an- 
dffes  Nationen«  Ich  bemerke  nnr  noch,  wie  das  aweite  Ziel 
aaf  den  Cuttnrgnid  einer  Nation  einen  um  Vieles  bedenten* 
deren  Einfioss  bat,  als  man  ▼ielleicht  gewöhnlich  annimmt  Die 
Vorbereltnng,  die  dem  SecnndKr- Unterrichte  anTertrant  tat,  darf 
nicht  bloss  darin  besteben,  dass  der  Complex  der  anm  Uebergaog 
an  den  höheren  Stadien  annmgfinglich  nOthlgen  Eenntnisse  gelehrt 
werde»  sondern  sie  mnss  auch  den  Zweck  haben«  die  «Idnglinge 
an  daa  Arbeiten  an  gewObnen,  In  Ihnen  diejenige  wlssenschafl- 
liebe  Wissbegierde  so  erregen,  welche  die  Quelle  der  Selbst* 
nalersnchnngen  und  der  Stetigkeit  ist,  und  In  ihrem  Geiste-  die- 
jenige Liebe  an  den  humanistischen  und  ezacten  Wissenschaftens 
als  reine  Wiasenschaften  betrachtet,  au  erwecken,  ohne  welche 
^  hOhereii  Stndien  nichts  Anderes  sind,  als  ein  Mittel,  ein  Zeng- 
aiisau  erhalten  nnd  damit  daa  Recht  au  erlangen,  eich  einem  gewis- 
iea  Berufe  zu  widmen.  Wenn  aber  eine  gute  Auswahl  der  Onterrichts- 
iweige  des  Secundir- Unterrichtes,  wenn  eine  aweekmlssige 
Vertheiton^  derselben,  namentlich  mitROcksicht  auf  das  Alter  der 
ZugUnge,  die  Erreichung  dieser  Ziele  berbeifdbren  kann,  seaweifele 
idh  sieht,  dass  die  ThStlgkeit  des  Lehrers  eine  wabrhall  wirksame 
Thitigkeit  Ist,  eine  Thitigkcit,  die  gleichsam  an  und  für  sich 
«elbst  wirksam  sein  kann.  Dies  haben  die  aufgektirteren  Regie- 
magea  begriffen,  wie  gross  oder  klein  anch  der  Eintluss  ist,  den 
de  aof  den  Öffentlichen  Unterricht  haben,  nnd  deshalb  schufen 
de  Spedalanstalten  sum  Unterrichte  der  aukünfllgen  Lehrer,  des* 
balbaeceptirten  nie  die  Anatalten,  die  schon  au  demselben  Zwecke 
fOB  weisen  Professoren  eingerichtet  waren,  und  machten  sie  an 
Slaatsanstalten,  deabalb  endlich  Selsten  sie  Preise  fVr  die  Leb* 
ler  aas,  welche  sich  bei  Ansfibm^  Ihrer  Functionen  wohl  verdient 
aiadien  w0rden«  leb  werde  mich  nicht  dabei  aufhalten,  von  der 
Orgaaiaafion  dieser  Institute  au  sprechen ;  der  woblthfttige  Ein- 
laaadar  tieole  Normale  an  Parisauf  den  Secnndlrunterricht,  und 
■Mb  nwhr  der  der  Seminarlen  Dentschlandsy  so  weit  derselbe 
die  cbidseben  und  geechidtllchen  Studien  betrifft,  welcher  Ein- 
fcw  auch  von  denen  als  unbestreitbar  anerkannt  wird,  die  aicb 
vwnt  gegen  diese  Anstalten  erklirten,  machte  diese  Instl- 
hte  popallr  und  hat  die  Kenntniss  der  Organisation  derselben 
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verbreitet.  Aber  richten  Sie  Ihre  Aufmerksamkeit  auf  einen  spe- 
cieilen  Punkt  dieser  Organisation,  nämlich  auf  den  Charakter  des 

Verhältnisses,  das  zwischen  diesen  Instituten  und  anderen liüheren 
Lehranstalten  besteht!  In  Frankreich  und  in  Preussen»  um  nur 
von  diesen  beiden  iStaaten  zu  sprechen,  bestehen,  wie  bei  uns, 
üniversiläts- FacuItUten ;  in  dem  ersten  Staate  Facultaten  für  die 
hunianistisrhrn  und  Facultaten  für  die  cxactrn  NVissenschaften ; 
in  dem  zweiten  philosophische  Facultaten,  wricfic  die  humanistischen 
und  cxacten  Wissenschaften  unifassen.  Doch  hat  Frankreich  noch 
eine  Speci;ilaristalt ,  die  Frolc  Normale,  die  mit  diesen  Facultaten 
nur  bei  dem  Kxamen  lür  akademische  Grade  im  Zusammenhange 
steht;  Preus8en  besitzt  dnrrh  die  innere  Organisation  seiner 
Seminarien  Anstalten,  für  ^^c'!lJlle  die  Vorlesungen  der  philosophi- 
schen Facult?it  nur  einen  '1  iieii,  und  siclier  nicht  den  wichtigsten 
Theil  des  Unterrichts  biMcn.  In  diesen  Staaten  wurde  also  die 
verschiedene  Natur  dieser  beiden  Unterrichtsarten  erkannt  und 
der  Unterricht  der  Universitäts*FacultäteQ  aU  ungenügend  für  den 
NoriQaiuuterrtcbt  erkannt 

Geben  wir  Ton  diesen  allgemeiDen  Ideen  dazu  Ober»  die  Vn- 
terrichtamittei  za  betrachten «  welcbe  in  frOberen  Zeiteo«  und  die 
eugenblicklicb  den  Lehrern  in  Italien  dargeboten  sind»  eo  sehen 
frir,  dass  die  leuebtenden  Beispiele,  welche  die  dvilisirtesten  Na» 
fionsn  darbieten,  fast  vollstHndig  nnbekaont  sind,  dass  die  nOts* 
liebsten  Lehren  der  Erfabrong  ginzlicb  vernacblSssigt  werden« 
Nun  frage  ich,  ist  dieser  bejammernswerthe  Znstand  der  Dinge 
nur  eine  Folge  der  Missregierang,  die  Tiersig  Jabre  hindurch  In 
Italien  gewihrt  batt  Ist  der' Weg,  auf  welchem  wir  beute  ein» 
herschreiten,  jenen  Beispielen  und  jenen  Lehren  entsprechend? 
Ich  flible  das  ganze  Gewicht  dieser  Fragen  und  ich  würde  mich 
nicht  auf  ein  so  scblSpfriges  Terrain  gewagt  hal»en,  wenn  ich 
nicht  überzeugt  wftre,  dass  ich  dieselben  Ton  einem  so  hohen 
Standpunkte  aus  auflassen  kGnnte,  dass  jede  Möglichkeit  eines 
Tsdels  ausgeschlossen  ist 

Wer  auch  die  gegenwärtigen  politischen,  administrativen  und 
ökonomischen  Zusl;iiide  Italiens  mit  denen  der  ersten  Monate  des 
Jahres  vergleicht,  muss,  wie  wenig  günstig  er  auch  für  uns 

gesinnt  sein  mag,  sicher  zugeben,  dass  eine  grosse  Umwälzung 
in  politischer,  administrativer  und  ukononiisciier  Beziehung  vor 
sich  gegangen  ist,  und  dass  durch  sie  die  Italiener  jede  Art  von  De- 
partements», ProvinciaU  und  Communalinteresse  dem  allgemeinen 
Interesse  der  Nation  /.n  opfern  geU  rnt  haben.  Künnen  wir  nun 
sagen,  dass  in  Italien  auch  ia  Hezug  auf  den  üffentlichen  Unter- 
richt eine  Umwälzung  vor  sich  gegangen?    Finden  ivir  in  diesen 
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Jikros  itt  Italieo  auch  nur  einen  der  grossen  Gedanken  in  An« 
•endonff  gebracht,  die»  wie  schon  gesagt»  die  grossen  polltisdien 
RefelnUenen begleiten»  die  Franitreicb  seine ^eole  Normal»  seine 
£cole  Polyteebniqne  und  sein  InatitntNational  gaben»  und  in 
Deatschland  die  Hsvplmacbe  der  wissenschafUiehen  Bewegnng  anf 
sebcnUnivefsitälen  waren?  Man  sage  nicht»  es  sei  dies  die  Schuld 
der  Kegiernngen :  die  neuen  Ideen,  wenn  auch  noch  so  ausge^ 
adchnet,  lassen  sich  einem  freien  Lande  nicht  anfpfropfen» 
wenn  ansserdem  noch  die  Anwendung  dersellien  einige  Opfer 
kostet»  und  wenn  vor  der  Anwendung  die  Majoritfit  der  Nation 
tMk  denselben  ßCinstig  zeigen  muss.  Ist  es  denn  ai>er  ninglich, 
daas  die  Vorarbeiten»  die  Arbeiten»  weiche  die  Öffentliche  Mei- 
nong  tfber  diette  Ideen»  die  ich  neu  nenne»  wenn  sie  es  auch 
vieMeicbl  nur  für  uns  sind»  anflclären  und  auf  dieselben  l)ir)Iei(en 
sollen»  etebansrflbr^  lassen  mittelst  einer  fast  forttvahrendeu  Gleich- 
gOttigkeit  gegen  Alles,  ivas  den  lilTentlichen  Unterricht  betrifft» 
ie»  wenn  sie  auch  nur  einen  Aogenblick  aufhört,  alte  Vorurtheiie 
oder  veraltete  Ansprüche  und  vage,  unbestironite  Wunsche  ver* 
scbvrinUeo  lässt,  die  einmal  auf  das  Feld  der  Praxis  gebracht, 
die  Leere  des  Gedankens  enthüllen'^  Ich  verziveifle  nicht,  viel- 
mshr  scheinen  in  diesen  letzten  ^iten  Symptome  besserer  Vor- 
siCie  hervorzutreten.  Lassen  Sie  uns  dieselben  mit  unserer  gan« 
zen  Kraft  unter{«tu'tzeo,  und  möge  Italien  in  kurzer  Zeit»  seiner 
berühmten  Traditionen  eingedenk»  mit  Recht  sagen  können:  sie 
kabon  die  Zukunft  vorbereitet! 

Ich  habe  bis  jetzt  da«?  eine  der  dringendsten  Bedarfnisse 
Italiens  berOhrt,  das  nSmiich,  «welches  die  Nalionalcultnr  betrifft; 
leb  werde  jetst  in  Kürze  von  dem  anderen  sprechen,  das  specie1> 
Imi  Zusammenhang  mit  dem  Öffentlichen  Reichthume  hat.  Die 
wunderbaren  Fortschritte  der  positiven  Wissenschaften  nnd  Ihrer 
Anwendungen  In  unserem  Jahrhundert  erschlnssen  dem  öffentlichen 
önterricbte  eine  ganz  neue  Richtung:  die  technische,  (seschaf 
fen  von  dem  BedOrfniss  der  modernen  (fescilechsn»  aber  In  sich 
selbst  die  Keime  der  eigenen  Entwicklung  tragend,  erlangte  der 
tscbnische  CJntsrricbt  in  knr/er  Zeit  eine  sehr  bedeutende  Wieh* 
tigkeit.  Regierungen  and  Private  fühlten  die  Nnth wendigkeit»  dsss 
der«elbe  in  eigenen  Anstalten  ertheilt  iverden  müsse ;  seine  augen- 
blicklichen and  woblthStigen  Folgen,  die  durch  ihn  horvorgebracb* 
ten  Fortschritte  der  Industrie  hatten  mächtigen  Einfloss,  um 
die  üffenttiirhe  Meinung  auf  seine  Organisation  und  auf  die  Modi» 
6cationen  aufmerksam  su  erhalten,  die  man  bald  darin  einzufübrea 
anfing.  Die  Regierungen,  in  welche  Italien  von  der  Restauration 
bis  sum  Jahre  69  zerfiel ,  sorgten  nicht  für  diesen,  ja  verabscheueten 
warn  ^kleeeren  TbeUe  dienen  Zweig  des  Sffentlicbeo  Untorrichts.  und 
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tirar  nicht  mit  Rflcksicbt  auf  die  SpedalitSt  dleM  Unterriclits« 
Zweiges ,  sondern  wegen  der  grossen  Bedeutsamkeit  seiner  Folgen. 
Die  Entwicklung  der  Industrie  schaf  Bedingungen,  die  zum  groe- 
een  Tlieile  fdr  despotische  und  wenig  erleuchtete  Regierangen 
nnannehmbar  waren ;  der  Associationageist,  die  Handelsfreiheit, 
mit  einem  Worte  alle  pralitischeo  Formen  des  Portacbrittes,  welche 
die  industrietie  Oekonoroie  zur  Grundlage  haben ,  sind  mit  Regie- 
rungsgewalten, die  denen  Ähnlich  sind,  \relche  Italien  so  lange 
Jahre  hindurch  beeaas,  unverträglich.  Es  ist  daher  nicht  zu  ver- 
wundern, wenn  wir  uns  heute  beinahe  noch  auf  dem  Punkte  be- 
finden, dass  wir  die  ersten  Schritte  in  diesem  Unterrichtszweige 
thun ;  aber  diese  unfreiwillige  ZOgerung  fegt  uns  sehr  wichtige 
Verpflichtungen  auf,  und  wir  niQssen  denselben  auf's  Sorgsnn^ste 
nachkommen.  Wenn  wir  jedesmal,  sobald  in  diesen  letzten  Jah- 
ren eine  Weltausstellung  in  En<^!and  oder  Frankreich  die  Kräfte 
der  Industrie  der  verschiedenen  Mationen  mit  einaiuier  in  Vergleich 
stellte,  und  jedesmal  ein  HandelsvertraLi;  die  Tarife  aul  gewisse  Pro- 
ducte  der  Industrie  erniedrigte,  Kegierungen,  Parlamente,  Männer  der 
Wissenschaft  und  Industrielle  mit  der  grösi^ten  Aufmerksamkeit  sich 
mit  der  Ausbreitun*»  der  Organisation  des  technischen  Unterrich- 
tes beschäftigen  sahen,  weil  sie  in  ihm  eine  Hauptquelle  des 
Fortschrittes  erkannten,  was  für  Anstrengungen  müssen  wir  da 
machen,  die  wir,  obgleich  zuletzt  in  die  Gemeinschaft  der  r^atio- 
nen  eingetreten,  schon  Handelsverträge  besitzen,  die  uns  mit 
einigen  derselben  verbinden,  von  denen  andere  die  Sanction  der 
Staatsgewalten  erwarten;  wir,  denen  dieselben  politischen  Insti- 
tutionen die  Zurückweisung  auch  nicht  einer  der  ökonomischen 
Freiheiten  gestatten. 

Das  Gesetz  von  1850  über  den  rifTentlichen  Unterricht  und 
andere  spätere  Gesetze  der  Localregierungeii  verbreiteten  über  den 
grf'issten  Theil  Italiens  Anstalten  f3r  den  Secnndärunterricht, 
die  man  technische  fcscinilen  und  technische  Institute  i^enannt  hat, 
die  einen  vorzugsweise  der  Pflege  der  fleraeinden,  die  anciereu  der 
der  Provinzen  anvertraut.  Es  i»t  nicht  meine  Absit  ht,  die  ver- 
schiedenen Bestimmungen  des  Gesetzes  oder  der  diese  Institute 
betreflfenden  Reglements  zu  analyairen.  Diese  Analyse  wäre  hier 
nicht  nm  Phtze  und  würde  mich  von  dem  Hauptgegenstaode  ab- 
ziehen. Ich  stehe  jedoch  nicht  an,  tm  versichern,  dass  der  Ge- 
danke, welcher  diesen  J  heil  der  l  nlerrichtsgesetz}.'ehiitig  einge- 
geben bat,  gut  ist,  und  dass  er,  wenn  er  nicht  in  der  Ausführung 
verschlechtert  wird,  sehr  gute  Resultate  lielera  tlürlte.  Erlauben 
Sie  mir,  meine  Ideen  über  diesen  Punkt  klarer  aus  einander  zu 
setzen:  Ich  halte  den  Gedanken  für  gut,  nach  welchem  der  tech- 
nische oder  professionelle  Unterricht  Specialanstalten  anv^raut 
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di«  in  den  Stfidten  gegrilDdet  sind»  welche  die  Mittelponkte 
der  iadaeliielleo  ond  conmierciellen  Bewegung  aosniachen,  und  io 
deeeo  die  Jfioglinge,  welche  sich  einem  bestiiQiiiten  Berefe,  der 
ledestrie,  den  Hasdel,  dem  Landbau  widmen  wollen,  eine  xweck« 
Eilige  iiigemeine  und  Specielbildang  erlangen,  wo  aleo  der 
Doterricht,  besonders  der  iu  deo  positiven  Wissenschaften ,  unter 
dem  Gestchtspaokte  ihrer  praktischen  Reeoltate  erthcilt  wird. 
iMess  Prtndpien,  wie  sie  unser  Gesets  enthilt»  finden  wir  von 
Pomp^e,Yon  Saint-Marc  Girardin,  von  Arago  und  von  allen 
denjenigen  empfohlen)  welche,  bis  jetzt  ohne  glQcklichen  Erfolg, 
ebenso  in  Franlcretch  ein  System  von  professionellem  SecundSr- 
nntcfricbt  organUlren  wollten,  für  den  man  von  Salvandy  bin 
n  dem  gegenwärtigen  Minister  des  öffentlichen  Unterrichts  nichts 
Besseres  zu  ersinnen  wusste»  als  die  Zweitheilang.  Werden  aber 
diese  Principien  wirklich  angewendet  werden  und  sind  sie  bei 
dem  gegenwftrtigen  Zustande  Italiens  anwendbar?  Wenn  wir  no< 
ser  Aegemerk  auf  die  Mittel  richten,  welche  die  gefallenen  Re- 
gierangen vierzig  Jahre  hindurch  den  Jönglingen  Italiens  für 
den  hohem  technischen  Unterricht  darboten,  so  \»\  die  Ant* 
•rort  nicht  zweifelhaft,  und  nir  können  a  priori  behaupten,  dass 
das  richtigste  Princip  für  den  praktischen  Tuterrirbt,  nach  nel- 
cbeoi  in  jenen  Instituten  dio  fipHrsfundon  liei^eben  «erden  sollen, 
ftr  da«  Bedfirfoiss  der  Lehrer  im  Allgemeinen  nicht  anwendbar  ist. ' 

Ich  habe  die  tiotlnvpndigen  Bedingung«  !!  zu  iieipuchten  ver- 
sucht, welche,  meiner  Meinung  nach,  in  fiezug  auf  den  öffent- 
lichen riiferricht  für  Italien  die  voruiegcndrrj  «jind  ;  ich  habe  zu 
ffieen  versucht,  das»  dieselben  in  drin£»en(l8ter  Weise  die  Schöpfung 
einer  Nornialschule  tVir  ilie  tla^sischen,  historischen,  philosophi- 
schen und  die  reinen  und  angewandten  positiven  Wissenschaften 
verlangen,  und  bin  so  wieder  auf  den  llaupt^cesenstand  meiner 
Hede  gekotnmen,  nämlich  von  den  gemeinsamen  Zwecken  der 
beiden  Anstalten  zu  $iprechen,  die  wir  heute  einweihen.  Der 
Unterrichtsplan  der  A(  cademia  Mcientifica  Letteraria  setzt 
unter  den  augenblickll<  Ken  ökonomischen  \  erh.iltni«!sen  dieses  Insti- 
tute und  gemäss  den  K'-iil'^Uclicn  Decreten  vom  .luli  und  November 
des  laufend*'!!  Jahres»  in  ti^tcr  iStelle  einen  rSuriuaicursus  zum 
Zweck  der  Ausbildung  der  zukünltitien  Professoreu  der  classischen 
Sprachen  ond  I^iteraturcn  nnd  der  geschichtlichen  und  phtloso- 
phtdchen  Sdnii. n  den  fSecundiir- Unterricht»- Anstalten  fest. 
Das  Gründurigüdt'cr«  t  und  das  Kcglenjent  des  Istituto  Ternico 
Superiore  bestinuneii,  das;«  man  in  diesem  Institute  HaMlitationt^- 
«Cücnissr  zum  Unterrichte  in  den  antjenandten  niatheniatischen 
asd  Xaturvvissenscbalten,  wie  er  in  den  diccundär -Unterrichts- 
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Aostalteo  ertheiU  wird,  erlangen  künne,  und  wenn  auch  aus  !Man- 
gel  der  outhigen  Fonds  diese  Abtbeiluog  des  Instituts  noch  nicht 
in  diesem  Jahre  eröffnet  werden  kann,  so  beschäftigte  die  direc- 
tive  Commission  desselben  sich  doch  mit  ihrer  Ori^anisation  ood 
veröffentlichte  ihr  Programm»  theils  am  die  öffentliche  Meiomig 
auf  eine  Schule  aufmerksam  zu  macheD,  die  für  Italien  neu,  in 
Franiireich  Ton  den  coropetentesten  MMnnern  seit  1833t  wenn  auch 
vergebens,  verlangt,  eine  der  wichtigsten  Ahtheilnngen  einiger 
polytechnischer  Anstalten  Europas  ausmacht,  von  denen  Icli  nsr 
die  von  Dresden  und  Zürich  nennen  will;  theils  um  die  fjering- 
fugigkeit  der  Kosten  an's  Licht  xu  sieben,  die  zor  Verwirklichung 
desselben  nOtbig  sind. 

Dennoch  ist,  auch  unter  der  Voraussetzong»  dasn  die  öko- 
nomischen Verbältnisse  beider  Institute  sich  so  gOnstig  gestalten, 
dasB  sie  die  Tollstfindige  Aosffihrung  alles  dessen  erlanben, 
was  durch  die  gegenwirttgen  Reglements  festgeaetat  ist,  der 
Zweck,  den  ich  ihnen  gemeinschaniich  tuschrieb,   nicht  erfSlIt, 
der  Gedanke  der  Normalscbole  nfimlich,  wie  ich  ihn  oben  defi- 
nirte,  Ist  nicht  TollstSndig.    Um  diesen  Mangel  beklagenswertb 
an  machen,  trigt  nicht  bloss  die  Ueberlegung  bei,  dass,  da  die 
reinen  poaitiven  Wissenschaften  ausserhalb  des  Umfanga  des  Nor* 
malcnrstts  gebliehen  sind,  die  zukünftigen  Lehrer  deraelbeo  noch 
keine  Spedalscbale,  die  sie  auf  ihrem  steilen  Wege  unterstfittt, 
besitzen,  sondern  eine  andere  bei  Weitem  mehr  in*s  Gewicht  fiü- 
lende  Betrachtung,  dass  nämlich  sowohl  die  eine,  als  die  andere 
Ablheilong  des  Normalcursus,  die  wir  wenigstens  wirklich  be* 
sitzen,  fttr  sieb  diesen  Mangel  mit  empfinden  wird«   Wenn  die 
Trennung  der  positiven  Wissenschaften  und  der  sprachlichen, 
bistorischeo  und  philosophischen  Studien  immer  fOr  ihre  Fort- 
schritte verderblich  war,  wenn  sie  bei  dem  gegenwärtigen  Zu* 
Stande  dieser  Wissenschaften  ond  jener  Studien  ein  Anachronismus 
ist,  so  darf  sie  noch  viel  weniger  ein  Grnndprincip  der  Organisa* 
tion  einer  Normalschule  bilden.    Sehen  wir  ans  vor,  die  Abtheip 
Inngen  einer  Normalschule,  die  zur  Erlangung  von  Habiiitations- 
■Zeugnissen  ffir  specielle  Unterrichtsfacher  fähren  kSnnen,  mit  einer 
Trennung  zu  verwechseln,  welche  die  traurigsten  Folgen  iOt  die 
Bildung  der  jungen  Professoren  haben  wfirde*  Und  lassen  wir  vor 
Allem  ja  nicht  aus  den  Augen,  dass  die  Normalschiilen  ihrer 
Natur  nach  Scholen  einer  bestiramten  Methode  sind,  indem  wir 
diese  Benennung  nicht,  wie  man  viele  Jahre  bindurcb  that,  auf 
die  pädagogische  Methode  beschränken,  sondern  sie  so  weit  aus- 
dehnen, dass  sie  die  Methode  des  Studiums  und  die  Methode  der 
Untersuchung  in  sich  fasst.    „Die  Philosophen  der  literarischen 
«Schule  haben  durch  ihre  Feindseligkeit  und  ihren  Indifferentismus 
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%t%tü  die  Retiiiteto  der  Naturwiesenecbaften  deo  Weg  zu  jedem 
eihreo  Fortschritte  verechloMco^«  ecbrieb  gans  vor  Kurzen 
Rtean,  iedem  er  einen  Irrtbum  der  Metbode  angrif.  MOge 
dieser  geiricbtige  Aaseprocb,  aus  seinem  allgemeinsten  Gesichts* 
psabte  aofgefasst,  sieh  vollstindig  der  GemQtber  bei  der  Leitung 
dce  Stediums  der  neuen  Generation  Italiens  bemficbtigen. 

Wenn  aber  auch  die  Normalcurse  unserer  beiden  Institute 
heule  noch  eine  Linke  lassen,  <lie,  wenn  sie  fortdauerte,  ihnen 
ge/ahrlich  nerdeii  könnte,  so  sind  sie  doch  anderntheils  der  Art 
constituirt,  dass  jede  IModiiication ,  die  in  eine  dcrselbiMi  einge- 
führt wird  und  dieselbe  anf  dem  anj*cgebenen  Wege  zu  vervoll- 
fitlodigen  strebt,  dasselbe  Streben  auch  für  das  Andere  einschliesst. 
Ute  /»eiden  Anstalten  haben  also  ein  grosses  gemeinschartliches 
loteresse,  sie  müssen  zusammengehen,  um  an's  Ziel  zu  gelangen, 
oad  ich  zweifle  nicht,  dass  sie  es  erreichen  Vierden.  „Die  ehren» 
irerlheslen  Hoinongen  sind  kubo*S  schreibt  Guizot  in  seinen 
Memoiren  hei  der  Erineemog,  wieviel  er,  als  Minister  des  offent- 
lieben  Cnterriehts  des  Königreichs  Frankreich,  (iSr  die  Erweite« 
mag  des  nstorgesehlehtfiehen  Rf usenms  z«  Paria  gelban ;  Ich  wende 
sich  an  deo  Minister  des  Öfenilicben  Unterrichts  des  Kilnigreichs 
Italien  und  sage:  diese  meine  Hoffnungen  sind,  ehren- 
haft, maehen  Sie,  da^s  sie  nicht  zu  kflhn  sind. 

Ifitirni  ich  von  dem  {^emeinisanien  Z,iele  zu  den  Npecial/  ^ «  (  keri 
beider  Irj>titute  übersehe,  bemerke  ich,  da>s  flie  Accaden»ia 
J^eieutiiico  Letteraria  ein  historisch -philoloj^isches  Institut 
umrasst,  welches  das  Docturdipioin  in  den  historisch-philologischen 
Wissenschaften  zu  erthcilen  berecljtii;t  ist,  und  da^s  das  Istituto 
Teenico  Nuperiore  zwei  SpecialsehuU n  iu:>it/J,  eine  liu  (^ivil- 
Ineenieure,  eine  andere  für  die  Mechaniker,  welche  die  bezög- 
itcbeu  Zeugnisse  zur  Ausübung  dicsi  i  liernfszu etpe  erüieden. 
Aiiii§erdcni  werden  in  diesem  letzteren  Institute  im  jaulenden  Jahre 
2" ei  freie  ausserordenilu  fie  Curse  gehalten  werden,  nämlich  ein 
fursus  der  Schnell  -  Frldniesskiinde ,  in  welchem  unsere  jungen 
lni:enieiire  mit  den  ausserhalb  Italiens  schon  in  Anwendung  gekom- 
mener) Methoden  und  Instrumenten,  die  zur  Abkürzung  der  geodä* 
tift(.hen  Operationen  bestimmt  sind,  von  ihrem  berühmten  Erfinder 
bekaimt  gemacht  werden  sollen,  der  andere  Ober  einen  interes- 
santen Theil  der  angetvandten  Zoologie,  über  die  Acciimalisatiou 
and  Aufzucht  der  nützlichen  Thiere.  Endlich  hoffe  ich,  dieser 
Scbde  binnen  Korsero  durch  die  edele  Initiative  der  Akademie 
ier  schtkieo  Kdnste  eine  Specialschule  Dir  Civil  •Architekten  bin« 
ad^ügen  zu  künnen. 

Wen»  das  philologisch- historische  ln»titut  auch  fttr  jetzt  nur 
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wenig  andere  Unterrichtszweige  omfaist»  ala  die  der  Nor  maisch  ulcb 
so  kann  es  doch  auch  in  diesen  Grenzen  nützliche  Dienata  leisten, 
da  es  ein  Mittel  zu  einer  vollständig  freien  historiachan  und  pbi* 
lalogiachan  Bildung  darbietet,  leb  glaabaaber,  dass  es  eratao  dem 
Tage  wirklichen  Einfluss  auszuüben  vermag,  an  welchem  die  nene 
Generation,  durch  die  Normalschule  an  anhaltende  und  strenge 
Studien  gewuhot,  aelbat  waoacben  wird,  in  ihnen  fortzaachreitan 
und  aieb  ta  verrellkommnen. 

leb  werde  micli  hier  niclit  bei  der  Organisation  des  Unter- 
richts dieser  Abtheilung  der  Akademie  autlialtcn  und  eben  so  wenig 
bei  der  der  Specialschuien  für  Ingenieure  des  Instituts.  Die  Pro- 
gramme  dieser  Anstalten  sind  vernffentlicht  und  Sie  können  über 
den  Werth  derselben  urtheilen.  Es  scheint  mir  jedoch  tweck* 
määsig,  zu  bemerken,  dass  die  Aceademia  Scientifico-Letteraria 
und  das  Istituto  Tecnlco  Superlore  die  wichtigsten  Anordnungen 
ihrer  adminiatrativen  Orgaoiaation  gemein  haben.  Daa  Princlp 
der  Decentraliaation  iat  In  Ihnen  im  welteaten  Maaaae  mr  Anwen« 
dung  gelangt,  und  die  Localwlrkong  der  dlreetlven  Commiealonen 
kann  eine«  bedeutenden  Eioiuaa  auf  die  Verrollatindigung  und 
die  Fortsehritte  dieser  Anatalten  auafiben.  Auch  die  Bildung  die* 
aer  directlven  Comroiaslonen  barmonirt  mit  dieaem  Principe;  und 
ich  glaube«  daaa,  weil  eowobl  der  materielle  Zuacbuss«  als  die 
Gemeinde  und  eine  hoehverdtente  PriTatgeaellacbaft  durch  Erlaub- 
oiaa  des  Gebrancbea  der  ihr  eigentbfimlichen  Sammlungen  dem 
hüberen  techniacbe«  Institute  die  Mittel  darreichen,  es  mit  Recht 
fttr  oSthig  erachtet  werden  aollte,  dass  die  hohe  Direction  dieser 
Anatalt  einer  Commiaaion  anvertraut  wQrde,  in  der  die  Interessen 
der  Nation,  der  Gemeinde  und  diaaer  Geaellachaft  repr&aentirt 
wfiren;  die  moralische  OnterstStanag,  die  diese  Provins  immer 
bei  jedem  Werke  des  Nationalintereases  dem  Gouvernement  enge* 
deihen  läset,  die  Sorgralt,  die  Kosten  und  die  Opfer,  welche  nie 
gebracht,  um  die  ZustSnde  des  Elementar-  und  Seeundär- Unter* 
richtes  au  verbessern,  dOrften  es  der  Regierung  rathaam  erachel« 
nen  lassen>  diese  Commisaioneo  aua  Vertretern  des  Staate,  der 
Provini  und  der  Gemeinde  snsammenzusetzen.  Endlich  in  An« 
betracht  dea  gemeinaamen  Zieles  beider  Institute  stelle  man  einen 
Zuaamnienbang  swiachen  diesen  Commlssionen  in  ihrem  PrSsi- 
dium  her. 

Erlauben  Sie  mir  noch  einige  wenige  Worte  über  die  Special- 
schulen  des  huhercn  technischen  Instituts.  Die  Tmditittnen  des 
Berufs  der  Ingenieure  sind  in  unserer  Provinz  so  chro[j\oll,  das« 
nach  meiner  Meinung  es  ein  «chwerer  Irrthum  «nre,  denselben 
bei  der  Organisation  von  Schulen,  die  zur  Aui>bil4iung  von  Inge- 
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tiMmi  beatimnl  siod»  siebt  Reebnang  %n  trag«».  Aber  andir- 
fleite  steht  too  ibneo  vülletindig  fest,  dass  sie  diesen  Traditio- 
■es  siebt  treu  geblieben  sind,  indem  sis  beinahe  ?ollsUlndlg  den 
fisssen  Fertsebritten  der  angewandten  Wiesensebaften  fremd  blie- 
ben  ond  den  Geist  nnd  die  Ansdehnungssphare  dieser  Bemfs* 
swe^  im  Verblltniss  sv  diesen  Fortschritten  in  modifieiren  un- 
terdessen. Die  FremdberrsebaA  zerrtes,  nni  die  IWabrbeit  sn 
aagen.  den  Faden  dieser  Traditionen,  indem  sie  jene  Asso- 
dationen  Temichtete,  irelcbe,  Collegien  genannt,  einige  Jahr* 
bnaderte  hindurch  Torsogstreise  die  bewegende  Kraft  ßlr  den 
Portschritt  des  logenienrwesens  abgaben,  und  denen  wir  jene 
Banten.  jene  Kanile  verdanken,  welche  einen  so  grossen  Einflnss 
asf  die  Bewissemng  und  den  Ackerban  hatten  nnd  die  auch  beute 
noch  die  juristische  Grnndlsge  in  vielen  Streitigkeiten  bilden.  Die 
Statuten  dieser  Collegien  enthalten  Disciplinen  nur  Uelmng  von 
Beiulssweigeu,  die  beut  au  Tsge  aufgegeben  sind  und  die  doch 
sehr  sweckmisiig  in's  Leben  zurflekgerufen  werden  kannten.  So 
findet  sich  s.  B.  der  Gedanke  der  Theilung  der  Bernfssweige  der 
Ingenienre,  Architekten,  Geometer,  Feldmesser  und  der  dasu 
luvenden  Studien,  ein  Gedanke,  den  wir  heute  auf  der  bOebaten 
Stufe  in  den  polytecboiecben  Anstalten  Deutschlands  angewen- 
det sehen  und  den  wir  fOr  uneer  Institut  adoptirt  haben,  in  die- 
SCB  Statuten  vertbeidigt  und  von  den  Caouremeuren »  die  aus  den 
SyodicU  oder  den  Beamten  des  Cnitegiume  gewflblt  wurden,  mit 
Kifer  fentgebalten.  Ich  spreche  nicht  von  den  anderen  ansgeieicb- 
oeteo  Bestimmungen,  die  den  zwölf  oder  dreizehn  Statuten,  welche 
das  Collegium  von  Mailand  von  1565  bis  1775  hesass,  gemein 
waren,  ich  werde  nur  awei  Auszüge  aus  dem  lotsten  derselben 
nnfOhren,  das,  wis  wenigstens  Verri  schreibt,  unter  Inspiration 
des  berfibmten  Frisi  zosammengestellt ,  mir  das  vollstlndigste 
und  am  Besten  reiiigirte  zu  sein  scheint.  Ich  schicke  voraus, 
dsss  zu  jener  Zoit  die  ScIiuJeo  des  Palatin .  die  in  diesen  Psiast 
der  Brera  verlegt  wnren,  ausser  den  litterarischen,  Ökonomischen» 
jorislbchen  und  roedicinischen  Unterricbtszweigen «  die  Parini, 
Soave,  Becearia,  Lampugnani  und  Moscnti  anvertraut 
waren,  einen  Curaus  von  drei  Jahren  mit  den  Specialsweigeo  der 
Physik,  Mechanik,  Hydraulik,  Civil- Architektur  u.  s.  w.  zum  Un* 
terrichte  der  Ingenieuro.  Architekten,  Geometer  und  Feldmesser 
amfassten.  Viele  Artikel  dieses  Statuts  drehen  sich  um  die  Be- 
Rehungen  des  Collegturos  au  dieser  Schule ;  —  „Sobald",  schreibt 
ins  B&mliclM  Statut,  „von  dem  Collegium  die  LCsung 
von  Fragen  der  Architektur,  der  Hydraulik,  der  Ab> 
scbStzung  von  Grundstöcken  u.  s.  tv.  verlangt  wird"  (und 
Jeder  begreift,  wie  wichtig  dieaes  Amt  oder  diese  Pflicht  des 
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CoUegiiims  war)»  „und  die  Fragen  Gegenstände  betref* 
feo,  die  von  den  geometrischen«  mechanischen  und 
hydraulischen  Theorien  atthängen,  und  nicht  Objecto 
der  reinen  Praxis  sind»  so  wird  man  eine  Abschrift  zwei 
Professoren  der  Schule  übergeben,  damit  diese  schrift- 
lich ihre  Meinung  sagen,  dieselbe  den  Syndicis  der 
ersten  Versammlung  übergeben,  und  diese  zur  gros* 
seren  Klarheit  bei  den  Verbandlungen  des  Coli»'i;'i u mh 
dienen  können."  Und  in  einem  anderen  Artikel:  „Üd  die 
praktischen  Wissenschaften  der  Ingenieure,  Arffii- 
tekten.  (looinetor  und  Feldmesser  den  Gehraiich  ver- 
schiedener Maschinen  und  Instrumente  Verlan  npn.  so 
soll  7.  MV  grösseren  I)  cq  uc  m  Ii  c  h  k  e  i  t  des  öffentlichen 
1/  fi  t  c  r  r  i  c  h  t  s  f  ü  r  sie  a  n  f  Kosten  der  C  a  s  s  e  des  Tolle- 
gi  II  III  s  N  ()  r  n  e  getragen  und  dies  e  I  h  on  in  ei  ii  er  der  b  ei  <l  eu 
Schulen,  dii»  im  Ciyninasium  der  Ii rcra  zum  Unterrichte 
der  I  n  £;  e  n  ie  u  r  o  bestimmt  sind,  a  u  f  fi  c  w  ah  r  t  w  er  d  e  n ,  und 
jedesmal,  \  tM)  n  dieselben  von  den  Ingenieuren  oder 
den  IVIeistera  der  Militär-Architekten  verlangt  »er- 
den, soll  für  einige  Tage  der  unentgeltliche  Ciebrauch 
gestattet  sein." 

Wenn  ich  einen  Augenbli(  k  Ihre  Aiirmerksainkeit  auf  die  Er- 
innerun£jen  der  Vergangenheil  zu  richten  versucht  hohe,  so  tbat 
ich  dies  nicfit  sowohl  deshalb,  um  vorzugsweise  die  Ingenieure, 
welclie  dieser  Versammlung  beiwohnen,  an  die  Wichtigkeit,  welche 
diese  ('ollegien  und  die  gegenseitige  Unterstützung  zwischen  Col- 
legium  und  Schule  für  uns  gehal)t  hnf>pn,  zu  erinnern,  als  des- 
halb, um  mir  den  Wcjj;  zu  hereiten,  ihnen  tu  sagen:  Die  Schulen 
sind  wiedfrgehoren  und  heute  weihen  wir  sie  ein;  lassen  Sie  jene 
Associationen  Wiederaufleben,  lassen  Sie  sie  wiedererstehen  im 
Geiste  unserer  Zeiten  und  Sie  werden  in  diesen  Schulen  jede  Art 
der  Utjterstiitzung  lifidcn! 

Meine  Herren,  ich  habe  in  grossen  Zügen  den  Ceist,  die 
Ziele,  die  zu  hofl'cnde  Zukunft  der  beiden  wichtigen  Institute  zu 
zeichnen  gesucht.  Dem  Minister,  der  mit  gerechtem  Stolze 
sagen  kann,  ich  i;al)  ihnen  diese  Grundinge,  empfehle  ich 
ihre  Weiterbildung ;  Ihnen,  din  Sie  durch  Ihre  Cci^cu  wart  zeigen,  dass 
Sie  den  Werth  dersL  lljf-n  erk;ii;iit  liah;  t).  empfehle  ich,  die  ötfentliche 
Meinung  aui  ditisclbiMi  uuliuei kf»ain  /.u  cihaltcii.  Wir  nerden  dann 
in  nicht  zu  langer  Zeit  von  diesen  Schulen  sa^et»  können,  was  Arugo 
von  der  französischen  polytechnischen  Schule  sagte: 
„Sie  tat  mehr  als  eine  Schule,  sie  ist  eine  Nationai- 

anstalt 
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in. 

Zur  Ballistik. 

Einige  lotegrale,  welche  bei  der  Auflosnng  des  bal- 
listischen Proble4D8  vorkommeA. 

Von 

Herrn  Dr.  Li^ow§kiy 

Lehrwr  an  der  vereinigten  Artillerie-  «imi  Ingenieorichule  und  am  See- 

Ckdetten-Institut  in  Berlin. 


Im  S28t6n  Bande  de»  ArchUa  Nr. XXVI.  kommt  Berr  Pro- 
ftMior  Gran  er  t  bei  der  daselbst  gegebenen  neuen  Anfltaiig  deo 
baflitfischen  P^blema  aof  Integrale  von  der  Form: 

fV*du  und  JlJ*udu, 

ipobei 

Ü  «  e — ti  VT+7?— In  (11+ V"r+ «■) 

ist.  Fahrt  ntan  in  die^e  Integrale  u  die  byperbolieche  Fan* 
ctioii  Shtg)  ein«  dann  wird: 

ifKsCoOfMi^  ond  I7=e— Sin^flbi^— 9, 

oder  auch,  da 

Am  fVdu  wird  nmi  ft^i^^. 
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Dorcb  theilweUfl  lutegimfioo  ergiebt  sich : 

Intogrlrt  man  aaf  der  rediten  Seite  eoeb  einmal  tbeiiweiee,  so 
entotoht: 

2) 

Eine  oocbmalige  lotegratioo  lleferl: 

2n 

+  ^^^^^ü— *Slii9(<f0*V*  +  +  5) 

Man  ersiebt  aus  dem  Vorstebeudeo,  daas  da«  Integral 

je  uacbdeni  77  eine  gerade  oder  ungerade  Zabi  iat«  zuräckgefiibrt 
wird  auf  die  lotegfale 

fÜMq^^^d^  und  füit6§if^4*d^, 

Zar  Bestimm  iini^  von  f  q)^^  ^  ^  d(p  ergiebt  sieb  dorcb  tbeil- 
weise  Integration  die  Redactionsformel : 

4) 

dureb  deren  wiederbdite  Anwendong  man  erbllt: 

AiM  fü€Hiffl^d^  wird  dnreb  theilweieeintegratlen  gefunden : 

Setzt  man  für  Striepe  seinen  Wertb  (Tofip*—- 1,  so  entsteht  nach 
einer  einfachen  Reductioo  uod  lutegratiou: 
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6)  • 

EiM  »iederboll«  Anwendang  di^er  ReduetionsfonDcl  giebt,  wenn 
naa  berfleksiebtigt,  das«  oaeb  No.  2) 

Mit  Hülfe  der  vorsteheodea  FormelD  erhält  roao  oon  sofort: 

10) 

817 

11) 

4-  VVShi  <r  (,v  (fo0    + m^«  9*  +  H?l        +  i  «c«  9"  + 1)). 

Du  Intogfal  ft/hidu  gebt,  wnnn  Sin  9  fllr  11  gesetat  iHrd, 
«b«r  ia: 

oder,  da 
iat,  ia: 

Setal  man  ^  atatt  29,  ao  eotatebt: 

JV^uduz=,  (4)«»+ V(2c — ^ — 51il  t)-  St»  ^dft  • 
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Wen»  sor  Ablcflrtung  2^ — i|r=  F  g6seUt  wird,  so  erhült  mto: 

al«o  aueh: 

14)  /l7*iMitt=:(|)"+«  2;  (— l)/*(»)^/F'»-/'5iili|*^i*rfip. 

Das  g«gocbte  Integral  iet  daher  aorflckgefabrt  anf  Integrale  von 
der  Form: 

Durch  tbeilweise  Integration  wird: 

— (r— 1)/  Vfm^^^iM^. 

Für  <^C9^'',  T  f  Süiv*  t'in»esetzt,  triebt  oacb  einer  einfachen  Um» 
formung  und  theilweiaer  Integration: 

15)  /  V^SinVdMf-^^^—^^^-^^VP-^Sini^ 

Dttreb  Anwandong  der  Pormel  15)  erbXit  roao  s 

16)  fVSkn^^^VfSj^^^Shi^, 

17)  /  F*5in^d^=sF*tfo«t^;  +2F5iii^+2tfo*^. 

18) 

W) 

20)  /Sl«^^  =  i  5fn  t^;  (To»  1/;  +  i  F, 

F 

21)  /F5iii^*ii^  =  ^Sin^tfo»^  -t-iSm^^-t-^F*, 

22) 
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23) 

25) 

tt)     fSin       SS  }5iii  ^««^  ^ — f  5ln  t  <^  t  —  i  V, 

28) 

29)  /Sin  t;»»«/!«'  =  1  Sin  1^*  ifc0    -  jV Sin  ^«        +  rV  ^. 
Die  Formel  U)  in  Vorbindusg  mh  Na.  16)  bis  No.29)  giebt  omi : 

.50) 

JÜMdM=z'./i  V  -  Sin  ^jSitt      = ,V[  F(2tfd*ij>- 1)  +Si»  i*/(2-(Co#<;)J, 

31)  fühidu^  A/(K-Sifit?r)«Sln  t^^rfi^r 

=  »i  [  >^(2  tfc«  t/;  - 1)+2  FSini/;(2-tfc*V')  i  iSini^2^2^c*i|;-3)+:tfo*V'J. 

32)  fV^udu  =  »V/(r-5fii^)»5lii^d^ 
=  »Vlf^^CStfö»^-!)  H-3rs5iii^(3— Co«^) 

+  i  r(45liit|»»(2<fe#^^3)  +  32  tfcftf.  -  3) 

+  ;Sin^«(4— 3tfcdi^)+  iSiii^(32-3tfo#V')]. 

33)  fUHukt^i^/ir^mnify^mninl^, 
sat[r«(9(CiMf  I) -l-4r«5lii^(2-<rei^) 

+  I P  (4  Sin  ip»  (2     t^» — 3)  +  32  tfo*  t/;  -  3) 


Nacbtrag« 

Ib  dtniMlbeii  Bande  des  Arebite  »r  Seite  396.  hat  Herr 
Professor  Gran  ort  sor  Bestimnung  der  Coordinaten  der  Flug- 
bahn Ulm  Glekbungen 
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und 

^  du 

gegeben.  Führt  man,  wie  in  dem  \  orstehendeo,  Sinip  statt  u 
ein  und  setzt  tgiz^Sin/,  dann  bat  man  zur  Bestimmang  von  x 
uod  jfi 

otid 

^>  TT^' 

y 

Bezeichnet  man  die  unbestimmten  Integrale 

durch         und  dann  sind  x  und  3^  gegeben  durch 

8)  arÄ5(/(y)-A9)) 

und 

6)  »  =  ö(F(y)-*X9»)). 

Zur  AbkGrzuDg  setzen  wir: 

dann  int: 

Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich: 


Wenn  /i$»$%^d9^Pi  gonetit  wird,  dann  entnteht  dnrch  weitere 
Integraüon: 

yiu  bezeichnen: 


Digitized  by  Google 


Upüwikt:  Zur  BMHÜ.  61 
durch  P«, 


/Fr^C9g>^d<p  durch  /V+i; 


duM  cTgiftbt  sieli  aus  Mo.  7)  durch  fortgesettte  tbeilweise  tute- 
gratic«: 

+  iPmT —  +  (— l)'+*(r+l)!Ä'y  — j^i — r^l 

oder  aoch:  * 

+41  (^)'  P......  +  (-  lyrl  (i)'*'  ''r 

hiegrirt  MM  P(9}= J^^f  ÜMilwaiM.  «o  «ntetobt: 

Mtl  #x»)=^-A/^i!15^2^^. 

uoli  each  eioer  ai^eUen  Integratioo: 

II)     *X»>=*(3^-a!^  +  2*»/52^). 

wir : 


dara  «rgMI  «Ich  aiw  No.  11)  dorch  fortgeaotste  lotegradoo : 

./35hiq>    Atfoiy»  .  2tA»<?,    3IÄ>Q.  4?^«^, 
*l9)  =  4^-T|^  ^  +  -W*  W^^n¥^  
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62  SpU%er:  Cmu$r,  äerj,  Unear,  Dif$reiU.^M0k^  (Urenparüe,  liUegr* 
oder  auch: 

12)  F(9)=^(3(I^Svav-  tfM9«  +  2l(^)'  Qi 

Wenn  di«  Reihen  in  No.  9)  end  No.  13)  convergireo,  dann 
laeseo  eich  za  jedem  9  mit  Hfllfe  von  No.  6}  aod  No.  0)  s  und 
y  hereehneD. 


IV. 

Gonstruction  derjenigen  linearea  Differential-Gleichnng, 
deren  particuläre  Integrale  die  Producta  der  particu- 
lärea  Integrale  sweier  gegebenen  linearen  Difierential- 

gleichungen  sind. 

Von 

Herrn  Stm^n  Spitzer^ 

«ttMerordentlicheni  ProfoiMr  der  höheren  Mathenialik  am  k.  h«  polj* 

techaiichen  Inttilnto  an  Wies. 

Waren  pttva  gegeben  folgende  zwei  lineare  Oiflferentialgiei- 
cbungen  der  zweiten  Ordnung: 

1)  y  =  my'  +  ny, 

2)  1^"=  f*V  +  vf); 

in  welchen  m,  n,  ii  und  v  beliebige  Functionen  von  x  bedeuten 
mSgen»  und  es  sei  zu  auchen  eine  aokhe  lineare  Dlferaiitialglei- 
chung  in  u,  für  welche 

3)  H  =  yif 
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Mi  Ans  3)  fo^: 

5)  «•  =  iwr  + W  +  iff; 

I 

Gnrf  >el/t  Tnnn  in  ,1)  statt  jf"  und  f{*  ihre  SU«  1)  und  2)  li«rvor- 
geheudeo  Werth«,  so  erbält  man: 

4Mier  geordnet: 

6)  «•  -  (fi  +  v) «  Ä  mi?y'  -f  myi/  +  2t^'y 

Differenzirt  man  diese  Gleichung,  und  setzt  man  hierin  sogleich 
wie<ler  stAtt  y  und  ij"  ihre  aus  1)  ood  *2)  folgeoden  Werthe,  so 
erhält  roao: 

7)  —  (rt  +  v)  ti'  —  (n'  +  v'  +  wn  +  ftv)  m 

Differentirt  man  nno  diea«  Glelcfanng »  so  erhldt  man  naeh  einigen 
Rcdaetionen : 

Q  —  (II  -I-  y)«"  —  (^'-f '^v'  -f  mn^'fiv)»' 

—  (n*  +  v"  +  mn'  +  ^iv'  +  2m'n  +  2ft' v  +  m*w  +  ;i«v  +  Anv)  u 

+  ijy'  (w*  +  ^mm'  +  m»  +  5iji v  +  3fii/  \  2v') 

+  Vy  (f»'  +  W  +  |i»  +      +  3«m +2«'). 

Werden  nun  aus  den  drei  üieichungeu  4}.  6)  und  h;  die  drei 
Grüasen 

tÜmlQirt,  M  arhilt  man  eine  lineare  Oiflerenlialgleiehung  vierter 
Offdnnnff  ia  «>  und  diese  Glekhyng  iat  die  gcenehte. 
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V. 

CoDSiruction  derjenigen  linearen  Dlfferentialgleichang, 
deren  particaläre  Integrale  die  Quadrate  sind  der  par- 

ticulären  Integrale  der  linearen  Differentialgleichung 

Herrn  Simon  SpU%€r, 

atta««rordeiitlicheiii  ProfMtor  d«r  hAhwen  Madiematik  wm  k.  Ir.  |>"l^- 

CechoMeheii  lattitnte  tu  Wien. 

leb  setie 


dann  i»t: 

3)  =  ^yf/ . 

4)  t'^^^-h^. 


MnltiplidrC  man  dieie  Gldchong  mit  X^,  und  aetit  maD  aodano 
alatt         den  «na  1)  folgandan  Werth,  ao  hat  man: 

und  setzt  mm  hierin  statt         seinen  Werth  z' ,  ferner  i  statt 
8o  erhält  man: 

5)  X^i"  +  A'i  z'  +  aJToX  =  2JI,y'«. 

Wird  diene  Gleichung  abermals  differenzirt,  so  erhSit  man: 

Setzt  man  auch  hierein  Air  X^^  aeinen  aua  1)  folgenden  Werth, 
ao  hat  man: 

^,*+(jr,'+^,)z»+(jr,'+2jroy+9Ä;,'»s=2Aay«-4y(A^^^ 

oder,  stall  li/y'  seinen  Werth  z'  gesetzt: 

6)  -X.*'^  +  W  +  X,)z"  +  (AV  +  4        +  2Ao'* 

=(2A,'-4jri)y« 

Durch  Elimination  von      ana  6}  nod  6)  ertdUt  nmn  die  geanchle 

Gleichung,  und  dieae  ist: 

A,«i'«  +  3 A,  X,  z"  +  (AV  A,    A'i  A,'  +  4AoA,  +  2A,«)»' 
4  (4AoA|-f 2Ao'A.— 2AoJ;')s::sO. 
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V 


¥1. 

Zwei  geometrische  Aufgaben  aus  der  Kurvenlehre. 
Herrn  Oberst  von  Deivmll, 

xweitein  Bevollmächtigten  hei  der  Bandet- MUitair-ComuitMioii 

in  Frankfurt  a«  M. 


1.   A  Q  f  g  a  b 

In  einem  j?egelienen  Kreise  VDV  (Taf.  1.  Fig.  I.)  ist  der 
Halbmesser  CD^r  in  A  ko  jjetbeilt,  dass  ilD=fr  =  a  ist;  errich- 
tet  man  in  A  auf  CD  die  JSenkrechte  AB  und  verlariLjert  dieselbe 
rechts  und  links,  dann  i&t  A/i=:A(ß  =  ''2.AD  =  2af  aiöO,  >venn  man 
Ah  in  U  und  AG  io  O'  baibirt.  AO=  OB:^AO'z=0'a  =  a. 

Ueskt  man  «ich  Don  dia  Llola  AB  dergestalt  stetig  bewegt, 
daas  der  eine  Endpunkt  B  auf  dem  Umbnge  des  gegebenen  Krei* 
sie  fortrileltt,  iribrend  der  Milteipnnkt  O  baatindig  in  der  Linie 
BG  ader  ibrer  Verlingemng  bleibt»  dann  bcacbralbt  gleicbseltlg 
der  aadere  Endpunkt  d  eine  Knr?e,  deren  Gleichnng  gesncbt  wird. 

A  n  1  1  w  •  u  D  g. 

Beginnt  die  Bewegung  der  ^lA  In  der  Art,  dasa  B  auf  dem 
Befse  BZF,  alae  der  Mittalpnakt  O  in  der Riebtnng  ven  Onacb 
B  fertrSekt»  se  nimmt  die  Knrve,  wcicbe  A  beaebrelbt»  Ibren 
AefMig  in  A  nnd  llnft  eberbalb  AB  von  der  Linken  nur  Reebten. 
Der  Punkt  B  kann  auf  dem  Dmfang  des  gegebenen  Krelsea  nur 
bin  lern  Pnnkt  F  gebngen,  dessen  senkrecbter  Abstand  FfFTen 
AB  gleicb  Ut  OBsa;  aladann  lUit  O  in  IT  und  A  In  i>  we 
FfFss  WPssa,  Bei  fertgeaetater,  also  rgekscbrsitender  Bewe* 
fusg  des  Puaktas  B  Ton  F  nacb  B,  kehrt  B  in  seine  nrspriing« 
Bebe  Lage  snrflck,  wibtend  O  nacb  Qund  A  naeh  S  gekommen 

Thal  XUI.  » 
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ist,  in  welchem  letztern  Punkt«  «lalier  ^5  zum  z^'eitennial  von  der 
Kurve  geschnitten  wird.  Die  kurve  nininit  nun,  wfihrend  sich  B 
auf  dem  L»ogen  BD  suw  Ii  nach  I)  bewegt,  den  in  der  Fi^ur  an- 
gedeuteten Lauf  unterhalb  AS  tirni  schneidet  CZ>  in  Ty  nenn  B 
in  D  und  O  \n  A  angekoiiinien  ist.  In  T  (ritt  eine  verSnderte 
Richtunp;  der  Kurve  ein;  denn  w§hrcnd  sich  B  über  D  hinaas 
auf  dem  Bogen  DG  und  O  von  A  nach  O'  fortbcn  egt,  beschreibt 
A  den  rechts  von  CD  liegenden  Zueig  TMA  ;  es  wird  daher  die 
AS  zum  dritteoroal  von  der  Kurve,  und  ztvar  in  A  geschnitten. 

Der  fernere  Verlauf  der  Kar?e  links  von  CD  ist  genau  so, 
wie  derselbe  eben  Air  den  Theil  rechte  von  CD  beecbrieben 
worden,  ist:  Der  oberhalb  vIS*  .liegende  Zweig  entsteht,  weno  S 
von  G  bis  V  und  demnficbst  von  P  wieder  snräck  nach  G  rückt; 
der  unterhalb  AS'  liegende  Zweig  5iV' 7*  wird  dnrcb  die  Bewegung 
des  Punktes  B  von  V  nach  D  und  endlich  der  Zweig  TM'A 
durch  das  Fortschrelten  des  Punktes  B  von  D  nach  B  beschiie« 
ben.  Es  geht  hieraus  und  aus  der  Natur  der  Aufgabe  hervor» 
dass  die  Zweige  der  Kurve,  welche  rechts  und  links  von  CD 
liegen,  einander  gleich  sind,  und  dass  man  daher  nur  einen  dieser 
Zweige  zu  bestimmen  braucht,  um  zugleich  den  andern  an  haben. 
Da  aber  jeder  Zweig  wiederum  aus  drei,  dem  Anschein  nach 
verschiedenen  Aesten  besteht,  nimllch  der  Zweig  rechts  von  CD 
aus  den  Aesten  APS,  SNTund  TMA,  so  werden  wir  die  Glei- 
chung Air  einen  jeden  dieser  drei  Aeste  entwickeln  und  dann 
untersuchen,  ob  sich  hieraus  eine  allgemeine  Crielchung  täf  die 
ganze  durch  die  Drehung  der  AB  entstandene  Kurve  ableiten 
lässt 

Für  die  Ent\vickeUjf)g  dieser  Gleiciiungeu  nehmen  wir  5<S* 
und  C/>  als  Koordinaten- Achsen,  A  als  den  Anfangspunkt  an  und 
zählen  die  Abscissen  von  A  nach  S,  die  Ordipateu  von  A  auf 
AD  und  AC 

1.  Gleichung  für  den  Zweig  APS. 

Gesetzt  der  Punkt  T  (Taf.  L  Fig.  1.)  der  Kurve  sei  entstan- 
den, indem  sich  AB  In  die  liege  FZ  begeben,  so  dass  EYszEZ 
=u  ist^  dann  hat  man,  wenn  man  senkrecht  auf  il^  lUlt,  fflr 
Fdie  Abseisse  AÄ^x  und  die  Ordinate  FJTsy.  Setzt  man 
0£ssK,  dann  ist,  weil  OXsa— ar,  X£=5a— und  es  folgt 
aus  dem  rechtwinkligen  ^  EXTi 

(« — «  +  u)« = — 

also   

x=a V^tt«— ^«  (J) 
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Zur  AaflSBuiig  der  Aufgabe  ist  mithin  nur  erforderlich,  u  durch  a 
«od  auszudrücken.  Zieht  man  zu  dem  Ende  BZ,  BC  und 
und  <pt7t  den  Winkel, um  weldieo  wchJkB  gedreht,  am  aa«  der  Lage 
AB  in  die  Lage  YZ  xa  kommen,  nfimlieb  ^AEY^  fp,  ferner 
ZBCZ  =  i^,  ZCJ5fJ  =  oand  CB=CZ=r,  so  ^nd  «  und  r  ge- 
gebene StQcke  nnd  man  kann  die  Abhängigkeit  der  beiden  Winkel 
9  Oed  ^  von  einander  bestimmen,  indem  man  aii<<  jedem  der 
leiden  Dreiecke  BCZ  und  BEZ  die  gemeinschafttiche  Seite  BZ 
aoedräckt  nnd  die  erhaltenen  Werthe  gleich  settt 

E«  Ut  Dimlicb  im  ^BCZ^  weil  ^LCBZ^W-^i^  ist: 

JtZ :  r  sein  ^ :  eee  i  t/i , 

folglich 

ifz=^-^4v-.  («) 

ferner  »t  im  A  «^^U  ^JEi^ZagOB— (Hr— er)  Ist: 

BZ :  a = sin  9 :  cos  (i  ^ — «), 


also 


'^=^sfe^  


uiid  es  folgt  aus  (2)  und 

rein  ^  eoa  (|      «) = a  ein  ^  cos  i  ^  (4) 

B€>ifimmt  man  nun  noch  FZ  aus  ^  CFZ  urul  /  F  aus  BEF 
und  bemerkt,  dass  FZ  FjF=EZ=a ,  «o  erhalt  man  noch  eine 
vrettere.  7\n  Auffn^ong  der  Aufgabe  erforderliche  GletcbuQg.  Mail 
hndci,  neil  im  ^tFZ  der  ^O'ZsW- (o-l-y)  ist: 

FZ:r=s0tn^:aio(«r-f  9}). 

«d  w«U  im  iiB£F  £l»=3«— »  lat: 

EF:a — tt=sina:sin  {a-^-^}, 

Addirt  man  (6)  and  (6),  dann  folgt 

riln^  -1-  (fl— «)  aing 
**  ^        8in(o  +  9) 


(7) 


5* 
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Die  Gtolchaogen  (4)  and  (7)  reichen  bin,  um  n  durch  a  und  y  aus- 
snarflckeo;  denn  die  io  denselhen  vorkommenden  Funktionen  de» 
Winkels  9  sind  aus  dem  /^EXY  durch  a  und  u  zu  ersetzen, 
r  und  «  »ind  konstont,  und  wenn  man  aus  (4)  sin  iji  entwickelt  und 
in  (7)  «ubstituift,  eo  Terscbwlndet  ^  und  man  erhält  eine  Glei- 
ehnng  twischen  «,  e  und  jf.' 

Lost  man  zunächst  in  (4)  cos  Utj;— o)  aul  und  dividirt  die  dann 
entetebende  Gteicbung  durch  cosi^,  60  erhält  man: 
rein  ^coea4reini|»ta»glt  eines  eefai^» 

1  —  cos^  . 
und  indem  man  tangii|»  =  — ^j^^  "  eewi: 

r8inif;coe«+r  ein«  (1— coe^)asaelnv; 

fährt  man  nun,  der  einfachem  Rechnung  wegen  für  r,  sin  a,  cosc 
die  Zablenwerthe  ein,  welche  sich  aus  dem  rechtwinkligen  ABC 
sofort  ergeben,  nimiicbs 

raste»  elna=:|.  Gee«:s|; 

dem  tet 

4elDt|;+3  (1— eee^)Ä2Bin9, 

oder 

3V1  — elo*^  =  3-^4sin^~26inqp, 

woraus  folgt: 

8ln^ssft\  (4  ein^  ^6     V  4-f  3ein  9  — ein'^}. 

Nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ist  %f  <90^,  deber  eltt^ 
positiv;  mithin  kann  vor  der  Wurzel  nur  das  Zeichen  +  gelten 
und  es  ist  daher; 

sin  ♦  =  J (4  ein  9>— 6  +  3 V  4 + 3  sin  9 — sin*  9  )   .  .(8) 

LOst  man  (7)  nach  u  auf,  dann  findet  man,  oacbdem  men  inver 
ancb  dort  für  r,  sia  a  und  cos  a  die  Wertbc  gesetit  bnt: 

«SS  a  -f  V  eein  9  —  a  cee^*  t  eein^ , 

und  indem  man  hier  sin  r^t  aus  (8)  subetitnirt; 

«s«.a— a  eoe^  +  «V  4 + 8 ein 9 — eln"ip, 
Setit  man»  wie  aus  ^£AK.folgt: 

sin9s^       cos  9  =  i  j  a^—jfK 
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(tuD  isC: 

» 

oder: 

nwi  (9)  in  (1)  sabstitoirt  gleU  endlich: 

als  Gleicbttog  Air  deo  Zweig  APS. 

Da»  wenn  y  poeiliv  uiid>0  uod<a  iet, 

so  erliSit  man,  vrelcbee  der  l>eideo  Zeichen  T  in  (10)  man  anch 
gelten  JSsst,  fdr  ^  stete  positive  ZahlenwerChe.  Dennach  gehSren 
in  dem  Zweige  APS  an  jeder  Ordinate  jf>Onnd  <a  awei  ver- 
echiedene  Ahecicaen. 


2.  Gleichung  iür  den  Zweig  SNT. 

bt  der  Ponkt  F  (Taf.I.  Fig.S.)  der  Knrve  dadnreh  entstan- 
den, daaa  die  eich  hewegende  Linie  von  BS  nech  FZ»  mithin  der 
mttelpnnkt  too  Q  hie  E  roftgerttekt,  ao  iat  £Fs:£Zss.a»  AK 
as«  die  Abaciaee,  TX^$  die  Ordinate  den  Punkten  Y,  und 
wenn  man  £Q  =  alao  BEs^a^u  aetat,  dann  folgt;  weil  AX 
^^^AB-^BE-^EX^z^t^tt^w^  EX,  EX^x-^u^^th 
nnd  daher  Im  rechtwinkligen  ^EXTi 

(x  +  M— 3a)*  =  a»— y«, 

IUI  ihm   

df  =  3a  — tti:\^a*  —  (tl) 

Zieht  man  BZ,  CZ,  CB,  verlängert  CB  bin  elc  YZ  in  F 
trift,  bezeichnet  den  Drehungewinkel  BEZss^,  den  ^ßCZ  =si^^ 
nnd  verfährt  ganz  nach  den  oben  unter  1.  angegebenen  Grnadefttsen, 
•e  erhüt  man  die  beiden  Gleichungen: 

rein^co6(4^-f  o)  =  aöiiig)coti|i^,   ....  (12) 

ned 

__reint^-f  (g  — ii)eipg 

iMiHMÖ  ^^^^ 

von  denen  (13)  völlig  mit  (7)  fiherelnetlmmt  und  (12)  oor  darin  von 
(4)  abweicht,  dnae  hier  eo8(|^-|-o)  etalt  coa(|9-a)  steht. 
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Aus  (12)  findet  man; 

«inij^  =  ,»,(48ioy  +  6±3V^4— asiny— «in« 9) ,  .  .(14) 
aus  (13)  II  =  o  -f  y  asin^ — a  C0S9—  \  asin^,  .  .  (15) 

und  (14)  iu  (15)  bubstituirt  giebt: 

iiz=^  '^a  —  a  cos      a  V4  — 38in  9  —  sin*  9.  .  .  .  (16) 

CJm  zu  entscheiden,  welches  von  den  beiden  Zeichen  Ar  vor 
der  Wurzel  Göltigkeit  hat,  beracltsichtige  man ,  dass  der  Zweig 
SNT,  dessen  Gleichung  wir  suchen,  in  T  endigt,  nachdem  die 
bescbriebene  Linie  in  die  Lage  DT  gekommen,  also  der  Drehungs- 
Winkel  <p=W  und  ii=:-<4ö=3a  geworden  ist;  es  muss  daher  für 
jeden  Werth  von  (p  auch  i<<3a  werden,  und  dies  kann, 

weil  acos9  <  4— 3sin 9  — sin*^  ist,  nar geschehen,  wenn  vor 
der  Wnrasl  tn  (16)  das  Zeichen  —  genommen  wird.  Demnach  ist 

w  =  3a — acos9'-*aV^4— 3sin9— sin*9b  .  .  .(17) 

Setzt  man  diesen  Werth  von  «  in  (11)  und  verflibrt  im  Uebrigen 
wie  oben  unter  1.,  dann  ergiebt  sich: 

«  =:  ±2V^ä»^*+ V  44i»-.3ay  -y«  (18) 

Da,  wenn  a>y,  auch  2V* a^—y^>  V  4a«— 3a^— "p,  nnd  x  för 
den  Z\Veig  SNT  nur  positiv  sein  kann,  so  muss  in  (18)  lediglich 
das  Zeichen  -f  vur  2V  a^—y*  gelten,  und  daher  ist  die  gesuchte 
Gleichnng  des  Zweiges  SS^Ti  ^ 

a:= +2V^^^^+V4^»~^^iP3f».   .  .  .  (19) 

3.  Gleichung  für  den  Zweig  TMA. 

Der  Zweig  TMA  (Tal.  1.  1  ii;.  (Mitstcht,  wie  oben  bemerkt, 
durch  die  5;teti<;e  Bewef^unj^  des  Endjmnkts  der  beschreibenden 
Jjinio  auf  dem  Ho^en  DG  und  ihres  Mittelpunkts  von  Ä  bis  O*. 
Ist  nun  }■  ciu  Tunkt  der  Kurve  durch  den  Eintritt  der  beschrei- 
heu  den  Linie  in  die  Lage  YZ  entstanden,  so  ist  AX'=zx  die 
Abscisse,  XY  =  y  die  Ordinate  von  K,  und  wenn  man  AE=n^ 
also  i:JA'=.r  (^if  setzt,  dann  giebt  das  rechtwinklige  ^EXY^ 
in  welchem  EY  =  a: 

mithin: 

;F  =  ^M  +  ^;I2^P  (20) 


« 
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Zieht  man  BZ.  HC,  CZ,  verlängert  ZY  bis  sie  BC  in  F  trifft, 
«0  eri^eben  sirh  lür  BZ  aus  den  Dreiecken  CBZ  und  EBZ  ^enau 
dieselben  Wertlie  f^ie  oben  in  (2),  daher  auch  dieselbe  Gleichung 
wie  (12),  uod  man  erhält  nie  (14): 


^5(4sing)+6±3V^4— 38lug>— sln«g))  .  .  (21) 
Dagegen  folgt  aus  A  CFZ^  weU  ^  CFZ  s  JSO»  4.  (a  -  9)  = 

und  au5  Ck^JuB,  wo  ^'/^  =:;2a-|-u: 

(2o-f  tt)8intt 
sin(9-«)  • 

mitiÜB,  weil  ZE^u^ 

r  sin  ^  —  (2a  -f-  u)  sin  a 

»in  (9  —  o) 

»orau6  folgt: 

»sacos^— iasiii^-f  Vasio^^^^a  (22) 

Setxtraan  sin ^  aus  (21)  in  (23)»  dann  ist: 


u  =  a  cos  9  VaV  4  — Ssiny  —  sin^g?  (23) 

Dt  bitr  <p  eio  stumpfer  Winkel,  also  cos  9  uod  acos  gn  immer 
Dfgativ  ist,  so  muss,  dagiit  man  ffir  »  eine  positive  Zahl  erhalte, 
m  dtr  Wofsel  das  Zeicheo  +  gelteo,  und  daher  hat  man: 


u  —  acos  9  +      4— 3sing?— Bio*q>, 
nod  dies  giebt,  in  (20)  snbstitnirt: 


sr=i  ±2Vä*:^- V4i«-3ay-y«, 

wo  nar  das  Zeichen  4-  s^pnonuaen  werden  darf,  weil  X  eine  posi- 
tive Zahl  t>ein  muss.  Demnach  ist  die  gesuchte  Gleichung  für  den 
Zweig  TJHAi 

«s:+2V^oa^*-V4ir«-3ay-^.  .  .  .  (24) 


Stellen  wir  nanmehr  die  Gleichungen  für  die  drei  rechts  von 
ier  Ordinalen -x\chse  CD  (Taf.  I.  Fig.  I.)  liegenden  Zweige  ilPS, 
^^T  and  TMA ,  des  näheren  Vergleichs  wegen,  zusamroeo.  Wir 
laaien: 
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(10)  für  deu  Zweig  APS:   x  = +2V^^«^*+V^4<i«"4^3^~-y» 

(34)  „  „    „    rAfi<:  +2V^55::^-V^ 4««  -  d«y 

Hierausfolgt,  dass,  abgesehen  von  den  Vorzeicbciu  die  drei  ersten 
Glieder  rechter  Seits  gleich,  die  zweiten  Glieder  aber  darin  von 
einander  verschieden  sind,  dass  in  (10)  +3at/  steht,  wfihrend  an 
derselben  Stelle  in  (10)  und  (24) -—3af/ erscheint.  Diese  Verschie- 
denheit verschwindet  indess,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 
und  (24)  Gleichungen  für  die  unterhalb  der  Abscissen  -  AcKse 
liegenden  Zweio:c  sind,  dass  mithin  die  Ordinatei]  ?/  dieser  Zweige, 
im  Gegensatze  zu  den  Ordinaten  des  oberhalb  der  Abscissen- 
Achse  liegenden  Zweigs  APS  negativ  genommen  werden  müssen. 
Thut  man  dies,  zählt  man  also  die  positiven  Ordinaten  auf  der 
Achse  CD  von  A  iia(  h  D,  die  negativen  von  A  nach  C,  dann 
fassen  sicli  die  vorstehenden  drei  Gleichungen  in  die  für  alle  drei 
Zweige  allgemein  gQUige 

zusammen.  Auch  sind  In  dieser  Gleichung  die  drei  Zweige  linlu 
von  CD  enthalten,  wenn  man  dae  au«  den  verschiedenen  mvglicbeo 
Wertben  für  Ary  sich  ergebende  positive  Resultat  für  :r,  negativ 
nimmt  und  dasselbe  auf  der  Abscissen -Achse  von  A  links  nach  S 
aaflrSgt. 

# 

Demnach  ist  die  Gleicliung  für  die  gesamrate,  durch  die  Um- 
drehung der  AB  entstandene  Kurve: 

±4?  =  :F2 V'Strp  i  V  du* + 3«^^ -y«.  .  .  .  (25) 
Setst  man  in  (25)3fsO,  dann  erbllt  man: 

und  hieraus  folgt  x  =  ü,  oder  -f^^sda  und  — :r  =  4«,  d.  h«  die 
Kurve  schneidet  die  Abscissen -Achse  In  dreien  Punkten  und  zwar 
ra  -Anfangspunkt  A,  in  dem  rechts  davon  gelegenen  Punlit  S, 
so  dass  AS  =  ia^  und  In  dem  links  von  A  gelegenen  Punkt  Sf, 
so  dass  ebenfalls  AS''ssia* 

Für+y  =  a  giebt  (25)  x  =  ±a.2,44..., 
„  — y  =  a    „         a;  s  0; 

die  Kurve  hat  also  in  jedem  der  heldeo  oberhalb  der  Abscissen* 
^chse  llegendeu  Zweige  eine  Ordinate  -1-^  =  0,  welche  su  der 
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Abflcisse x  =  j:a. 0,244....  gehOrt,  niithinlin  dein  aDgeMran  Ab- 
<t»d  von  la  rechts  und  links  von  der  Ordinalen- Acbse  liegt. 

drei  «oteren  Zweige  der  Kurve^dagegcn  baben  nnr  eine  ein- 
zige gern  ein  seh  nftUche  Ordinate  —  y  =  a»  welcbe  durcb  diese 
Zweige  auf  der  Ordinafen>Aebse  als  AT^^a  abgapchnitten  wird. 

Die  Gleichung  (25)  giebt  nun  ferner  für  jeden  positiven  und 
negatiren  Werth  von  yNO  und  <a  zwei  positive  und  zwei  nega- 
tive Werthe  für  ac.   Man  erhält  z.  B. : 

fir -tjfsa.OJ,  «8i:a.4»06U....   und  «ssJ:a. 0/1813..... 

n  — f=«.0,l,  :r SS iro. 3^9108   arsJ:o.0,069 

^  3r=ia. 4,0949....     „   a:  =  i  «  0,1739.... 

„  -y  =  a.0.2,  jr  =  ±fl.  3,7925....  „  »ssJba.  0,1265  ...J 
^  +y=a.0,5,  a:  =  ±a.  4,0232...  „  ar=:J:a. 0,6592..... 
„  ^ys40,5,  «»Ua.  3,232  ....  „  d;  »±a. 0,232]  ....^ 
„  4y=a.03,  a?=±«.3,6     ....    „    df=:j.a.K2  .... 

— y=a.0,8,   a-=±a. 2,17979....    „    o;  =      .0;22121. .. .> 
„  4^^=a.0,9,    ar=±a. 3,29868....    „   «=ia.  1,55512 ....  ^ 
„  ~y=;:a.O,d,  a;=:i:a. 1,57178....        «=±0, 0,17178....^ 

Ans  dieser  Uebersicbt  gebt  hervor,  dass,  vv'ie  wir  aucli  schon 
obei  bemerkten,  jeder  der  beiden  oberen  Zweige  der  gegebe- 
oeo  KorTC  (Taf.I.  Fig.  1.)  zwei  gleiche  rechts  nnd  links  von  PW 
und  P'W  liegende  Ordinnten  hat  Da  tu  denselben  indess  ver- 
schiedene Abscissen  ±s?  geboren,  so  sind  die  beiden  Theile,  in 
welcbe  die  Zweige  durch  PW  nnd  P'W  getheilt  werden,  nicht 
gleich  inä«»8ig  zur  Abscissen -Achse  gestellt  und  daher  von  ver- 
»cbledener  Grfisse  und  Gestalt.  Einige  Abscissen  für  die  Thütle 
PS  uod  PS'  fallen,  weil  ±:r>4a  werden  kann,  ausserhalb  der 
Kurreofläche,  so  dass  die  Knrren  die  Abscissen  •  Achse  in  >S  und 
Sf  erst  schneiden,  nachdem  sie  eine  rflcklfinfige  Richtung  ange- 
nommen haben.  Will  man  die  Punkte,  wo  diese  Richtung  beginnt, 
bestimmen,  dann  ist  nur  nothig  in  Gleichung  (10): 

«  Ä  -  2  VP^*+  V^4i?+3ay-y« 

den  Werth  für  y  zu  ermitteln,  damit  derselbe  ein  Maximum  dir  x 
gebe.  Man  findet,  wenn  man  nach  den  bekannten  Regeln  verf&brt, 
asaihernd  3^  =  a. 0/2658....  und  hieraus  J:ar=  a. 4 J 027.... 

Was  die  beiden  unteren  Zweige  ST  und  S'T  der  Kurve 
betrifft,  so  entfernen  sich  dieselben  anfönglich  sehr  schnell  von 
der  Abscissen -Achse:  denn  für  =  a.2,l7  ist  die  Ordinate  — y 
Wteits  auf  a.Q3  gewachsen,  Die  letate  HMfte  der  Züge  weicht 
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daher  nicht  erheblich  von  der  parallelen  RIchtang  mit  der  Abseia» 
aen-Acbae  ab. 

FQr  die  unteren  Zweige  TMA  und  TAI^i  machen  wir  aus  • 
den  oben  berechneten  Zahleowerthen  die  Wahrnehmung,  daaa  mit 
dem  Wachaen  der  Ordinaten  anfänglich  auch  ein  Wachsen  der 
Abscissen  verbunden  ist,  dass  aber  demnächst  pl5tslich  ein  um« 
gekehrtes  Verhältniss  eintritt,  indem  mit  dem  ferneren  Wachsen 
der  Ordinaten  eine  Abnahme  der  Al)^(cisscn  erfolgt.  W&hrend 
nfimiirb  die  Ordinaten  — y  von  0  bis  wachsen»  wachaeo 

auch  die  Abscissen  -^x  von  0  bis  <i.0,23;  dagegen  gehQren  zu 
der  Ordinate  — jfs=ii.0*8  die  Abscissen  4: .7- =:  a .  0,22  u.  s.  w.; 
es  erreichen  also  die  Zweige  TMA  und  TM'A  zwischen  den  Or« 
dinaten  a.0,5  und  a.O,S  den  grSasten  Abstand  von  der  Ordinaten- 
Achse,  oder  diejenigen  Punkte»  von  ^vo  ab  die  Kurven  sieb  der 
Ordinaten- Achse  frieder  zuwenden,  üni  diese  Punkte  genau  zu 
bestimmen,  suche  man  für  die  Gleichung  (24) 

den  Werth  von  jy,  welcher  x  zu  einem  Maximum  macht  Man 
findet  ^  =  0.0,633....  und  xas  a. 0,2443... .;  die  Koordinaten  der 
Wendepunkte  der  Zweige  TMA  und  TM'AbM  also  —y=a.  0,633 
und  i:d;c=a. 0,2443. 

Die  geauchte  Gleichung  für  die  Kurve  (25)  ist  abweichend 
7on  der  gewöhnlichen  Form  nicht  für  die  Ordinaten  4:^,  sondern 
för  die  Abscissen  At^x  bestimmt  worden,  um  höhere  Gleichungen 
zu  vermeiden.  Legt  man  indess  hierauf  kein  Gewicht,  dann  kann 
man  selbstredend  zu  jeder  gegebenen  Abscisne  ^x  die  zugehörige 
Ordinate  finden,  wenn  man  (25)  nach  y  auflöst,  wie  folgendes  Bei- 
spiel  zeigt.  Gesetzt  es  soll  die  zu  4:^  =  4«  gehörige  Ordinate, 
aUo  8U  (Taf.  1.  Fig.  1.)  bestimmt  werden,  ao  liat  man  annichat 

4o=2V^a«~^*  +  V^4^3ay^«, 
und  wenn  man  die  Wurzeln  wegschafft» 

woraus  folgt;  y  — 

und  zugleich  die  kubische  Gleichung: 

+  \%ay^  4-  mah/ — 96o»  =  0. 

Diese  giebt  aaaXhemd  y  =  «.0»5301....  UDd  maii  hat  daher: 
au  -^x-s^ia  gehürt  die  Ordinate    ysO,  und 

die  Ordinate  +^=:a  0,5301 . . . .  t=  5//=  SU\ 
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II.  Aufgabe. 


Bebftll  man  die  gegebenen  Stücke  wie  in  der  I.  Aufi^abe  bei, 
setst  dagegen  fest,  dass  die  Bewegung  der  J /?(Taf.  I.  Fig.  4.) 
dergestalt  erfotce.  «lass  der  eine  Endpunkt  B  auf  dem  Umfang 
des  getriebenen  Kreises,  der  andere  Endpunkt  A  gleichzeitic:  in  der 
Linie  Clf  fortrückt«  alsdann  beschreibt  der  Mittelponkt  O  durch 
j^oe  BewflgQDg  der  AB  eine  Kurve»  deren  Gleichung  gesucht  wird. 


Begännt  die  Bewegung  der  AB  eo,  das»  der  Punkt  B  auf 
dem  Bogen  BD^  der  Pnnkt  A  also  aafwfirte  in  AH  fortrückt, 
dann  gelangt,  wenn  B  nach  D  gekommen,  A  nach  H  und  O  nach 
Q,  wo  DQ=QB=za  ist,  und  der  Mittelpunkt  O  bat  wahrend 
dieser  Bewegung  den  Zaeig  O  FIT  beschrieben.  Rückt  Bauf  dem 
Bogen  DJ  welter»  so  geht  gleichzeitig  A  von  H  auf  der  AB  wie- 
der anriick»  und  wenn  B  nach  J  gekommen,  fallt  A  in  seine  ur» 
sprfingliche  Lage,  und  der  Mittelpunkt  bat  den  Zvreig  QY'O'  he- 
schrieben.  Der  Punkt  B  kann  jetzt,  weil  A  in  CB  hleihen  muas» 
dem  Umfang  des  Kreisen  nicht  weiter  abwSrts  folgen;  er  niuss 
fielmebr  den  bis  jetzt  zurückgelegten  Weg  auf  dem  Bogen  JDB 
ahcrmnis  durchlaufen,  während  J  in  der  Hichtnng  von  A  nach  r  fort- 
rückt. Kommt  B  zum  zireitenmal  nach  Z>,  dann  bat  der  Mittel- 
punkt O  den  Zweig  0'K*A,  und  u-enn  ^wieder  in  seine anftng» 
liehe  Lage  aurückkehrt,  den  Zweig  A&O  besehriehen. 

xVus  dieser  Art  der  I.utj^tehun^  der  Kur  ve,  deren  (ileicbung  wir 
«-  irliti».  geht  hervor,  dass  die  Zweige  OyQund  Q'  y'0\und  auch  die 
Zweige  (yK'A  und  AKO  einander  cileich  sind,  vveshalh  wir  hier 
ganz  wie  bei  der  1.  Aufgabe  vcrlahteii  und  zunächst  die  Gleichun- 
gen für  jeden  der  Zweite  Ol'Q  und  AKO  bestimmen,  wobei  »vir 
Jli  hl  il  CH  als  Kuortlinulen- Achsen  und  A  als  den  Anfangs- 
punkt auucbiuen. 

1.   Gleichung  für  den  Zweig  Ol'Q* 

Ist  der  Pnnkt  7  der  Kurve  entstanden,  indem  AB  in  die  Lage 
F£  gekommen,  dann  Ist  FY-^  TB^a,  und  wenn  man  von  Fdie 
Senkrechte  YX  auf  AB  fkllt,  so  hat  man  AX^^  nis  Absdsse, 
XY^$  als  Oidinnfe  von  F.   Man  siehe  YG^^AB,  setae  AF 

dadurch  wird  FCrssti— y  und  das  rechtwinklige  ^FCrFgieht: 


Auflösung. 
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Da  aber  »eiu muss,  «o kano  vor  der  Wursel  uur  da« Zeichen 

— gelten;  man  hat  daher: 

y«u— V^^^.  (1) 

Verbindet  man  E  mit  Z>  und  C  und  setzt  ^AFE  ^  q>,  ^ACE 
=  t^,  CD=  CE  =  r,  dann  ist  im  CiCDE,  weil  ^COE  = 

I*  sin 

und  im  ^DEF,  wo  ^FDE=i9Q°i^^Hn 

DE :2a  =  am 9 : cos ktlf,  also  DE=z^^^^-^, 

■  ^  eoa  i  ^ 

Die  beiden  Werthe  von  DE  gleich  g^^^^tzt,  giebt ; 

ralo^  =  2o5io9, 

oder,  indem  man  r  =  |a  einrührt: 

«in  ^  SS  ^  ein  9  (2) 

Ferner  folgt  aus  /^CEF: 

CF:8o=dD(»+*)i.ii.».  «Im  CP«^«^'.''^/^^ 
und  da  auch  CFsCil-|-ilFa|a-|.tt,  ao  iat: 

Mittels  der  Gleichnogen  (2)  und  (3)  iSaat  sieh  noo  it  duicb  x 
und  «  auadHielcen ;  deno  iodem  man  in  (3)  sin  (cp  -f  ^)  auflOat» 
erhält  man: 

tt=: ->4a-f  2a8in97cotgV'  +  2acoa9  .  .  .  .  (4) 
und  da  aus  (2),  weil 

cos^  =:  -fVl-H = i  V25-~16siD«9, 

mithin  eotg  — -   _^  ^  ^^^^  ^j^^ 

Werth  von  cotg     In  (4)  subatituirt, 

« 2=      o  +  |V26— 16810*9  +  2«cos  9, 


f 
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j  1   

»»n  9  =         co«y=-Va*— jr«  aetxt,  daoo  erbält  niao: 

«s=— io  +  4V2»tt*-Jö^-i.2Va»~««    .  .  .(5) 
Sobatttairt  man  (6)  io  (1)»  so  Ist 

die  gesuchte  Gleichuog  für  den  Zweig  OFQ. 

2.  Gleich  II  Dfi;  für  d«D  Zweig  illTO« 

Sei  F  (Taf.  I.  Fig.  5.)  ein  Punkt  der  Kurve,  dadurch  entstao- 
den»  dass  die  beschreibende  Linie  hei  ihrer  Bewegung  aus  DQ' 
io  die  Lage  F F£  gekommen,  dass  also  FF=:  F£  =  a,  so  iBi  AÄ 
=rardie  Alisci<«se,  AFr=:y  die  Orditiate  des  Punktes  F.  Zieht  man 
aus  Fdie  YG^ABt  verbindet  E  mit  i>  und  C  und  setzt  ^F  =  u, 
also  AG —  u — und  ^DFE  =  qp,  ^DCE=^^,  dann  findet  man, 
i»ei  gleichem  Verfahren  wie  oben  unter  L,  aus  ^FGYi 

y         Va«—  <7) 

aas  AI>C£  und  J^/>i;F: 

•int|;  =|aitt9,  (B) 

au«  A  C^'F: 

siov  ' 

aad  weil  CFb  Cil  -  ilF=  |a— «.  ae  iat: 


.   2a  sin  (y  — 


Die  GieicboDgen  (7)  and  (8)  aind  fibereinaUmmend  mit  (1) 
aad  (8);  nw  (9)  weicht  blnalcbtllcb  der  Zeichen  Ten  ab.  Be* 
handelt  auin  0^  wie  (3)»  ae  erhilt  man: 

K  =  ia— 2asin9  cotg^-f-2a  cos  97. 

oder:     

« s=  io-4V  2Öa«  -  l&r«  +  2V  a*-««,  .  .  .(10) 

le  daaa»  wenn  man  (IQ)  In  (t)  anhalitairt: 

y  8|a-iV:ISe*— V^^»^^  ....  (11) 
4ie  ferUngte  Gleichaog  für  den  Zweig  AKO  ist. 


t 
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Vergleichen  wir  die  für  die  Zweige  OY'Q  und  AKO  erbai- 
teuen  Gleichungen»  nämlich: 

(6)        ^  =  -5a  +  iV25a«— lftr*+yi««— 

und  (11)       y  =  +  |a— iV^25^=lS?+ 

so  unterschcitien  .^ich  dieselhci)  ntir  dadurch ,  dass  die  beiden 
ersten  Glieder  rechter  Scits  cntgegeniiesetztc  Vorzeichen  haben. 
Enväßt  luan  aber,  dass  man  die  unterliulb  der  Absclsseu- Ach*e 
liegenden  ()r<lit)at(M) ,  in»  Gegensatz  zu  den  oberhalb  liegenden, 
durch  acgatlv  e  Zahlen  ausdruckt,  dass  mithin  die  zweite  der  obigen 
Gleichungen  gemeinhin  in  der  Form 

gewünscht  wird,  dann  sind  die  Gleichungen  fflr  die  oberhalb 
und  unterhalb  der  Aixcissen  -  Achse  Heißenden  Zweige  der  Kur?« 

«or  in  den  Zeichen  vor  dem  Gliede  V — Of*  von  einander  v«r» 
schieden,  und  da  sich  die  GleicbDDgeo  auch  nicht  lindern,  man 
mag  X  positiv  oder  negativ  nehmen,  90  erhftit  man  aU  allgemeiae 
Gleichung  fflr  die  gegebene  Knrve: 

±y  =  ±>f  a«— j;«+iV  -iSa*  -  lOar*— Ja,  .  .  .(12) 

welche  man,  der  bequemeren  RecbAung  wegen,  auch  ao  ecbreiben 
kann; 

±y  =r  iV"  {a^x){a—x)  +  0,5  V  (5a  +  4x)~(5«  —  4j:)  -  i,Jü. 

I 

Die  Gleiehung  (12)  seigt  dasa*  wenn  j;>0  nn^d  j;<a  iat,  an 
gleichen  entgegengeaetafen  Abaeisaen  -^x  gleiche  Ordinafen  ge* 
boren,  ae  daaa  die  beiden  poaitWeD  Ordinaten,  welche  zu  db' 
gehören,  unter  sich,  und  die  beiden  negativen  Ordinaten,  welche 
zu  Jfor  geboren,  ebenfalls  unter  aich  gleich  sind.  Die  Kurve  be- 
steht daher,  wie  wir  bereits  aus  der  Art  der  Entstehung  schlössen, 
aua  zwei  völlig  gleichen  Zweigen,  in  welche  nie  durch  die  Ordi- 
nalen* Achae  getheiit  wird. 

Um  die  Gestalt  der  Kurve  und  ihrer  Zweige  näher  kennen  zu 
lernen,  folgt  hier  die  lierechuung  einiger  Punkte  derselben. 

Man  findet  ans  Gleichung  (12): 

Färia:=0,  \-y  =  ^a         und  — y  =  0 

„i:Ä=«.0,l.        +y  =  a.l,y86     „  —iy=o. 01)03 
„dta?  =0.0.2,        +y=«.l,W7  ^ 
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Firi:«  =  a.O,^,  ^y  =  üA,m  und so. 0.019 

„  ^:r  =  ««0>5,  -fy=a. 1,657  »  — 3f =«.0,075 

,p  ±ar«a.0,75,  -fy^ü.Uei  „  -ysa.OJOl 

„±.T  =  fl.0,8,  fy  =  «f. 1,021  „  ~^  =  a. 0,179 

„  i.r=  a.O,vS()Gyi.  +^  =  0.1,000  „  =0.0.181 

„£;t=o.0,9,  +y  =  <i. 0,671  „  — y  =  c .  0,2üüliy 

„±x=fl.0,93,  +y  =  a.0,437  „'-^  =  a.0ja7 

„  ±x  =  «.0,99,  +  ^  =  «•0,167  =  «  .  0,115 

„  :|.jr»«.l,00>       4ys=*0  — ysO. 

Man  ersieht  hieraus,  <lass  d"u'  uegebeiie Kurv  e  (Taf.l.Fig.  4.)durcli 
den  Anfancr-ipunkt  A  der  Koordinaten  !>cht,  die  Achse  der  -f-  y  in 
4^  so  schneidet,  das<  AQ  z=:'ln^  und  die  Achse  der  x  io  O  und  O' 
84»,  da»8  -f  j:  =  AO  =a  uad  — AO'^a  ist 

Ferner  folgt,  dass  mit  dem  Wacbseo  der  Abscissen  von 
0  bi«  «  die  positiven  Ordinaten  4*  tß  ^  ^  0  aboebmen,  wäh- 
rend nmgekebrt  die  negativen  Ordinaten  — y  auerat  mit  den  Ab- 
•ciMen  von  0  an  wachsen,  demnScbat  aber  scbnell  wieder  bis  0 
fallen. 

Die  A^Kinbrnc  <irr  positiven  Ordinaten  f?/  erfolgt  An- 
ianirs  sehr  allinahlig  und  betrh'ijt  von  ;r  =  0his  {^x^^lo  noch 
nicht  \i,a.  Von  hier  an  geht  di'>  Alinahme  schneller  vor  sich,  in- 
dem   i«.;e    Krhor»    hei  ix  =4"    i'1\v\s   mehr   als  \a  ,  her  4;X 

. 0.'^O')' '  I  iienau  =a  hetr.'iiit.  Je  mehr  .-sich  die  Ahscissen  dem 
Werthe  u  nahern,  desto  schriellcr  crfoli;t  die  Ahnalmie  der  Ordi- 
nalen. wcshaU)  der  oberhalb  der  Ah<icissen- Achse  lieirende 
Zvvei<4  der  Kurve  in  seinem  letzten  Theil  sehr  steil  zu  dieser 
Achse  abfällt. 

Die  negativen  Ordinaten  wachsen  von  0  anfangend 
iosserst  langsam,  da  ihre  Grosse  ßlr  -^x  noch  nicht  to«  betrigt. 
Zwischen  Jbjr=^0,9.«  und  db'^0,96.«  erreichen  sie  ihr  Maximum; 
denn  flir  die  letalere  Abscisse  ist  die  Ordinate  wieder  auf  0,187.« 
gelaUen  und  die  weitere  Abnahme  erfolgt  schnell  von  0^187.« 
his  Ol  Um  eine  genaue  Vorstellung  von  der  Gestalt  des  unter- 
halb der  Abscissen- Achse  liegenden  Zweites  der  Kurve  s«  er- 
haites,  muss  man  die  Punkte  bestimmen,  wo  die  negativen  Ab* 
scissen  ihr  Maximum  erreichen.  Zu  dem  Ende  ist  au  ermitteln, 
welcher  Werth  von  x  die  Gteicbusg  (11): 

Mextauim  ftr  y  macht  Mao  indet  als  solchen  Werth 
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ge      Vl3=a.0»90138 . . . uod  weDu  man  diesen  in  die  Gleichnog 

letst:  ^  =  a.<k90I01....  Die  negativen  Ordinaten  eind  mithin  in 
den  Punkten  arngfOeeesten»  welche  dieKoordinaten  J:dp.=5a.0^901S8 
und  ^y=:=  a.0,90101  haheo. 

Demnach  ISuft  der  Zwei^  der  unterhalb  der  Abscissen  -  Achse 
liegenden  Kurve  von  ^  ( i  at.l.  Fig,  4.)  aus  rechts  und  links  zunächst  in 
einem  sehr  geringen  und  ganz  allmähllg  zunehmenden  Abstand 
längs  dieser  Achse  hin,  erreicht  in  der  Entfernung  von  +^=1^0« 
seinen  grüssten  Abstand  — ^=  i^a  von  der  Achse  and  f^üt  daoo 
•teil  gegen  dieselbe  ab. 


vu. 

lieber  eine  geometrische  Aufgabe. 

Herl  II  Oberst  von  Dewall^ 

ftweiteni  Bevoüniächtigten  bei  der  Hundes -Bliliteir«Commi«tion  in 

Franlcfart  a»  üf. 


In  den  von  Job.  Rogner  bearbeiteten  m Materialien  snm 
Gebrauch  bei  und  naeb  dem  Unterricht  in  der  höheren 
'  AnalyaU,  Grata  1863*'  6ndet  alch  Seite  55  anter  Nr.  6S7  die 
folgende 

Aufgabe. 

fn  den»  Durchmesser  AB  eines  Halbkreises  (Taf,  \\.  Fip.  1.), 
dessen  Mittelpunkt  Cist,  ist  ein  Punkt  Pgegeben;  man  soll  in  AB. 
zwischen /4  und  P, einen  solchen  Punkt  Q bestimmen,  daaa,  wenn  man 
von  Q  aus  mit  QP  in  der  Fläche  des  t^e^ebenen  Halbkreises  einen 
neuen  Halbkreis  tteschreibt  und  an  diesen  voo  A  aus  eine  Tan- 
gente AH  zieht,  das  Segment  GU  derselben»  welches  zwischen 
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BtrlilifinigspuDkt  G  nod  dem  ^mfang  des  gegebenen  Halb* 
Mms  liegt,  gleieh  dem  Segmeot  PB  ist" 

Die  algabraiecb  e  Auriusnog  dieser  Aufgabe  ist  Seite  306. 
I.  r.  angegeben ;  da  iodess  die  geometrische  Aufldsong  eben- 
falls  nicht  ohne  Interesse  ist,  so  geben  wir  dieselbe  im  Nach* 
stehenden,  indem  wir  ihr  lugleich  die  tTsiere  des  VergleicliB 
wffsa  and  unter  Beiffignog  eioiger  Bemerkungen  folgen  Jamn. 

« 

I*  de^Bietriflclie  Auf  iösims« 

Ertichto  ia  den  gegebeneo  Ponkten  Cond  Pdie  Senkreebten 
CO  nod  PD  auf  AB^  aiehe  aus  O  die  OE^ABt  beaehrelbe 
ais  O  siit  OE  einen  Kreit,  xlebe  an  diesen  von  A  ane  die  Tan* 
genta  AF  nnd  verlingere  sie,  bie  nie  die  Senkrechte  PD  ia  Ü 
■cbneidet  Verbindet  man  nun  B  mit  O  «nd  Terllingert  DO9  ae 
aebneidet  die  Verlingemng  die  AB  in  dem  geaachten  Ponkt  Q, 

Hervels.  Beschreibt  man  aus  Q  mit  QP  in  der  Fläche  des 
pecebenen  Halbkreises  den  Halbkreis  SGP,  so  muss  heuiesen 
iieriieri,  dass  derselbe  die  AD  in  der  von  der  Aufgabe  verlangten 
Art  berührt.  Zu  dein  Ende  falle  man  von  Q  .luf  AD  die  Senk- 
rechte QG  und  vcrhiiuie  den  Berührungspunkt  F  der  Tangente 
AF  mit  dem  Mittolpunkt  O;  alsdann  ist  in  den  Dreiecken  OFD 
und  OKD:  OF=OE.  0D=^  OD  und  ^OFD  =  ^OED=W, 
mithin  j\OFD^  \()J:D  und  daher  ^ÜDF  ^ODE,  d.  h. 
DQ  balbirt  den  ^ADP.  Dien  führt  in  Verbindung  mit  Z.QGD 
^  ^QPD  =  ii)  lind  DQ=iDQ  riu( \QGD^  XQPD,  woraus 
M^tQG=QP,  und  deshalb  geht  der  aus  Q  mit  f^/^  beschriebene 
Halbkreis  durch  den  Punkt  G,  folglich  ist  GH,  mithin  auch  AU 
eine  Tangente  an  diesen  Kreis. 

Um  nun,  wie  fiimer  erforderlich  ist,  den  Nachweis  zu  flBbren, 
dass  GH=  Pß,  ee  Terbinde  man  B  mit  dem  Punkt  B,  wo  AD 
den  Umfang  des  gegebenen  Halbkreises  aebneidet,  mache  Pdf 
r=  PB  und  siehe  JiC»  dann  beriihrt  JK  den  um  O  beschriebenen 
Kreis.  Denn,  angenommen  ea  berOhre  JK  (Taf.  II.  Fig.  2.)  den 
Kreis  nickt,  ee  mnaa  nie  entweder  ganz  ausserhalb  deaeelben 
liegen,  oder  sie  muss  ihn  schneiden.  Genetzt  JK  läge  ausser^ 
halb  des  Kreises,  dann  ziehe  man  aus  £,  wo  der  Kreis  um  O  die 
OC  trifft.  LM#AH^OE,  so  ist  EIIi=:OL=OEi  da  aber 
PE—CO  —  CB  und  nach  der  Konstruktion  PK=zPB  ist,  ee 
folgt:  PE  —  PM=^CB—Pß,  d.  i.  EK=,CP=  OE  =  EJV,  waa 
nicht  rongHch  ist.  Daher  bann  JfC  nicht  ausserhalb  des  Kreises 
am  O  Hegen,   fibenao  zeigt  man,  dass  JK  den  Kreis  nicht  wie 
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JK!  schneiden  kann,  mitbin  bleibt  nur  übrig,  dass  den  Kriis 
berührt,  also  mit  LM  zasammen  fiUU  und  zugleich  senkrecht  aaf 
/>P(Xaf.lL  Fig.  1.)  steht 

Man  bat  nun  ^AUB  —  W,  als  Winkel  im  Halbkreis,  mithin 
anch  ^JHD  =  ^  JKD,  nnd  weil,  wie  oben  gezeigt,  Z,JDB 
r=  Z  JDK  und  JD  =  JD,  so  ist: 

i^JUD^C^JKD,  also  1.,  JUD=KD. 

Wir  fanden  oben  ^QGD^^QPD,  daher  ist  .  2.,  GD^PD 

Aus  2.  u,  3.  ergiebt  sich ;  GD-^FD^PD-'ED.d/u  4.,  GF^PE 
1.  „3.  HD-FD-=KD-ED,  „  „  5.,  HF  =  KE, 

„  4  „6.    „       „    GF^UF=PE^KL,  „  „  6..  GÜ=:PKi 

da  aber  PK=PB  gemaeht  worden,  so  folgt,  dass  anch  GH=  PB, 
d.  h.  dass  die  Tangente  Afi  die  von  der  Aufgabe  geforderte 
Eigenschaft  hat. 

Anmerkung  1«  Aus  der  ▼erstehenden  Auf lOsung  geht  her- 
vor, dass  sich  der  gesuchte  Plinkt  Q  nur  dann  bestimmen  lis«t, 
wenn  sich  die  beiden  Linien  AB  und  PD  (Taf.  IL  Fig.  1.) 
schneiden,  d.  h.  also,  wenn  ^BAD  spits  ist.  Es  wird  aber 
^BAD^Wt  mithin  ^/>#P/>,  und  also  Q  unbestimmbar,  wenn 
der  Halbmesser  des  Kreises  um  O  gleich  ist  dem  Halbmesser 
des  gegebenen  Halbkreises,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  der  Punkt 
P  m  B,  dem  Endpunkt  des  Durchmessers  AB  liegt  Demnach 
ist  die  Auflösung  der  Aufgabe  unmuglicb,  wenn  Pin  einem  der 
Endpunkte  des  Durchmessers  AB  gegelien  ist 

Anmerkung  2.  Liegt  P  in  dem  Mittelpunkt  des  Durch* 
messers,  tailt  also  P  mit  C  zusammen  (Taf.  II.  Fig.  3.),  so  vet' 
schwindet  der  Halbmesser  des  Kreises  um  O,  mithin  der  Kreis 
selbst,  und  die  Tangente,  %ve!che  wir  von  A  aus  an  den  Kreis 
am  O  zogen,  tvird  jetzt  die  Linie  AO.  Daher  bestimmt  steh  in 
diesem  Fall  der  gesuchte  Punkt  Q  durch  Halbirnns:  des  ^AOP 
mittels  der  OQ;  denn  beschreiht  man  aus  Q  mit  QP  einen  Halb- 
kreis und  fSlIt  von  Q  die  Senkrechte  QG  auf  AO,  so  geht  aus 
der  Kongruenz  der  Dreiecke  QGO  und  QPO  sofort  hervor:  QG 
^  QP  und  GO^OP^PB,  d  h.  AO  ist  Tangente  an  den  Kreis 
um  Q  und  das  iSegment  GO  hat  die  gelorderte  Grösse. 

Anmerkung  3.  Liegt  der  Punkt  Pswischen  Cund  A  (Taf.  II. 
Fig.  4.),  oder  mit  anderen  Worten,  soll  das  Segment  der  auxiehen, 
den  Tangente  grSsser  als  der  Halbmesser  des  gegebenen  Halb- 
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knwes  werden,  «o  komtrairt  man  gans  ebeoso,  vria  oben  ange* 
geben;  nor  mm  man  in  diesem  Fall  diejenige  der  beiden  Tan- 
gtnlen,  weiche  aicb  von  A  aus  an  den  Kreis  um  O  sieben  lassen, 
wiblen,  die  zwischen  diesem  Kreise  und  dem  Durchmesser  AB. 
Regt»  wie  ans  Taf.  II.  Fig.  4.  näher  su  ersehen  ist 

Ver- leicht  man  die  Fii»iiren  Taf.  fl.  1,  3  !inH  4,  so  ersieht  sieb, 
das«,  nenn  P  zwischen  B  und  C  liegt,  die  äussere  der  brideii 
Ton  A  an  den  Kreis  um  Ü  ^^ehonden  Tangenten,  wenn  dagegen 
/'/wischen  C  und  A  liegt,  die  innere  der  beiden  Taniientet)  zur 
weiteren  Ausführung  der  Konstruktion  genommen  u erden  innss; 
während,  wenn  P  in  C  Ii«  ut.  die  Stelle  der  laogente  durch  AO 
(Taf.  IL  Fig.  3.)  vertreten  w  trd. 

Anmericnng  4.  Da  nun  ans  den  Torsteheoden  ErSrteruugen 
berrorgeht,  dass  die  Konstructton  allemal  aosfllhrbar  ist,  wo  auch 
P  swischen  A  und  B  liegen  mag,  so  ist  man  mit  Bezog  auf  An* 
merkongl.su  dem  Schlüsse  berechtigt,  dass  die  Anflflsoog  unserer 
Aufgabe  nur  In  dem  Einen  Fall  unmüglicb  Ist,  wenn  P  in 
einem  der  Endpunkte  des  Durchmessers  liegt.  Es  Hess  sich  dies 
Resultat  auch  schon  aus  dem  Gründe  erwarten,  weil  die  von  A 
aus  su  siehende  Tangente  zugleich  Sehne  des  gegebenen  Halb- 
belses  sein  muss,  und  daher  ein  Segment  derselben  nicht  gleich 
dem  Durchmesser  dieses  Halbkreises  sein  kann. 

Anmerkung  5.  Fällt  man  (Taf.  II,  Fig.  1.)  von  O  auf  IIB 
die  Senkrechte  OU  .  so  ergieht  sich  aus  der  Kongruenz  der  Drei- 
eck. OLJ  und  ORJ  ncch  OR^  OL,  d.h.  die  Linie  BiJ  berührt 
den  Kreis  um  O.    Man  kann  daher  folgenden  Lehrsatz  hin8tellen: 

„Frri(  litct  in  in  in  dem  .Mittelpunkte  C  eines  Kreises  auf 
einem  I  )ur<  lnuesser  einen  senkrorhten  Halbmesser  CO, 
beschreilit  aii<?  O  mit  einem  beliel)igeB  Halbmesser  OL 
<  CO  üiiifMi  Kreis,  zieht  von  dem  einen  Endpunkt  A  des 
llurehniessers  AR  eine  Tangen^*  AF  an  di»  ^en  Kreis 
und  verbindet  den  Punkt  //,  wo  d\v  T  iriLTcnii  den  l'ni- 
fang  des  gegebenen  Kreises  sehneidet,  mit  dem  anderen 
Endpunkt  ß  des  Durchmessers,  so  ist  auch  diese  Ver- 
bindungslinie BH  eine  Tangente  an  den  um  O  beschrie- 
benen Kreiif*" 

II«  Alpetoateete  A«fl#eiiBir. 

(ieselzt  CS  sei  (Taf.  U.  Fig.,').)  der  gegebene  Punkt  in  dem 
Durchmes-^er  AB  dos  geuehrnen  Halbkreises  AHB.  Q  sei  der 
gesuchte  Mittelpunkt  de«  Halbkreises  SGP,  ao  welchen  letzteren 

6* 
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•Ine  Tangente  AGB  so  gezogen  worden,  das«  GßssiPB. '  Vc^ 
bindet  men  Q  mit  dem  BerSbrengspnnItt  G  and  H  mit  B,  und 
eetit^  da  die  AttflSenog  der  Aufgabe  lediglicb  davon  abbSngt;  QP 
in  beeümmen,  QP=  QGs=zx,  wSbrend  man  die  gegebenen  Stildia 
PB^GBtsa  und  PA^b  annimmt»  aneb  noch  die  BOlfsgruase 
AG^jß  eiflfiihrt;  eo  Icommt  en  nun  nur  auf  die  Büdoog  sweier 
Ten  einander  nnabblngiger  Gleicbnngen  swisehen  x,  y,  a  nnd  h 
und  demnicbet  aoT  die  Entwickelung  des  Wertben  von  ao. 
Diese  Gleicbungeo  ergeben  elcb,  wie  folgt: 

Da  AG  den  Kreie  SGP  berabrt,  eo  iat  APiAG^AGiAS 
nnd,  well  QG^j^BB^  eo  bat  man  AGiGBtsstAQiQß. 

Setzt  xnao  für  die  Glieder  dieser  Gleicbungeo  die  Wertbeb 
nimüeb: 

AS^AP-^PSssb^^,  AQ^AP'-PQssb^s 
ond  QBsBP-h  QP=a + 

danu  ist: 

(1)  6;y=y:6-5lr, 

(2)  .  3f:as=6— «:a4-«. 

Den  Werth  voo  y  aus  (2)  in  (1)  6ubslituirt  und  die  dadurcb 
entatebende  Gleichung  geordnet,  giebt: 

(3)  — ^-gj  x  =  ab. 


wnä  hieraun  erbllt  man: 

Soll  X  eine  geometrische  Bedeutung  beben,  so  muss  der 
Gleicliuog  (4)  resultireode  Zahlen werth  positiv  und  reell  seio; 
deshalb  kann  vor  der  ^urzelgrüsbe  das  Zeichen  —  oicbt  gelten, 
und      iät  mitbin: 

welcher  Werth  von  x  aus  dem  Grunde  stets  positiv  ist,  vrell 

Anmerkung  1.  Da  -o  und  b  nach  dem  Sinn  der  Anfgalie 
reelle  Zahlen  bedeuten,  auch  in  Gteicbnng  (5)  unter  dem  Wonel* 
aeieben  keine  Differenx  vorkommt,  ao  kann  «  nicht  imaginir  war- 


4a^^«n 
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im.  Deshalb,  und  weil,  wie  eben  bemerkt,  x  immer  positiv  ist, 
so  erkennt  man  die  Unmöglichkeit  der  Auflösung  unsrer  Auf* 
gäbe  daran:  wenn  sich  aus  Gleichung  (5)  solche  Wertbe  ftir  x 
ergeben,  welche  zu  keinem  geometrischen  Resultat  fOhren.  Ein 
derartieer  Werth  ist  z.  B.  a:=0;  denn  es  bedeutet  ap=0  offenbar, 
dise  .sich  der  gesuchte  Halbkreis,  mitbin  auch  die  gMoehte  Tan- 
gente an  denselben  nicht  darstellen  lässt  Um  ttnn  sa  ermitteln» 
ob  WulWch  solche  Wertbe  fQr  a  und  6  «dstiren«  trelche^  wenn 
«c^  10  (5)  geaetat»  «aO  geben,  eetae  man:  ' 

 43  +V«*  +  (  46  )  • 

«wne  folgt:  Or=e6. 

Dieser  letzten  Gleichung  aber  wird  genflgt,  wenn  einer  der 
beiden  Faktoren  a  oder  6=0  ist ;  da  aber  naeb  der  Bedentnng» 
^be  6  in  der  Aufgabe  bat»  diee  nicht  sO  angenemmen  werden 
darf,  ae  bleibt  nnr: 

d.  b^  wenn  man  in  Gleichung  (5)  setzt;  a=0,  so  erhält  man: 

und  da  fl=0  nichts  Anderes  bedeutet,  als  dass  (Taf.  II.  Fig.  5.) 
Punkt  Pin  B,  dem  Endpunkt  des  Durchmessers  Aß,  liegt,  so 
folgt  io  üebereinstimmung  mit  dem  oben  unter  I.  Anmerkung  1. 
erhaltenen  Resultat,  dass  auch  die  algebraische  Auflosung  die 
Cnmuglichke  it  für  den  Fall  nachweist,  wenn  Pin  einem  £od* 
iNuikt  des  üurcbmeaaera  gegeben  ist. 

Sabititnirt  man  «sO  in  Glelelinng  (4),  dann  felgt: 

6.6 

ab»»  wenn  man  daa  Zeleben  —  gelten  Uaet,    ss  0»  wie  xn?or, 
eibiead  flir  daa  Zeichen  -f  eieb 

6 

^g^ebt.  Dieser  letztere  Werth  für  x  zeigt  indess  ebenso  wie 
'^0,  die  Unmöglichkeit  der  Auflösung:  denn  für  a=0  ist  6  der 

Difcbaeeaer«  alee  «ss^  der  Halbmeeeer  den  gegebenen  Ualb- 

faei^es,  d.  b.  der  gesuchte  Halbkreis  fällt  mit  dem  gegebenen 
«Ktmmeo,  die  Konatruktion  fObrt  daher  zu  keinem  Reaaltat. 
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Anmerkung  2.  let  as6,  liegt  also  P  In  dem  Mittelpunkt 
des  Dnrcfamessera  AB  (Taf.  IL  Fig.  3.),  dann  gebt  Gleiebnng  (5) 
Aber  In: 

ar=  -  Ä +  ^26«  =6(- 1  +  V^2). 

Wiir  man  diese  Gleiebnng  geometriscb  konstmiren»  so  errich- 
tet man  auf  AB  InP  den  Halbmesser  PO=ib  senkrecht,  Terbin« 

det  A  mit  O,  dann  Ist  iiOs:  trägt  man  nun  vou  O  ans 

auf  die  OG  =  b  ab,  so  erhält  man  /IG  =  ;r=  —  6  +  V^26*. 
Vergleicht  man  hiermit  da«  unter  1.  Anmerkung  2.  angegebene 
Verfabreo,  so  überzeugt  man  sich  von  der  Ueberelnstimmung 
beider;  denn  dass  das  hier  gefundene  AG  mit  dem  dort  gefun- 
denen GQ=QP  identisch  ist»  folgt  einfach  daraus,  dass»  well 
^GilQ==:45o  und  ^AGQ=:W,  auch  ^AQG»43y*=^ ^GAQ 
sein  muss. 

Anmerkung  3.  Setzt  man  den  Durchmesser  des  gegebenen 
Halbkreises  ii4*6=i2,  so  kann  jede  beliebige  Entfernung  a  des 

^  d 
Punktes  P  von  einem  Endpunkt  B  des  Durchmessers  durch  ass- 

ausgedrückt  werden,  wenn  man  sich  unter  n  nur  jede  beliebige 
positive  Zahl  >  1  und  ungleich  d  denkt.  Für 

d 
n 

folgt  aber; 

.     d  d 

■ 

und  wenn  man  diese  Werthe  flir  a  und  b  In  Gleichung  (5)  sub- 
stituirt,  so  erhSIt  man  nach  gehöriger  Reduktion : 

^=«L4(»-i)  +Y  ^"-*^+L^i(Ä^jrJ  1 

Diese  Gleichung  wird  für  x  immer  geometrisch  brauchbate 
Werthe  liefern,  wenn  sich  nachweisen  iässt,  dass  aus  ihr 

folgt;  denn  die»  ist(Ta(.  U.  Fig.  5.)  ein  Zeichen,  dass  der  mit  x  be- 
schriebene Halbkreis  innerhalb  der  FUche  de»  gcgebcaeti  liallt- 
kreises  liegt,  und  dass  man  daher  die  verlangte  Tangeute  an  ihn 
ziehen  kann. 

Prüfen  wir  nnn^  ob  wirklich  a-i-^t^d,  indem  wir  ns  ^und 


Digitized  by  Google 


90n  Dt  malt:  Vtber  eine  geometrische  Aufgabe,  87 

fir«  deo  Gleichung  (6)  gefandeDen  Werth  setseo,  und  zu  dem 
Mt  die  Degldehheit 

vorlaofig  als  bestebeDd  annehmen;  dauu  folgt  hieraoe,  wenn  wir 
Alles  mit  ^  mnlüplieiren: 

oder 
d.  i. 

d(»  - 1)<  (n- !)• -(»«  -  6« + 4) , 

oder  0<J. 

De  uns  aomit  die  Annahme:  die  obige  Ungleichheit  finde  statt» 
auf  dn  Reeoltat  0<  1 ,  dessen  Richtung  Iceinem  Zweifel  unterliegt, 
gefuhrt  hat,  so  folgt  hieraus  die  Richtigkeit  jener  Annahme,  nSm- 
Jkb  es  ist  immer  ' 

a  -f  2d7  < 

noter  der  Voraussetaung,  dass       ~  und  n>]  ist. 

Und  erst  jetst  sind  wir  berechtigt,  gans  allgemein  aussu- 
sprechen,  dass  aus  Gleichung  (5)  die  MSgÜchkeit  der  Anf- 
iSeung  unserer  Aufgabe  hervorgeht,  welche  Lage  der  Punkt  P 
A  und  B  in  AB  auch  haben  m9ge. 


Das  Resultat  der  alge  b  rai^  t  hen  Auflosung  stimmt  dem- 
nach vullig  iiberein  mit  demjenigen,  welches  die  geometrische 
AoflOsung  ergab«   (Vergl.  I.  Anmerkung  4). 

Anmerkung  4.  Die  Gleichung  (5)  bietet  auch  noch  die 
Mittel  dar,  spezielle  Fragen,  zu  welchen  die  Aufgabe  Veranlassung 
geben  kann,  zu  beantworten,  wie  folgende  Beispiele  zeigen: 

1.  SoU  ermittelt  werden,  welche  X^age  der  Punkt  P  haben  muss, 
dsinit  der  Halbmesser  w^PQ  des  su  beschreibenden  Halbkreises 
«io  bestimmtes  VerhSltniss  sa  der  Taogeate  GH,  also  auch  su 
Ina  Segment  PB  =  GH  sc  a  erhalte,  oder  dass  x^ma  werde. 


Digitized  by  LiüOgle 


8$         9om  Dewali:  Veber  eHte  geameiiiseke  Aufyake, 

wo  m  jede  beliebige  pesitive  2^hi>0  bedeutet«  so  gtebt  Giet- 
choog  (5); 

«a=  j5  +Y  ö6  +   35  . 

Nimmf  man  bierw  necb  die  Cridchung  für  den  Dnrchneeear  ABi 

dann  erhält  man  aus  diesen  .beiden  Gleichungen,  wenn  man  nie 
nach  b  aufluset: 

 *=2ö/+T)C'"  +  ^'"=^'^]' 

wodarch  6»  also  aoch  Punkt  P  TSllig  beetinimt  ist«  Denn  Giei* 
chnog  (7)  liefert  immer  einen  Zahlenwerth  für  b,  welcher  eine 
geometrische  Bedentnng  hat»  da,  wegen  der  Vorausaetsnng  ni>0 
nnd  positiv*  b  weder  imagioir  noch  negativ,  und  wegen  2(m-|-l) 
^m-f-V  m(m -l-S)  weder  gleich,  noch  grOeser  als  d  werden  kann. 

Hiernach  ist  man  im  Stande,  unsere  Aufgabe  auch  dano  zu 
lösen,  wenn  der  Punkt  P  nicht  unmittelbar  gegeben,  sondero  statt 
dessen  das  VerhSItniss  des  gesuchten  Halbkreises  au  der  Taa- 
geote  bestimmt  ist 

^  • 
Verlangt  man  s.  B.  «sa,  dann  int  in  Gleichung  (7)  sn  8eli#n 
msl»  nnd  man  erhilt; 

*«|(1+V8)» 

Has  Behuf«  der  geometrischen  Konstruiction  besser  in 

umgewandelt  wird. 

Beschreibt  man  (Tat.  U.  Fig.  6.)  Aber  dem  Halbmesser  AC 

=  ^  dea  gegebenen  Halhkreiaee  einen  Halbkreis,  trigt  in  diesen 
von  C  ans  CFss     als  Sehne  ein,  sieht  AV»  dann  ist: 


Verlingert  man  daher  AV  nm  FIF=CFss^»  dann  ist; 
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mi  man  findet  Pnnkt  P,  wmo  mao  tob  A  ans  ^IFss  JP  auf 
AB  äbtrigt  Die  weitere  KonatnilrtioD  aar  fieatiminiiiig  des  Pnalc- 
lea  Q  erfolgt  enn  wie  oben  unter  1.  geaelgt  worden  ie^  oder  ein* 
hAett  indem  man  QP=PB  macht,  nnd  ea  mnaa»  nachdem  man 
ane  Q  mit  QP  den  Halbkreia  beschrieben  nnd  an  dieeen  von  A 
ana  die  Tangente  AB  gesogen  hat,  das  S^meot  GJB=iPQvs 
PB  sein. 

±  Ware  die  Frage  zu  beantworten,  wie  die  Lage  das  Punktes 
P  (Taf.  11.  Fig.  I.)  beschaffen  ««eiü  moss,  damit  der  Halbmesser 
QP^x  des  gesuchten  Halbkreises  gleich  PT,  der  mittleren  Pro- 
portionale zwischen  PB  =  n  und  PA  =  b ,  oder  damit  x  z^yTab 
werde?  —  so  seigt  Gleicbuog  (5)  sogleich,  dsss  dann  sein  mfisste; 

Nimnit  man  hierzu: 

a-f  6  =;ii, 
■ad  liSeeC  nach  h  auf,  dann  findet  maa: 

welches,  wenn  man  6  geometrisch  konstruiren  will,  in: 

uingewandeit  werden  roass.  Die  Lage  des  Punktes  P  in  dem 
Durchmesser  AB  ist  durch  diese  Gleichung  vüllig  bestimmt. 
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VIII. 

Ueber  einen  merkwürdigen  Pnnkt  des  Dreiecks«^ 

Von 

Henm  überlelirer  F,  J,  Harnischmaeher 

In  Brileik 


Lehrsatz.  Die  Ueraden,  welche  die  Ecken  eines 
Dreiecks  mit  den  Punkten  verbindeo,  in  welchen  die 
gegenüberliegenden  Seiten  vnn  den  zugehörigen  äus- 
seren Beriihrungskreisen  tangirt  werden,  schneiden  sieb 
in  einem  Punkte  T,  welcher  mit  dem  8  rh  wer  punkte  S 
und  (lern  (  cntrum  O  des  inneren  B e ruh  r u  n  g  ,s  k  r  e Ls  o  s  in 
einer  geraden  Linie  liegt,  uod  zwar  so,  dass  2'6'=2<SO  ist. 

Beweis.  Weoo  in  dem  Dreiecke  ABC  (Tat  IL  Fig. 7.)  O 
und  5  die  in ^ dem  Satse  «egegeliene  Bedentaog  beben,  se  idebe 
man  OS  and  Teri&ngere  08  um  $T:=:20$.  Nun  nrird  unser 
Satz  bewiesen  sein,  wenn  man  geaeigt  bat»  dass  die  darch  die 
Ecken  des  Dreieelm  ond  den  Punkt  T  gebenden  Transversalen 
die  Gegenseiten  in  den  Punkten  treffen,  io  weleben  diese  Seiten 
von  den  gegendberliegeoden  Süsseren  Berfibrungskreisen  tangirt 
werden. 

Mau  zielte  also  eine  solche  Transversale  durch  A  und  T, 
welche  die  Seite  BC  in  P  trifft.  Man  findet  bekanntlich  die  Mit- 
telpunkte der  Beruhrungskreise  eines  Dreiecks,  wenn  mau  die 
Winkel  und  die  Aussenwinkel  desselben  balbirt.  Da  nun  O  der 
Mittelpunkt  des  inneren  Berfibrungskretses  ist,  so  balbireo  die 
Geraden  OA,  OB,  OC  die  Winkel  A,  C.  Halbirt  man  nun 
aueh  die  Nebenwinbet  von  B  und  C  so  schneiden  sieb  die  Hal- 
birnogslinien  auf  der  in  einem  Punkte  0^ ,  und  dieser  ist  der 
Mittelpunkt  des  der  Ecke  A  oder  der  Seite  BC  gegenfiberlicgen- 
den  Berfibrungskreises«  wie  allgemein  bekannt  ist.  Verbindet  man 
nun  Qi  mit  P,  so  ist  an  seigen,  dass  OiPwat  BCarnktecht  steht 
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Da  O/yO,  und  OCO|  rechte  Winkel  sind,  »vie  sieb  aus  der 
f 'onstruction  der  Punkte  O  und  leicht  ergibt,  so  liegen  die 
Punkte  (ß/U)^C  nn\'  einem  Krpise,  und  OOi  ist  ein  Durchmesser 
dej»selb€ii.  Da  aber  fiC  eine  Sehne  dieses  Kreises  ist,  so  liegt 
der  Mittelpunkt  nurh  auf  der  Serikreclitrn ,  w  elche  in  der  Mitte 
M  der«eÜieu  errichtet  Ut.  Daher  i^t  X>  der  Mittelpunkt  diesem 
l^eises. 

Der  Winkel  ODC  ist  als  CsDtrifrinkel  gleich  WBC=  ABa, 
Odieriat  DCa  CO  BAa,  alao 

nrsil  BO  den  Winkel  ABa  hatbirt;  da  aber  DC^OiD  ist,  so 
haben  wir: 

0,/>_  AO 

Kerner  liei^t  der  Sehwerpunkt  S  bekanntlich  aui  der  seiteiihaibi* 
renden  Transversnlo  AiV,  und  zwar  so,  dase  AS  ^2SMt  Da 
aber  auch  STz^20S  sein  soll,  so  ist: 

AS  ST, 

daher  sind  die  Dreiecke  AST  und  JUSO   ähnlich,  Winkel 

SAT^SJÜO,  also  AP  parallel  Om.    Daher  ^  ^* 

absr.  Hie  oben  gezeigt  iriirde,  auch 

0,D      AO  PM  O^D 

daher  O,/' parallel  />i!#.   Weil  nun  der  ronstniction  gemSss 
senkrecht  aul  />6  steht,  so  ist  dasselbe  mit  OiJ'  der  Fall,  also 
0|f  der  Radius  des  Berflbruugskreises  und  P  der  Berührungspunkt. 

Dasselbe  lässt  sich  natürlich  von  den  Transversalen  BT  und 
CT  scigen,  ea  ist  also  der  aofgestellte  Lehrsatz  bewiesen. 

Zusatz  1.  Zieht  man  vou  O  aus  den  Berührungsradius  OiV, 
so  ist 

ailf  fiO 

oN-^  aO' 

also  auch 

mM  qD  üM      mD  aM  aB 
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Weil  aber  OD^OiD,  «o  wt  MNssMPf  wie  auch  «onet  bekumt 
iat.  Verlfiogert  mau  dud  den  Radina  OW,  bta  er  die  AP  in  £ 
acbneidet»  eo  folgt  ana  dem  VorlgeD»  data  0£s  Olf,  alae  £ 
anf  der  Peripherie  dea  inneren  fierflhmngakreiaea  liegt.  Ea  folgt 
darana  ferner«  daaa  PEss20M  iat.  Ana  der  Adinlldikelt  der 
Dreiecke  ATS  und  MOS  ergibt  aich  aber  auch,  daaa  ATssMM 
iat  Daher  iat  JrsF£,  alaoanch  AE=  TP,  d.  h.  die  oberen 
Abschnitte  der  TransTcraalen ,  welche  die  Ecken  dea  Oreiecka 
mit  den  Punkten  verbinden,  in  welchen  die  gegenfiberllegenden 
Seiten  von  den  angehSrigen  Suaeeren  Beriihrungskreisen  tangirt 
werden,  werden  von  dem  ianeren  Berfibrnngakreise  in  Punkten 
geschnitten,  deren  Entfernungen  von  den  entsprechenden  Ecken 
gleich  dea  unteren  Abachnitten  der  Tranaveraalen  aind. 

Zusrttz  2.  Wir  bezeichnen  im  Folgenden  den  Radius  des 
um  das  Dreieck  Leschrieheneu  Kreises  mit  dem  Buchstaben  Ji, 
die  Radien  der  vier  Berührungskreise  in  der  bekannten  Weise 
mit  r,  ra,  rt,  Te-    Aus  der  Aehnlicbkeit  der  Dreiecke  APO^  und 

AP  PO 

AEO  ergibt  aich  die  Proportieo  j£^'£Q'  i^*"' 

sats  1.  AEtsPT  und  EO=ON=zr,  aber  PO^sr«  iat»  an 

AP  Tm 

haben  wir  pfi^y»  d.h.:  Jede  der  genennten  Tranaveraalen 

▼erhUt  aleb  au  Ihrem  unteren  Aheebnitte  wie  der  Radina  dea  ent* 
sprechenden  Solaeren  Berilhmngskreises  an  dem  Radlua  dea  In* 
neren  BerOhrungskreiaea. 

Zusatz  3 .  Beieichnet  man  die  beiden  anderen  Tranaveraaleo 
mit  BPi  und  CP«»  ao  iat: 


£P, 
P, 


Pi  n     •  CPg  Tc     I     AP,BPi,CP%    T^rhJTo  r.Ta.Ti,.re 

und  p^y— 7t  ^90  pf^p^T  P^T^    r»  ™ 

Da  aber  bekanntlich,  wenn  man  den  Umfang  dea  Dreiecke  mit 
^  und  seinen  Inhalt  mit  A  beaeichaet»  r,rM.rh*re^ A^  und 
rp=A  ist,  so  erbilt  man,  wenn  man  dieae  Warthe  in  ebige 
Formel  aubatituirt: 

AP.BPi.CPt  p* 
'  PT.PtT.P^T"'^' 

Zusatz  4.  Verbindet  man  (Taf.  II.  Fig.  8.)  den  Punkt  T  mit 
dem  Durchschnittspunkte  der  Hohenperpendikel,  dem  sogenann- 
ten Hohenpunkte  H,  ferner  mit  dem  Mittelpunkte  des  umschrie- 
benen Kreises  K,  und  mit  dem  des  eingeschriebenen  Kreises  O, 
so  gebt,  nach  dem  bekannten  Satze  von  Euler,  die  Verbindungs- 
linie von  H  und  K  durch  deu  Scbwerpunkl  <bi  und  es  ist  US=z2SK, 
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BfctMO  gekt  nach  im— ren  Lehnatie  TO  ciorch  5  und  es  iat 
1*59250.  DabOT  aind  die  Dreiecke  TBS  end  aj:5  einander 
ttaOcb,  md  ea  iat  TB  parallel  ITO  und  TB^2K0.  Alae  die 
Linie,  welche  den  pHokt  T  mit  dem  HOheopnnkte  ▼erbindet,  Iat 
der  VerhiDdoBgalinte  der  Mittelpunkte  dea  onachriebenen  uad  da« 
eiageaehrielienen  Krelaea  parallel  nnd  doppelt  ao  gtoaa  ala  dieae. 

Zusatz  5.  (Tm  nun  endlich  die  Entfernung  des  Punktes  T 
von  den  anderen  nicrkwörfrigen  Punkten  des  Dreiecks  zu  bestim- 
men.  nehmen  wir  die  Ausdrücke  für  die  Entfernongen  der  merk- 
uiirdi^ori  Punkte  des  Dreiecks  zn  Hülfe,  wie  sie  in  dem  XXXVI. 
Bande  dieses  ArchiTs  S.  338.  IT.  voo  dem  Uerra  Herausgeber 
deaseibeo  aufgestellt  aiod^  nämlicb: 


Verlingert  man  nun  TK  aod  HO,  bis  sie  sieb  in  J  schneiden, 
•o  iat,  weil  KO  p»rallel  TH  und  gleich  ^TB  ist,  K  die  Mitte 
▼OD  TJ  and  O  die  Mitte  ven  BJ.  Da  nnn  TBs^^KO,  aiao 
Tm^AKO^,  ae  tat: 


PMer  iat  In  dem  Dreiecke  TBJ»  well  K  die  Mitte  der  Seite 
TJ  iat,  nach  efaiem  bekannteii  Satae: 

Ta*-^HJ*  -"iHK^-k^iTJ^  oder  TJ*==  2TB*^2UJ*-4HK* 
^eU  aber 

TJ=s2TK,    TU^^KQ  and  BJ^2BO 

iet,  ae  eihüt  man  durch  Elnaetanng  dieaer  Warthe  In  die  letate 
deiehng* 

ATK^ = SK€ß    9B€ß  -  4«^ 

also: 

TiP^fKC^  -i-  SirO*—  BM^ 

sSiZ^i2^-fdf*--8MeaJcoaBeeaC-IP4^AVeaJcea0coaC 

al0o.  weU,  wegen  ^O^s  £(12  — Sr),  i{  — nicht  negativ 
•ein  Icann, 


iSPi:*= (1  -  8cea  ileoaBcea  C)  IZ** 
BOß=  2r«— 4l{«cea  A  cee  Ucee  C^, 


IL  rX=iK--8r. 


Ferner  ist  in  demselben  Dreiecke  TU/: 


94  Hnrnitckmacher :  Veö»  einen  merkwürä,  Punkt  des  Breieek». 
also: 

ro« =2    + %KO^—acß 

s  2iZ*-'8ü£r  -I-  8ra  -l-  2i2<-  4i2r — 2r3  +  4i2S  cos  il  cos  £r  cos  C 
=4i2*—  12ivr  +  Gr*  +  4/2«  cos  ^  cos  /?  cos  C 
^6IP—  12Ar  +  ar<— 2I{*4  4i2*c<»  A  co8  i9cos  C, 

oder 

III.   70*=6(i2  -  r)*— 2(1 — 2co8ilco8BcosC) 

Well  endlich  nach  noeerem  Lebreatse  TO^^SQ  ist,  so  ist  aacb: 

9i$0>  =  6       r)*  -  2(1  — 2  C08   cos  £  cos  C)  i2>. 

Es  ist  dieses  derselbe  Aasdruclc,  welciien«der  Herr  Fleraus« 
>   gebet  dieses  Arcbivs  In  der  oben  citirten  Stelle  Seite  349.  an* 
gegeben  bat. 
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IX. 

Zur  aoalytischen  Geometrie  im  Raome. 

Von 

Herrn  Professor  «foA.  Bogntr 
in  Grfts. 


Es  kam  mir  von  jeher  als  wenig  conseqaent  vor,  dass  in 
»npti  (mir  bekannten)  Büchern  über  analytische  Geometrie  im 
Kaume  der  Wej;  verlassen  ist,  welcher  in  der  analytisrlien  Geo- 
metrie in  der  Fhpnr  eini^ehalten  wird,  nSnilich  der  Weg  vom 
Pankto  zur  Gernfiou,  in  ersterer  Tand  ich  durchgehend  vom  Punkte 
zur  Kl)ene  und  von  dieser  zurück  auf  die  Gerade  gesprungen  oder 
mindeste?)«:  hei  der  Ableitung  der  Gleichungen  der  Geraden  aul 
die  Ebene  bezogen. 

Der  Gedanke»  das.s  bei  der  Ableitung  der  Gleichung  der  Ebene 
hSnfig  eine  charakterisliacbe  Eigenschaft  derselben  benatzt  wird  *), 
führte  mich  dahin»  an  die  Benutzung  eines  cbsrakteristiscben 
Merkmales  der  Geraden  zu  denken,  und  dadurch  zur  nachfolgen* 
den  Ableitung  der  Gleichungen  der  Geraden  im  Räume,  bio» 
gestfiUt  aaf  da«  Vorausgehende  Aber  den  Punkt  im  Räume* 

Es  sei  eine  Gerade  L  aaf  ein  orthogonales  Axenaystem  »mit 
den  Axen  OX,  OV,  OZ  bezogen.  Eine  Gerade  ist  der  Lage 
nach  durch  zwei  gegebene  Punkte  lixlrt,  es  aeien  dies  für  L  die 
Paukte  M  mit  den  resp.  Coordinaten  a,  b»  e  und  N  mit  ß,  y, 
Ist  nun  P  ein  beliebiger  Punkt  von  und  habe  er  die  Coordioa- 
tSB  X,  z,  ao  folgt  nach  der  Mher  aoalytiscii  bestimmten  Ent- 
fenrang  aweier  Punkte : 

md  da,  wenn  N  in  einer  Geraden  Hegen,  and  nur  fiQr 

diMen  Fall,  mN^JItP±Pr9  Ist,  seist: 

*)  In  einffif  hRtor  Weise  im  Lehrburhe  der  hnhcren  Ma- 
th riniiitk  <on  I'roft^Nor  Ur.  J.  Herr.  Wim  1861.  2.  Rif.  S.  1H.  w«.- 
mu  erliiubt  srin  innc.  iiii/utuhren .  dass  jrno  A!»!r  ifiin<:  der  Cilcichtinji» 
^f»r  Fh^no  V«»  urir  Hrhon  lani»r  vorlu-r  im  MiinuKtuplc  gebraiuiil  wnrdi" 
(ohntr  dacfl  jedoch  Herr  Profestor  Ür.  Herr  tinvon  «rissen  koiinlf). 
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96         Rogner:  Zw  mmfyUiekm  Giomürie  im  Baum* 

Hieraus  ergibt  äich  durch  Quadrirung  und  eine  leichte  Keduction: 
[a«-.(a +«)ar+a:«l  +  [6/1  -  (*  +  /I), + y«]  +  [cy  -  (c  +  y)  t  +^ 

==F  + (ft-f )* + [(«  -  «)H  — y)*+(y-^J. 

und  bieraud: 

(«  + (ft  -y>  (/J-y) + (y  -  «) 

«1^%/  +t(A-y)(a-Ä)]«+[(6-y)W-y)]*+[(6-y)(H»)P 

f      +  [(C  -  1)  i.a-x)f  +  [(C-  z)  03  +  l(c-2)(y-i)?. 

Darob  noebmaliges  Qnadriren  und  die  Redactfoo  auf  Noll  eot- 
sfelit  nvo: 

(2)  [(«-«)  tf-y)  -  («-«)]• 

+  [(a-«)(y-»)  -  (ü-f)(«-«)]«+  [(6-y)  (y-z)  -  (c~»)  {ß-y)Y^^ 

Ist  aber  die  Summe  positiver  Grossen  gleich  Nally  oo  ist  jede 
derselben  gleicb  riuU»  sooech  folgt,  weiter: 

(a-*)  (y  -  X)  =  (c  -  z)  (a  - a). 
(y  -  *)  Ä  (e-  t)  iß^y); 

wobei  die  dritte  Gleichung  auch  durch  Division  der  ersten  durch 
die  iweite  folgt,  mitbin  als  Gleiebongen  der  Geraden  erbalteo  eiiid: 

(4)  \ 

(  (a— :r>(y—i)s=(c--f)(a^2); 

oder  entwickelt  und  geordnet: 

/3)dr  +  (a'-a)y  =3  ab—aß, 

(c— y)a?  +  (a^a)s  =  «e  —  oy; 

oder  endlich  der  Form  nach: 
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Schreiben  des  Herrn  Rectors  Dr.  Äagel  in  Ulm  an 
den  Herausgeber  über  eine  geometriache  Aufgabe 

(TW.  XJJ.  S.  237.). 


In  den  Aufa:abcn*),  welche  Sie  Im  neuesten  HcfUe  Ihres  Archivs» 
(41.  TM.  2.  Hft.  8.237.)  behnnd^  ltcn,  hat  mich  der  nette  Gedanke 
des  PerjM  Tidikels  als  Hilfslinn^  liir  die  Anaivsis  sehr  erfreut.  Vicl- 
leulit  /iiidofi  iSie  auch  loluemle  Analysis,  welche  keiner  lliljstinie 
Ijctiarl  \hh\  zu  ein»  r  clierifalU  ganz  einfachen  Konstruktion  führt, 
nicht  canz  unhea(  hteijeiwer th  ;  ich  fand  sie  in  Folge  der  ron  Ihnen 
hier  jjeÄtellten  Aufgabe,  indem  ich  nielfier  Gewohnheit  gemäss 
die  Lüftung  selbst  versuchte,  ehe  ich  die  Ihrige  las. 

Analysis.  In  ^ABC  (Taf.  I.  Fig.ö,),  in  welchem  AB^AC 
sein  soll,  sei  CD  und  CE  gegeben,  so  ist  dadurch  das  recht- 
winklige Dreieck  CDE,  also  nnrh  CDA  als  Supplement  von 
CDE  gegeben;  da  nun  auch  CD  und  das  Verhältniss  von 
AD:  4C—\  2  gegeben  ist,  so  ist  auch  \ACDm  und  dadurch. 
weU  DBzziAD  ist,  der  Punkt  B  gegeben. 

Konstruktion.  Ans  der  gegebenen  CD=m  nie  Hypote« 
nnee  ond  CE^h  nie  Kathete  konetrnire  dae  rechtwinklige  Drei- 
eck CDE^  verlingere  ED  beliebig  nach  von  F  beschreibe  mit 
«ineni,  Halbmenaer  s2FI>  einen  Bogen,  der  CD  in  G  trifft,  nnd 
sieh«  durch  C  eine  Parallele  mit  EGj  welche  DF  oder  de.<$8en 
Terlingemng  in  A  trifl;  endlich  schneide  DB  — DA  auf  DE 
oder  deaeen  Verlingemng  ab,  nnd  aiehe  BC^  ao  iet  A  ^BC  dae 
gennchte. 

Beweis  einfach. 
Ulm  den  aa  December  lb63. 


*)  Ein  gleioiMcheakllgc«  Orsteck  soll  csastrairt  and  barsebnat  wer- 
JsB  aas  dar  aof  daer  der  beides  gleicbsa  Seiten  senkrecht  stebeadea 
Bihe  k  aai  aas  dsr  (Seradca  Si,  welche  dea  Halbimagspoabt  darselbea 
Salta  nrft  der  Gegeaeeke  verUadct. 


riiail  XLII. 


Digitized  by  Google 


Öb        Am  Ende:  CeometrUcher  Ori  der  MHteipunkte  eiier 


XI* 

Geometrischer  Ort  der  Mittelpunkte  aller  durch  den- 
selben Punkt  gehenden  Sehnen  eine»  Kegelschnittes. 

Von 

Herrn  Doctor  am  Entle 
in  Lnngoa«alza. 


Die  allgemeine üleichong  derKegelscbnlttesei  wie  gewObnIicb: 

Ks  sei  ferner  ein  Punkt  gegeben  ,  dessen  Coordinaten  fmdg 
«ein  mögen.  Die  Gleichung  jeder  durch  diesen  Punkt  gezogeneo 
Sehne  dea  Kegelacbnittes  bat  die  Form 

Bezeichnet  man  nun  mit  n  und  o  die  Coordinaten  der  Durch- 
achnittspunkte  dieaer  Sehne  mit  dem  Kegeiechnitt,  so  bat  man 
dia  Gleicbaageii: 

Au^  +  2Ä»4  Cb«  +  211»  +  2£»  +  Fä 0, 

mit  deren  Hilfe  aieh  dieae  Dnrchachnittspunkte  volhttändig  be- 
stimmen lassen. 

Es  iat  alao 

woraus  weiter  folgt: 

+  2£|i?  +  //(i*-/)}+F«0 
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durcä  äensetäen  Putilu  geAenden  Sehnen  eines  h'egeiscAnil/es.  09 
orfer: 

+  +  2£{i^ +  }  +  F  =  0: 

folglieb: 

\Ä\1BH^Cm\ (u--n*  +  2 { Af^ Bg+  BfH^ Cg //+  />+£// j  (u 
Mier: 

(•-n*  +  i  \  i^mHTüm  !("-/) 

*        4(^±Jj:B/g±(  fr  f  ^/^A  +  2^+F 
Settt  man  »an  der  KOrte  wegen: 


f(o  erbSJt  man 


und 


Folglich  hat  mwa,  ireno  A  und  V  die  Mittelpunkte  der  6ebne 
beseicboeo: 

Y^g^H  '^A^%BHVCH*~  * 

CKler,  wonii  man  iioih  der  Kürze  wegen  a  =:z  Af -^^  By D  und 
h=zBf  ^  tg^  E  »etit: 

^^^^A-fiBu-^m*  ^''^-"Ai-'iBJirfcm* 

MorauA  folgt: 


/ 
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Werth  von  B,  oben  eingesetst,  giebt  die  Gleicbung  des 
geometriscbeo  Ortee  der  Mittelpunkte  aller  durch  den  Punkt  (/» g) 
gehenden  Sehnen  des  Kegelschnittes«  nimlich  die  Gleichung: 

oder: 

^     y_  a{f-X)-{-b{i,-Y)  

oder: 

Verlegt  man  nun  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  so,  dass 
X  =  /"+  Xi  nnd  V  ■=  fj  l\  ,  also  Xi  —  X — f  und  Fj  :s  K— ^ 
wird,  80  erhält  man  die  einfachere  Gleichung  des  Ortes: 

AXi^^^BX^  Fj  +  CF,«=  - aJCi  - 6 Fl 

oder 

J^i«  +     J^i  F,  ^  C  Fi^^  +  a JCi  +  Ä  Fi  =  0. 

Man  sieht  hier,  dass  die  Coefficienten  von  Xx  F|  und  Fi* 
besiehungsweise  dieselben  sind,  als  di^  von  A*,  und  ^*  So- 
mit ergiebt  sieh  der  Satz:  Der  geonietrische  Ort  der  Hit- 
telpunkte aller  durch  denselben  Punkt  gehenden  Seh- 
nen eines  Kegelschnittes  ist  ebenfalls  ein  Kegelschnitt 
und  xwar  ein  Kegelschnitt  von  derselben  Art. 

Ist  die  Gleichung  der  erseugenden  Curve  die  Gleichung  der 
Ellipse 

so  erhftlt  man  filr  den  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  aller 
dureh  den  Punkt  if^  g)  gehenden  Sehnen  die  Gleichung  der  Ellipee: 

oder,  wenn  man  X^^^X*  und  F— ^s=  F*  nfanmt: 


*)  8.  ThI.  XU.,  HA.  t..  S.  190.  des  ArchiTt. 
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Für  die  Uypetliel 


©■-©■=' 


erhält  man  unter  (Jen«ielUeu  Voraui»äetzungeii: 


Fir  die  Parabel 

eriiäJt  man  endlich  unter  gleichen  Vor^iussetzungen : 


aU  '  <-i[tt^  t^arahcl,  deren  Parameter  die  Hälfte  des  Parametern 
der  «rzeugenden  Parabel  ist 


\  nrptehondes  ist  also  eiu©  beinerkeiiswerthe  Erweiterune;  'los 
Ton  Hilf  itii  Arthiv  Tiil.  XLl.  S.  118 — S.  I-ö  hewieseneu  Satzes 
von  der  Ellipse,  woi.u  ich  durch  eine  Notix  tieft»  Herrn  Dr.  G.  F. 
VI.  Bähr  in  Groningen  (tSiederlande;  veranlasst  wurde.  M.  8. 
übrt^eos  weiter  uiiteu  in  diesem  [Jefte  die  Miscellen,  wo  ein  Paar 
später  einf;egan£;eiif>,  diesen  Gegenstand  betreffende  Aufsätze»  die 
leider  hier  nicht  mehr  aulgenommen  werdeit  konnten,  nittgetheilt 
•iiMi.  Grunert. 


lotegration  der  Gleichung 

für  den  Fall,  wo  m  eine  beliebige  constante  und  ^  eine 
ganze  negative  Zahl  bezeichnet. 

Von 

Hemi  Simon  Spitzer^ 

auMerordeotlicbem  Professor  der  liüherpii  !Matlieiualik  ttiii  k.  k.  polj* 

techoitchen  Institute  zu  Wien. 


Ich  setze,  da  fi  eine  negativ«  Zabl  beieiehnet,  ft=~A,  und 
bab«  dann: 

^  =  3»!**  ^  +  6//I  (2  -  A)  or  ^  +  3m  (2  -  A)  (1  -  k)  y,  (2) 
Dieae  Gleicbuog  gilit,  (A— 2)nial  diferenairt: 

und  hieraus  folgt  durch  einmaligaa  lotegriren : 
Wird  nun  belderaeita  Amal  integrirt,  eo  erbSIt  man: 

und  diese  Gleichung  ist  anirendbar  för  alle  gansen  und  positiven 
Warthe  von     die  grösser  als  1  sind. 
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Für  A  =  ü  gestattet  die  Gleichung  (2)  foJgeQde  Scbreibweise: 
Hieraus  folgt: 

^=3«i*^  +  Ci  +  <i* 

and 

Für  A=l  gebt  die.GleichoDg  (2)  ub«r  in: 

H'orau»  folgt : 

Bad  bieru«  ergibt  sieh  als  ▼ollstlndiges  lategral : 

Ffir  i=s2  folgt  ans  (6): 
was  sich  aoch  so  scbreilieii  läset: 

Für  k=.'i  ergibt  i>ich  vlvls  (5): 

nd  es  tisst  sich  onn  das  vollstiodige  lotegral  dar  vorgalegtan 
Glai^nog  flir  den  specie|lsn  Fall  1—3  folgendarinassen  scbreiban; 

Cijr+  Ciar*+  Ci[e-"'  —  ^x/xe^^'dx  +  3iiwV«""*<^*]- 
Ffir  Aas 4  srbMlt  uiau  aus  (5): 

oder  andere  geschrieben: 

1  2a: 
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Spit%er:  DarUeti.  der  tuneUoH  p^e    ,  in  »eieker  l  eine 

daher  Ut  das  vollständige  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  Air 
den  speciellen  Fall  A=4: 

+  Ct  \:ixe^*  -  ÖflWfV««*"''«'« + (*  +  ^^)/t^"dx\* 

Fär  As5  findet  man,  auf  gleiche  Weise  vorgehend: 

y  =  <\ (3ma:*+4:r)  +  Ci(12m;rH2) 

+  Ci  [3**6«'* --(121»«»  +  2) <ia?+(3iiMr*+4«)/e~**<i^^ 

o.  0.  w.,  n.  0.  w.,  hierhei  stets  anter  C| ,  Q  willkAhrliehe  Con- 
stauten  verstanden. 


Darstellung  der  Fanction  ^=e^,  in  welcher  x  eine 

constante  und  r  eioe  ganze  positive  Zahl  bezeichnet, 
in  der  Form  y^SlA^^^ 

Von 

Herrn  Simpn  Spii%er, 
etM«aroriloiillic;heni  Proleator  der  höheren  Malhewatik  am  k.  k.  yol^- 

techniachen  Inalitote  stt  Wien. 


Lionville  hat  Im  21.  Cah.  des  Joarnals  de  Tdeole  po- 
lyteehniqae  gezeigt,  wie  jede  Funetlon  von  w  sich  in  der  Form 
S[Äm^]  darstellen  lasse.  Die  Methode,  die  Lloayille  daseihst 
angibt,  ist  nicht  in  allen  F&llen  siveckmissig.  Ich  halie  daher 
versucht,  Functionen  der  Form 

nach  anderer  Weise  in  die  Form  y^S[Ame*"']  zu  bringen. 
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consi,  u,  r  einegame posiLZaht  bezeichn.,  in  ü.  Form  y^S{Amem*\,\(ji^ 
Ich  betrachte  sneret 


•08  welcher  folgt; 


(4) 


T 

j       .     r— I  Xx 

oder 

Dieee  Dlferentud-Gleicbuog  licet  eich  nach  der  von  Kttinnier 
in  19*  Bende  von  Orelle's  Jonrnal  gegebeoen  Methode  integri- 
reu,  nnd  swer  ergibt  sich  mch  dereelbee  des  jf  tn  Form  eioee 
(r— l)fiiclieii  beetlnDteo  Integimlee,  ia  welehee  r  CoDeCaeten 
€s»....Cr  eintreteii,  strlseheii  denen  r--]  Bedingangen  etattfin- 
den.  Fflgt  man  diesen  Bedingnngsgleichuogen  noch  Jene  hiosu, 
dase  üBr  1=0  i/^l  tr^rde,  so  hat  mao  das  in  (2)  stehende  y 
•    in  die  mlaogte  Form  gebracht. 

Auf  diese  Welse  vorgegangen  erhftit  man  demnach : 

««• = *     i'Cs^ViJ  -f.  v^Y^)  du , 
o 

femer: 

/»    /iOD        w*4-i>*  3  3 

«      ^  s 
noneibstswiscben  Ci$  0%,      folgende  drei  Gleicbuugen  stattfioden : 

0  o 

nnd  wo  femer  At*  üi»  it  die  dmi  Wnrseln  der  Glelchang  i*sl 
bedeuten. 

Dorch  Multlplleation  der  swel  Gleichungen  (4)  und  (6)  erhiltman : 

1       /IX     /»  OD    />  OB         »H"*      «P»  • 

f«H^^*=^  /      /      /      «      •      »  i,(Qe«»«*iVll 

O        0      •  o 

s  « 
+  c^tß»^^-^  Cg       Vl»)(e»»        e-w  Vw)  Aideilu», 

was  also  ebenfalls  die  verlangte  Form  hat 
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XIV. 

lieber  den  grdsslen  Werth  von       und  einige  damit 

susammenhängende  Sätze. 

Von 

Herrn  Dr.  X.  Oeiiin^erj 

GrAMhertoglirli  Badiacbem  Hofrathc  nnd  ordentlicbem  Professor  dor 
M«thom«tik  an  dor  llnlvorttt&t  sn  Frei  borg  i.  B« 


§.  1. 

X 

Setzt  man  in  dem  Ausdrucke  Vx  allmälig  der  Reihe  nach 

die  ganzen  Zahlen  ],  2,  3         so  entsteht  hekanntlich  für  ^  -  3 

der  grösste  Werth.  Die  früheren  und  ßpäteren  Werths,  die  ihm 
vorangehen  oder  folgen,  fallen.  Es  fragt  sich:  Geht  das  Fallen 
der  Werthe  fS3r  o;  >  3  bis  io's  Unendliche  oder  nähert  es  sich 
einem  Grenzweribef  und  In  welchem  Verhältnisse  stehen  die 
i    Nachbarglieder  unter  einander? 

Dass  sich  der  Werth  von  Vx  bei  bestandigem  Wachsen  von 
X  einer  liestininiten  Grense«  der  Einheit,  nähert,  folgert  sich  ein- 

1  1 

fach  ans  dem  Aosdnicke  :r««  Da  eich  -  in  diesem  Falle  der  0 

X 

nähert»  so  liest  sich  sehliessen,  dass 

I)  Lima;«=l 

sein  werde.   Üiess  bestätigt  sicb^  wenn  man  den  Ausdruclc  Vx 

unter  die  Form  e*  bringt  and  nach  der  .belcannlen  Weise  durch 
Differensiatlon  des  Zählers  und  Nenners  den  Werth  fiBr  od 
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Pen       Wfä  dnipe  damit  uisammeiMnffende  Sät%e. 

bestimmt  Man  Hndet  biefiir  den  in  No.  1)  gegebenen  Werth. 
Ao£  gleiche  Weiee  erbält  man  folgendeo  Sats: 

2)  LimaHK#Ti)  =  l 

« 

iüx  ein  beständig  wachsendes  w,' 

Soll  das  Verhaltniss  bestimmt  werden,  worin  zwei  auf  einan- 
der /olgende  Zahlen,  die  das  Wurzelzeichen  der  grossem  führen, 

*fi   *+» 

d:  -|- 1,  WH.  bestimmt  werden,  so  bat  man : 

3)  (^±^^(l  +  l)i 

üiese  Darsteilang  entsteht,  wenn  man    1^  ausscheidet  und 

-f- 1 

die  Coeffidenten  gehörig  ordnet,    üer  Werth  der  Reihe  nähert 
sich,  wie  man  sieht,  mehr  und  mehr  der  Einheit  bei  wachsendem 
und  man  entnimmt  hieraus  folgende  Sätze: 


4>  («+l)'+i>«*+^ 

oder 


1 


ö) 


j  _L_ 

V)  —  Lim  f ;  'y^' = Lta  (i + 1)'+' =1. 

Die  gleichen  Wurzelwerthe  zweier  aufeinander  fol^^eiuieii  Zah- 
len sind  im  Wachsen  begriflfen.  Sie  nähern  sich  mehr  und  mehr 
der  Gleichheit,  je  grösser  die  WurzülvN  erthe  werden.  Sehr  ein- 
fach lässt  sich  No.  4)  und  No.  5)  auch  so  zeigen.  Da  -f  1  >  ^ 
ist,  so  ist  auch : 

1  t 

Der  Sats  No.  6)  Usst  sieh  auch  ans  der  swelten  Form  in  No.  3) 
daraus  erscbliessen,  dass  ^  und         bei  beständig  wachsendem 
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:r  in  Ü  übergeben.   Die  Dersteltnog  No.  3)  liest  sich  für  on- 

endltcb  wacbsendes      da  1— ^^i-jssl,  ('""^^iW^^J^)— 
in  diesem  Falle  wird,  unter  folgende  Ferm  setzen: 


weraus  gleichfalls  No.  0)  folgt 

X 

Die  Behauptung,  datss  Vx  ein  Maximum  für  x  =  3  bei  gan- 
zen Zahlen  werde,  rechtfertigt  sich  durch  VergleicliuD^  zweier 
auf  einauder  lolgenden  Wurzeln erthe.  Jbie  lassen  sich  uoter  fol- 
gende Form  bringen: 


JL_ 


Der  Werth  des  vorstehenden  Ausdrucks  hängt  offenbar  von  dem 
Werthe  der  in  die  Klammer  eingeschlossenen  Reihe  ab.  Er  liegt 
bekanntlich  bei  wachsendem  x  zwischen  2  und  3.  Setzt  raao  da- 
her für  X  die  Werthe  1,  2,  3, 4»....»  so  rechtfertigt  sich  die  oben 
ansgesprochene  Behauptung,  denn  der  Quotient  aus  1  and  2  in 
diese  Reihe  ist  >  1 ;  der  aus  3,  4,  6,....  ist  <1,  und  zwar  in 
letzten  Falle  so,  dass  jeder  folgende  kleiner  als  der  Torhorge- 
heode  wird.  Mao  hat  daher : 

»)  %ti>i 

Vi 

fiir  x^l; 


10)  


V5 


fiir  «^3.   Es  ist  so  fort: 


11)  .  .  .  .  Vl<  V'2  <  V3  >  V4  >  Vö  >  

was  sieb  bestätigt,  wenn  man  die  angedenteten  Werths  einitthft 
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9om       umt  eMße  damit  vMammenhOngende  Sd/ie. 

Mit  <?en  his  jetzt  aufgestellten  Sfitzen  lässt  sieb  auch  der 
fireri7v^  erth  iür  iSo.  8)  beatimroeo.  Mao  hat  aus  der  ersten  und 
dritten  Form  in  No.  8): 

Lim  =  Lim  i(l  +  i)^?*  --j-]. 

Die  BasthnoMiig  <Ke««9  Wertbec  bSngt  von  den  in  Mo.  0)  nnd 
No.  S)  gegebenen  Grenxwerthen  ab.  DoTeh  EinMmng  dereelben 
evlillt  man: 


13)  u«^)i'=I. 


liie  Kichtigkeit  dieses  Satzea  Icann  mau  auch  dadurch  oachwei- 


1 


I        nncb  der  ge- 

w9bttlicben  Helbode  dnreb  Differentiation  fttr  drss«  beelimmt, 
wodnreb  man  an  dem  gleicben  Rejinitate  wie  in  No.  12)  geflibrt 
wird. 

s 

Nhnmt  man  bei  Unfersocbung  des  grussten  Werthes  von  Va' 
Mch  auf  die  zirischen  den  ganzen  Zahlen  liegenden  Bruchwerthe 
RgclKeicbt,  und  hebt  also  die  in  No.  II)  liegende  Beachriinkung 
auf  ganae  Zahlen  auf,  ao  ergibt  eicb  ein  anderes  Reanltat  ala  in 

No.  II),  und  man  hat  den  Ausdruck  fiQr  jeden  beiiebigen  Werth 
TOD  X  auf  ein  Maximum  zu  uutersucben. 

Setzt  man  zu  dem  Ende  y=^.r^  =  j^*  und  wendet  die  von  mir 
im  t!2sten  Bande  S.  401.  dieses  Archivs  angegebene  Methode  zur 
Benttmmung  des  ersten  und  /.weiten  Uiffereoiialquotieoten  au,  so 
ist  lgV  =  zlgJ^,  und  man  erhält: 

a^ar^Clgd^-fxdlgdr), 

worau»  sich  durch  Differeuzirung  und  EiofÜhruog  der  aogegebe- 
oen  Wertbe  ergibt: 

Üurcb  wviederhoites  Differensiren  entsteht: 
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Hieraus  gewinnt  man  darch  Ansfilbrang  der  angezeigten  GescbSfte 
und  Einfiihrang  von  Bx*  ana  No.  13): 

Ana  dem  ersten  Differenzialquotienten  ist  I— lg:r=0.  FShrt 
man  dieaen  Werth  in  No.  14)  ein,  ao  irird  der  zweite  Differen- 

zialquotieot  negativ.  Daber  hat  der  Auadrnek  V»  «inen  grQaaten 
Werth  für  alao  für  die  Zahl»  deren  natOrlicber  Loga- 

rithme  die  Einheit  lat«  alao  fiir:* 

15)  ^=«=3,7182818284.... 

Das  in  No.  l)  gefundene  Geaetz  ändert  sich  in  folgender  Weiae: 

16)  ....  Vi  s  V  ^  <  y  e  >  V3  >  V4  > 
wie  folgende  Zablwertbe  zeigen : 

17)  .  .  I  <  1,414213    1,444067  >  1,442249  >  1,414213..., 

Die  steigenden  Wurzel  wer  tbe  dea  Ausdrucks         bilden  daher 

eine  Cnrve,  die  einen  Culmlnatlonapiinkt  fBr  V«  und  eine  Aaym- 
ptote  hat 

lü  dem  XX.  Bande  pag.  7.  der  Nouv,  Annales  de  Mathem. 
p.  Ter  quem  findet  sich  von  Beyuac  der  Fall  ISo.  11)  für  ganze 
X  erörtert.  Der  in  No.  16)  gegebene,  ao  wie  die  übrigen  sind 
dort 'nicht  besprochen. 

Aua  r^o.  16)  kann  man  leicht  auf  No.  11)  übergeben.  Der 

Werth  von  Ve  ßlllt  dann  ana,  und  an  aelne  Stelle  tritt  dann  der 

ihm  zunächst  liegende  i/3. 

j.  2.  , 

Aof  gleiche  Weise  kann  mau  den  Auadnick  x  *  auf  ein 

_  1^ 

.Minimum  und  Maximum  untertauchen.    Setzt  man  ^  =  ar  '  =  irS 
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III 

voH  yx  und  einige  dasnit  %u$ammenhängeude  Sät%e, 

so  erhält  man  nach  dem  Vorgänge  von  J«  für  den  ersten  Üif- 
fefentialquotienten : 

llnrcb  ivtederholtes  Differensiren  enteteht: 

moA  bierm  'durch  Ausfährung  der  angeseigten  Geschfilte  und 


1 


Einfähraog  voo  dz  *  aus  ^o.  \)i 

— *       _i  _i 

Führt  man  aus  iSo.  1)  den  Werth  1  —  ig.T  =  Ü  in  No.  2)  ein,  .-sa 
wird  d«r  Werth  des  zweiten  Differenzialquotieoten  positiv  und  es 
_  * 

entsteht  für  x   *  ein  Minimum,  wenn  l~lga:  =  0,   oder  wenn 


 #»e=s2»71»28]8.... 

wird.  Uieroacb  hat  mau: 

_  I 

4f .  .  .  .  .  1-i  >  tl-i  >  e  «  <  a-*  s  4-*  <<  .... 

_  1 

Für  ganze  x  tritt  3-i  an  die  i^telle  von  e  *  und  mau  hat : 
S)  1-i  >  2-4  >  3-4  <  4-»  <  !W  <  .... 

Dassdiess  Gesetz  für  ganze  Zahlen  gelte,  lässt  sieb  aut  gleiche 

Weise  wie  in  §.  1.  beweisen.  Vergleicht  man  zwei  MachbargUe- 

 i_  _i 

der(x-|-l)  '4-1  und  X  *  mit  einander,  so  kann  man  »ie  unter 
folgende  Form  setzen: 

 i_  t 

it\  (£±2>!i'--n-^+i>^i  __L__ 
 1  
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Hier  treten  die  nSrolichen  Bemerkangeo  in  Kraft,  welcbexn  No.8) 
{.  2.  gemacht  wurden,  jedoch  mit  dem  Onterechiede,  dase  mm 
ein  Kleinstes  an  die  Stelle  des  Grünsten  tritt,  and  man  erhilt: 

7)  <^±i>;±'<i 

fflr  «  ^  ^»  und 

 i_ 

8)  ^  ^  \      >  1 

iür  o:  I~  3.   Hiemit  ist  No.  5)  ben  iesen. 


{.  3. 

Die  vorstehenden  Erurtemngen  geben  ^' er  anlassung  zur  Be- 
stimmang  der  Grenswertbe  verschiedener  hierher  gehöriger  Aus* 
drOeke.  Sie  werden  im  Folgenden  fliiersiehtlich  neben  einander 
gestellt: 

I)  Lim(l4*^'=e>  2)  Lim(l + 

m 

für  ein  bestSndig  wachsendes  w  oder  dP=OD; 

3)   Lim(H-^)'  =  l,  4)  Lira(H-^)-*Äl 

für  ein  bestfindig  fallendes  x  oder  ^=(1; 

für  ein  beständig  wachsendes  jc; 

1  _  I 

7)  Lim«'  =  c»,  8)   Lim;c  '  =  0 


für  ein  bestindig  fallendes 


1 


9)   Lini;r*+i  =  l,  10)   Lini;t  '+i=rl 

für  ein  bestindig  wachsendes  si 
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ton       nnd  eM§e  dumn  %Hsammenkä99ende  Säl%0,  * 


1 


1 


11)    Liiiia;^+i  =  e30,  12)  LiniÄ"  *+i  =0 

fSr  eiD  bestiiidig  falleodes  x\ 


I 


13)   LiinCar-i-l)^==  1,  14)  Lim (.t -f  I) 

Rir  «in  besCIndig  vrachsenctes  x ; 


1 


15)    Umipc^r^y-  e,  16)  Liin(.r  +  1)  ^  =  e-* 

Hir  ^  bestlndig  fallendes 


I 


17)   Liiii(a:-|-l)'+i=:  1,  18)   Lim(arfl)  ^i»  =  l 

PSx  ein  beetfiodig  iracbeeiides  x\ 


1 


19)   Lim (or  + 1)'+»  =  20)   Lim {x  \  l)        =  e-» 

Ar  ein  bestSodig  falleodes 

1 


1 


11)    Lim x'('+>)  =  1 ,  22)   Lira x  ~  '('Vi;  =  l 

fdr  ein  bestftndig  wachsendes 


23)   Liniar*(*+»)=c«,  24)   Lim^  'UTC^Ü 
för  ein  beständig  fallende«  x\ 

JL                                         _  JL 
2&)  Mm-— — j — 26)  Lim^ —  =1 


liSr  ein  beständig  wachsendes  x\ 

1 


für  ein  beständig  fallendes  x\ 


I 


29)  Limi£±^'=l.  30)  Lim ^^+15^1^  =  1 

für  ein  bestandig  wachsendes  x\ 

Theii  XUl,  a 
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ror  ein  bestSndig  fallendM  »*. 

Aus  der  Vergleicbung  dieser  Reseltate  erBcbKeest  eich : 

l 

Lim  a:  '  =  t 

Lim  o;' 

U.8.W.   Ferne»  l»t       =  0,367870441171442321596.... 


III  i  8  G  e  i  i  e  n. 


Sehrelbeo  des  Herro  Dr.  G.  F*  W.  Baehr  in  Groningen 

an  den  Herausgeber. 

J'al  vodsnsuDedes  livraisons  de  l'^Arcbiv'*  (T.XLI.  |>.  HS,), 
qal  tn'est  venne  en  maios  tr^s-terd»  quo  vous  aves  donnö  une 
ezteosion  ä  la  propri^t«  de  l'ellijpse,  4odI  j'svais  parlö  dsM  les 
uMondee"  etc.  Je  profite  de  cette  occssion  pour  rotis  coroma- 
niquer  eneere  noe  g^neralisation,  dont,  peiit-4tre,  voos  pourres 
faire  nsage  ponr  les  MMiscellee." 

Si  l'on  dirtse  toutee  les  cordes  d*iioe  conique ,  qai  concmirent 
en  HD  m4me  point,  dans  an  rapport  deiui^  (de  sorte  que 
ebaqne  corde  il  y  a  deox  potnts  de  dfvision),  le  Ken  gdomdtriqite  de 
ees  peints  de  division  sera  nn  syst&me  de  deaz  eoniqnes  sem- 
blables  et  semblablemant  pbedes  k  U  premiftre,  qaand  le  point  de 
eeneoars  est  pris  sar  la  coniqve  eile  m4nie;  ceeystöme  se  rddoll 
k  ane  seale  eeniqne,  qnelqne  seit  le  pehit  de  ceneeurs,  sl  le« 
eerdes  sent  divisdes  en  dem  paftiee  dgalee. 
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Cette  (iropriete  e^t  trös  facile  ä  demoiitrer  pour  le  eeid«,  00 
qnl,  par  les  propriet«»!  projectives  des  fi^uren,  (a  d^montre  ausai 
jiour  une  seclioii  <|uelconque  du  c6ne.  Cependant  ia  dömonstra- 
tiori  anaivtrqtio  rionne  eil  nienie  ferops  tont  ce  qui  est  nöceaaaire 
pour  deterniiiier  entierement  le  lieu. 

Preiiant  convenablement  Ia  direction  des  ms,  ef  rorigioc  au 
point  de  conconra  des  cordea,  i*^uatioo  de  Ia  eoniqua  am  gM^ 
raleiBent 

fahMi  X  =zrCo8(p9  ^  =  rSin9,  eile  devient 

MCaa*9 4  i^Siii -f  (CCoag»  4  DSinip)r  -f  £  «  0» 
et  doitnera  pour  r  les  deux  valeura:  ri=P:t.VQ,  r^^P^  yQ,  oh 


CCoay-f />Stpy 


de  aorte  qne  rg  —  eoit  Ia  loogueur  de  Ia  corde  qui  correapood 
I  l'angle  9.  Le  rayoo  Tecfeur  p  du  potnt  qel  divlee  eette  corde 
dami  le  rapporft  da  /»  4  9  aera  donc 


c*eal'i>dire,  poaanC 


•a  aara»  paar  l'dquatioii  polaire  da  Heu  dea  peiota  de  divialoo. 

doai  oa  d^duit,  aprM  la  aebattlalioo  de«  valeora  de  P  et  0,  et 
iMiplaciiit  f  Coa^  et  ^Sin^  par  «  et  |f,  paar  rdqaatloD  de  ee 
lee  an  eoordonndee  rectangnlidree, 

General  cm  ent  cette  dquation  aera  du  qoatritaie  ddgrd;  maii  ai 
To«  a  £esO,  c'eet»i*dire«  ai  le  peint  de  concoara  des  eordea 
•it  prie  aar  k  eeniqee  eile  aidne«  eile  ee  rdduit  4 

«•q^ladiqee,  qoelqae  eeit  i&,  uo  ayet^ne  de  dem  eonlqnea 
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•embUles  et  sembiableinent  placäes  k  Ja  premi^ie,  et  passant 
parle  point  de  cenconrs.  Si  Tod  a  |frsO>  on  |>  =  <7,  cest-ä- 
dire  s!  les  cordes  sont  divis^es  en  deiix  parliea  ögales,  Ti^qaa* 
tion  du  quatri^me  A4gt6  se  r^doit  a 

qaelque  soit  E  etc.  Des  equations  trouvees  on  deduira  aia^meot 
te  rapport  de  «»imilitude  et  le  centre  de  airoilitude  qui  cerreapend 
aa  point  de  conceura. 

Groningue  21.  Avrii  1864. 


Betreffend  den  im  Arcliiv.  Tlil.         Nr.  XXVU.  ciilwickeUc» 
WiclitigeD  aUgemeiuen  Satx  von  den  Flächen.'^ 

» 

ROcksichdicb  des  ▼on  mir  in  der  Abhandlung: 

Wiebtiger  allgemeiner  Satz  von  den  Flächen  Von 
dem  Herausgeber.  Archiv.  Tbeil  XLI.  Nr.  XXVU. 
S.  241. 

ausfuhrlich  entwickelten  und  begrfiudeten  allgemeinen  Satzes  von 
den  FIfiehen,  der  nach  meiner  Meinung  ausser  seinem  altgemeinen 
geometrischen  Interesse  namentlich  für  h5here  Cleodäsie  ron  be- 
sonderer Bedeutung  ist»  —  was  auch  mein  leider  non  verstorbener 
Freund  Gerling  iu  Harburg,  welcher  in  au  1*  GeodSsie  Bezug 
habenden  Dingen  immer  als  eine  AutoritSt  zu  nennen  sein  wird, 
in  seinem  letzten,  nicht  lange  vor  seinem  Tode  an  mich  geschrie- 
nen  Briefe,  wenigstens  rflcksichtlich  des  speciellen,  das  Ellip* 
seid  betreffenden,  von  mir  damals  fflr's  Erste  nur  bewiesenen 
Satzes  (Archiv.  Tbl.  XL.  S.3I2.),  freudigst  und  freiwillig  aner- 
'  kannte,  —  hat  der  durch  verschiedene  schdne  Arbeiten  den  Mathe- 
matikern Iftngst  in  der  vortheilbaftesten  Weise  bekannte  Herr  t^rofes- 
sor  Eugen io  Beltranii  an  der  Universität  in  Pisa*)  in  einem 
überaus  freundlichen  Briefe  (Pise,  20.  Avrll  1864)  mir  die  ffir 
mich  in  jeder  Beziehung  Interessante  MIttbeilang  gemacht,  dass 
sieb  der  in  Rede  stehende  Satz,  ganz  in  derselben  Form  und  auf 
denselben  Ausdruck  gebracht,  wie  er  von  mir  in  Tbl.  XLI.  S.  292. 
und  S.  293.  gegeben  worden  ist,  mit  besonderer  Leichtigkeit  auch 
aus  der  allgemeinen  Theorie  des  Maasses  der  Krilmmung  von 
Gauss  ableiten  Uisst.  Indem  ich  mich  sehr  freue«  dass  der  Sats 


*)  Herr  Beltranii  ist  jetzt  orilcutlichur  l'rofvH«ur  der  thcorc(i«clicn 
Geodiiie  aa  diw  genannten  UnivortitnC 
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eioft  solche  neue  Bestätigung  erhalten  bat,  und  Herrn  Bei  tranii 
für  seine  .Mittheilung  meinen  wärmsten  Dank  ansspreehe,  ertaube 
ich  mir,  die  den  Satz  specieil  betreffende  Stelle  «eines  Brief«,  mit 
Weglassung  alles  Uehriuen,  was  jetzt  nicht  hierher  gehOrt,  nach- 
stehend  abdrucken  zu  lassen,  wobei  ich  bemerke,  dase  Herr  Bei* 
tranii  sich  int  Folgenden  durchgängig  der  von  mir  in  der  ange- 
fikrten  Abbandlang  gebraucbten  Zeichen  bedient  bat: 

„Püur  CO  (jui  fst  du  thoor^me  fondamentai,  page  r>'>*),  ü  est 
»ans  doiite  tres-rtiuarquable,  surtout  si  on  le  rapprt  x  ho  ilecelui 
que  Uauöä  a  doniie  relaliveinent  k  ta  mesure  de  l;i  tuiirimrc,  et 
qut  neu  devient  que  [dus  important  et  plus  si<^ni(icatif.  Je  re- 
narqne  que  sa  verite  peut  4tre  rendue  pre&ijue  evidente  ])ar  hi 
cooaideratlon  de  Tindicatrice,  qui»  dans  l'hypothesc  7'<0.  est  unc 
elfipee.  Soll  en  effet  q  un  des  rayons  de  cettc  ellipse.  Lc  ra\  on 
de  covrbure  R  de  la  section  normale  correspondunte  pcut  etre 

dibigad  par  ^s,  et  par  suite  on  a»  auWant  voa  notationa,  M  (B) 

0 

^'^dio.    Or  nl^dw  est  le  doubie  du  aecteur  elliptique 

cooipris  eotre  ies  deux  layoiis  iiilinimeut  proches  q(u})  et  (f(w-{-dw), 
daac ^"«^  eet  Taire  totale  de  l*elllpae,  n^lifHf',  d*ou 

«JT   

M{K)  =  ^WW.    Mais  treü  probablenicnt  cctte  rcniarquc  nevou* 

e«(tpas  echappe  bien  que  vous  ayez  prefere,  et  avec  raison, 
de  demontrer  ic  theor^roe  a  l'aide  des  sentcs  formules  fondamentales 
de  la  tbeoric  des  surfaces,  sans  vous  appuyer  sur  des  notions  nioiius 
simples  ou  mnins  directes.  Celles- ci  du  teste  pourruiciit  tirer  bleu 
fadlement  de  vos  formules ,  dans  lesriuelles  elles  sont  impiu  itemeut 
contenue.«! .  ainsi  »pie  beaucoup  d  aiilre^  .  dont  voris  nvpz  pent  etrc 
donne  le  dev('!np|ipnient  dans  le  Memoire  inlitiile  „  Al  I  u  in  e i  n  e 
Theorie  der  K  r  ii  ui  iiuin  g  d  er  Klaclnn"  que  vous  citez  au  com- 
mencemeot  de  celui-ci,  et  que  je  regrette  de  ne  pas  connaitre.** 

Erlauben  darf  Ich  mir  wohl,  dem  Obigen  noch  binauauffigen, 
data,  wie  auch  Herr  Beltrami  vollständig  anerkennt,  meine  in 
der  Abhandlung  Tbl.  XU.  Nr.  XXVlf.  gegebene  Entwiekelung  eine 
duKhaus  aelbatständige  Ist,  die  auch  noch  an  mehreren  anderen 


*)  Die«o  rugtiiu  bf/.itlii  «iirh  But  diu  Si  puraliibiiruckc  der  Abbtind- 
iMng;  im  Art  liiv.  ThI.  \LI.  S.  2!«2  iinil  S 

**)  Die  von  llerro  Beltrami  geinüchu- bcuicikuiig  wui  iiiii  iu  der 
Tlmt  enlgangrn. 
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bemerkerisivertben  analytischen  Ausdrücken,  s.  B.  für  die  Halb- 
messer der  grössten  und  kleinsten  Krümmung  u.s.  w.,  geführt  hat, 
welche,  so  zu  sagen,  als  ganz  rndopendent  zu  betrachten  sind, 
wobei  ich  auch  wiederholt  auf  meine,  das  allgemeine  dreiaxige 
Ellipsoid  specieil  lK'ti  efleii(3e  Abhandlung  in  Tbl.  XL.  Nr.  XXI., 
auf  die  in  derselben  durchgängig  in  Anwendung  i^chracliten  redu- 
cirten  Länuen  und  reducirten  Breiten  (m.  s.  fibor  diese  für  das 
dreiaxiL;c  Ellipsoid  von  mir  neu  eingeführten  ßegrifife  mit  Meh- 
rerem  Archiv.  Tbt.XXXVl.  Nr.  VlÜ.  S.79.).  u.8.w.,  verweise. 

Mitte  Mai  1864.  Grunert 


Ueber  einen  Sate  von  dem  Ellipsoid. 

Voa  Herrn  F.  Uof erdinger,  Pniitisor  der  iMnibciuatik  an  der  Ober- 
rcaUcbule  am  niiucrniiiarktc  in  Wieu. 

In  ThI. XLl.  p.  118.  hat  Herr  Professor  Grunert  den  Satz 
bewiesen :  Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  durdi 
denselben  Punkt  gehenden  Sehnen  einer  Ellipse  (der  Punkt  mag 
innerhalb  oder  ausserhalb  liegen)  iat  wieder  eine  Ellipse,  deren 
Mittelpunkt  auf  der  Mitte  der  Strecke  liegt  svriscben  dem  gege* 
benen  Pankt  vnd  dem  Mittelpunkt  der  gegebenen  Ellipse,  deren 
Axen  zu  denen  der  letzteren  parallel  sind  und  welche  immer 
durch  die  beiden  genannten  Punkte  geht.  Verwandelt  sieb  die 
Ellipse  in  einen  Kreis,  so  ist  der  genannte  geometrische  Ort 
auch  ein  Krcts,  Mclchcr  djirch  den  festen  Punkt  und  den  Mittel« 
punkt  des  gepjolfonpn'Kreises  geht,  deren  Entfernung  also  seinem 
nurchnipspcr  t^ieich  ist.  Liegt  der  feste  Punkt  in  der  Peripherie, 
so  benihrt  der  Ortskreis  den  ijpgcbenen  von  Iniirn  in  f!cni  festen 
Punkt  und  in  diesem  Falle  ist  der  Beweis  seiner  Ortseigenscbatt 
auch  nach  der  Euklid  sehen  Methode  leicht. 

Dieser  SaljE»  welcher  gevrbs  noch  fdr  die  Linien  der  zweiten 
Ordnnng  flberbaupt  einer  bemerkenswertben  Verallgemeinerong 
lUhig  ist,  bat  mich  angeregt,  darfiber  nachandenken,  ob  nicht  ein 
lihniielier  Satz  für  das  dreiaiige  Ellipsoid  gefunden  werden  kann. 
Nacbfolgend  dasResnltat.  —  Unter  der  gewöhnlichen  VemossetsnDg 
fSr  die  Stellnng  des  rechtwinkeligen  Ceordinaten«  Systeme  Ist  die 
Gleichung  des  Elllpsoldes: 

die  Gleicfattngen  der  Gereden,  welche  durch  den  festen  Pnnkt 
(«'f  y'»  «')  geht,  seien: 
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Werden  liiese  drei  Gleichungen  nach  x,  y ,  x  aufgeiiiset ,  .so  er- 
Jiilt  man  die  Coordinnten  der  Durchschnitte  der  (Geraden  mit  der 
Fliehe.  Eliminirt  man  der  Reihe  nach  2,  dann  x,  2»  dann 
jf,|,  80  folgt: 

oder,  wenfi  mau  enttvtckclt  und  nach  absteigenden  Potenzen  von 
jc,  y,  z  ordnet:  ^ 

»' tW+Ä) + 2*  Isla  -i*'^ + *>!  +'^'="- 

wobei  C,  C\  C"  die  von  x,  tj,  z  tinabharigigcn  Glieder  bezeich- 
nen. Die  Auflösung  dieser  drei  quadratischen  Gleichungen  gibt 
die  Coordinaten  ^1^1  und  x%y2i^  der  zwei  Punkte,  in  welchen 
db  durch  den  Punkt  (x*,  z')  gehende  Sehne  die  krumme  Ober- 
IlScbe  schneidet.   Sind  nun  u,  r.  tr  die  Coordinaten  des  Mittel« 

Jiaktes  der  Sehne,  so  ist  bekanntfidi  2»=s^|4*^s»  ^^'syt'fjfs* 
-f  xj.  Denkt  man  «ich  die  vorstdieoden  Glpichmigcn  (3) 
der  Reibe  nach  durch  die  CoefBcienten  von  x^,ff*tt^  divtdirt,  so 
nOnen  die  alsdann  entstehenden  CoefBdenten  von  x,  mk 
•nl||«geiigesetzten  Zeichen  genommen»  nach  einen  bebaiinlen 
Theoreme  der  Reihe  nach  gleidi  srin  Xi-^x^,  5l43fit  h-^H* 
Auf  diese  Art  erhftit  man  folgende  Gleiehungen  s 

(4) 

o«  +  ^»  +  c« 

•u«  ^eichen  man  mit  Leichtigkeit  folgert: 
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Diese  Werthe,  in  irgend  eine  der  GleicfaiiDgen  (4)  eingesettf, 
geben  als  Gleichung  des  gesochten  geometrischen  Ortes: 

o<ler  auch : 

(5) 

welche  offenbar  ein  Elltpsoid  bezeichnet,  dessen  drei  Axen  der 
Reibe  nach  zu  jenen  a,  6,  c  parallel  sind;  und  wenn  wir  sie 
durch  a',  6',  c'  bezeichnen,  so  ist: 

 (6)   

während  Ix',  ,  ^z'  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunktes  sind. 
Wie  man  sieht  wird  die  Gleichung  (5)  erfüllt,  sowohl  für  N  =  r 
=sto=0«  als  auch  für  u=x'f  v=y' ,  w=z'\  es  gilt  daher  folgender 

Lehrsat  X* 

Der  geometrisehe  Ort  der  Mittelponlcte  aller  durch 
denselben  Punkt  gebenden  Sehnen  eines  Ellipsoides 
(dieser  Punkt  mag  innerhalb  oder  ausserhalb  liegen)  ist  ein 
Ellipsold,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Mitte  der  Strecke 
liegt  swischen  dem  featen  Punkt  und  dem  Mittelpunkt 
des  gegebenen  Ellipsoides,  dessen  Axen  parallel  sind 
SU  den  Azen  des  primitiven  Ellipsoides  und  welches 
Immer  durch  den  Mittelpunkt  desselben  und  den  festen 
Punkt  geht 

Verwandelt  sich  das  Ellipsoid  in  eine  Kugel,  so  ist  aucli  det 
gesuchte  Ort  eine  Kugel,  deren  Gleichung: 

(7)      (11  -  \xr  +  (0  -         +  {^o  -  iz'f  =  i  {x"'         f  2««) ; 

dieselbe  r^cht  also  immer  durch  flen  gegebenen  Punkt  {x'y'z')  und 
durch  den  Mittelpunjtt  der  primitiven  iuigel;   die  Entfernung  die 
ser  zwei  Punkte  V".t'* -f  i/*^ -f  t'^  «st  ihr  Durchmesser.    Liegt  der 
feste  Punkt  auf  der  Ober  1  lache  der  geg,ebenen  Kugel,  so  he* 
rQhrt  die  Ortskugel  dieselbe  von  Innen  in  aiesem  Punkt 

Es  hat  keinerlei  Schwierigkeit«  Xhnliche  SItse  fdr  das  ein>  und 
sweitheilige  Hyperboloid,  sowie  ßir  das  elHpt  Paraboloid  auranstellen. 


s 
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lieber  die  Beartheilaog  der  Worseln  einer  Toigel^- 

ten  cubischen  Gleichung. 

CZ«dt«Abllidiing,ab]rerlMlnmga«rAbUiiälttigNr^  8.68.) 

Von 

Herrn  Ferdinand  Kerz,  f 
ll^j«r  ia  dem  GroaihereogU He««i«chen Gendarmerie-Corpa  in  üarmtUdl. 


41. 

Wir  kriniieii  nach  der  ersten  AbtbeiJujig  iüe&«r  AbhaniUBOg 
liW  <*ieicimngen  ?on  der  Fcntoi 

0  =  114^-1' cy«-|-y> 

tür  welche  al-jo  die  ('oef(icietiten  der  Glieder  zum  Tiieil  auch  nega- 
tiv oder  Niill  sein  können,  in  zivei  Hauptklassen  abtheilen;  näm- 
lich in  8ülciie,  fiir  welche  das  \  erhaitniss  der  ropr(iri«Miten  der 
ersiteti  und  /weiten  Potiriz  der  Unbekannten,  6  und  c,  die  Müg<- 
Uchi^eit  nur  einer  reellen  Wurzel  gestattet,  was  für 

c*<36 

ateU  der  Fall  ist,  und  in  solche,  fär  welche  dluises  \  erhSltnis» 
die  Mn<;Iicbkeit  dreier  reellen  Wurzeln  zulässt;  d.  b.  für  welche 
die  Bedingung 

Da  für  die  Bedingung  c^<36,  />  niciit  negativ  nein  kann,  »o 
SBhuren  /  i  liieeer  Kategorie  folgende  vier  verschiedene  Formen: 
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-  +     +  + 

-  +    -  + 

41. 

Befreit  man  jede  dieser  Gleicfauageii  von  dem  Gliede  e^, 
indem  man 

IlBr  ff  echreibtt  so  ergiebt  sieb: 

A  B 

«OS  welcher  Darstellung  hervorgeht,  dass  B  stets  potitiv  ist.  Er- 
innern wir  uns  nun  der  cardanischen  Formel 

so  überzeugen  wir  uns  leicht,  dass  für  einen  positiven  Werdl  von 
B  die  Quadratwurzelgrusse  dieser  Formel  stets  reelle  nod  dass 
daber  die  cardanische  Formel  zur  Auflösung  derjenigen  enblsebmi 
Gleichungen,  für  welche  das  Quadrat  des  Coeffidenten  der  swei- 
teo  Potenz  der  Unbekannter  kleiner  Ist  wie  der  drellacbe  Coeffi- 
eient  der  ersten  Potena  der  Unbekannten ,  prafcHscb  braucbbar  sei» 

Indem  wir  uns  vorbehalten,  auf  diese  Klasse  von  Gleichun- 
gen zurückzukommen»  «rollen  wir  wieder  die  Bedingung  >  36 
anterstellen. 

Anstatt  der  Glelebnag 

künnea  wir  sehreiben  t 

2)  0  =  +  27a  +  »6%)  +  3e(%)H  (^)». 

Findet  hierfiir  die  Bedingung  (17.  A.^jj  statt,  jst  ofimlich: 
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9  27a  =  36c- 36) (c±  ^'^m, 

4)  .    C3y)  =  -c±2Vc«— 36,  [17.  B.  7)] 

und  tolglicb 

5)  +c+üV^?^+(%) 
ein  geoaner  Faktor  der  Gleichung  2). 

Tiadet  aber  ffir  Uleicbung  2)  die  BedinguogsuDglelcbuog 

[I7.A.^|]  Dtatt,  ist  nlmKch: 

6;  27a  ^  36c— 2(c»-  36)  (cdb  V^c«^^)  > 

nd  setsea  wir: 

udeiD  irir  q  so  wäblen,  daas 

8)  »9  =  86c  -2(i«-36)  (cdb  Vc*^36) 

Ut,  (ia  nelcbeoi  Falle  aiöu  auch  r  eine  bekannte  Grüsae  auadrilekt)» 
80  sei: 

\))  (3y)  =  — c4:2  Vc*-36+p, 

in  welchem  Aaadrack  |i  ein«  noch  sä  bettimmende  GrOsse  be> 

zeichnet. 

1b  dieaem  Falle  mosa 
eis  geoauer  Faktor  der  Gleichung  2)  sein. 

44. 

Wenn  wir  nnn  Hie  Gleichung  [43.  2)J  in  Bezup  aul  den  hypo- 
Ikettschen  Faktor  [43.  10)J  serlegeo,  ao  ergiebt  aicb,  indem  wir 
Mcb  fallanden  Potmien  ovdneo: 

1) 

0 = W + 3c  (3y)*  +  96  (3y)  +  27a 
=^C3y)HlcT2^i*=36-p](3y)«+ [2c+2  V^?^+ri(%)« 

f  [J26  -2c»iF  2c  Ve*-U  -  (u  ±4  V?^)  .p  -p«l(3y) 

-|'[^^a6j:3eV^c*-36  +  (ci:4  V^c?-^6).|>+p*l(%f) 

+[36c— 2(«*-36)(c±V^  c»-.36)-9(€»-36).p+6V3«^.p«-/i'. 
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Da  Iran  nach  [43.Q^8)] 

sein  111088,  so  folgt»  im  Hlnbiicke  aaf  [43.  alsbald: 

3)  i7(i:r)=:-fl(c*-.36).pT6Vl?::^.;i«-pi 
oder  « 

4) 

Selzen  wir: 
«o  folgt: 


46. 

In  gleicher  Weise  folgt;  wenn 

2)  27a  >  36«    2  (c^  ^  36)  (c  ±  \r^-:-Sb)      [17.  A, 

ist»  und  wenn  man : 

«i«fzt, 

^)  J:i«=-9PT6I»-|». 

Weimp  negativ  ist,  so  erhalten  auch  die  nngeradeo  Potenzer 
von  P  das  entgegengesetzte  \  orzeichen  und  es  ergeben  sich  bo- 
mit  acht  Falle  der  veradiieden^B  Z^enwefhael  Olr  die  G^- 
chungen  1)  und  4j. 

5)  Es  ISsst  eich  indessen  leicht  nachweisen,  das»  sich  dieic 
acht  Ffille  aitf  felgtode  swet  Hauptfalle  zsrüQkXühreo  lassen ; 
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S4wie.  daj»9  der  (lieichung  I.  drei  reelle,  der  Gleichung  11.  aber 
tbe  reelle  and  zwei  imaginäre  Wurzeln  entsprechen. 

46. 

Waren  ivir  im  Stande,  diese  beiden  Gleichungen,  filr  welche 
das  Quadrat  des  Coefficienten  der  zweiten  Potenz  der  Unbekann- 
ten gleich  ist  dem  vierfachen  Coenicletilen  der  ersten  Potenz  der 
Unliekannten ,  n.inilirh  6*  =  4. 9,  nllgemein  aufzuli^sen,  80  liesse 
sich  p  und  somit  uucii  y  aligeiueiu  beötiintuen. 

Da  diese  Gleichuiigeii  indeeeen  nur  iwei  veriaderiiehe  Gritoeeii, 
U  niid  P,  enlhalteo»  «relelie  voo  einander  abbingen,  ce  kOsn«tt 
iie  ena  aar  Bildung  von  Tabellen  dienen,  welcbe  Rlr  anf  einander 
Mlgende  Werfbe  ven  R  die  angebSrigeo  Wertbe  von  P  angeben, 
aad  welche  daher  llOr  Warthe  von  1^  welcbe  In  Ihnen  nicht  genan 
calhalteo  aind,  anniherade  Warthe  van  und  aamit  ancb  von 
p  and     in  ZablenfUlen  liefern. 

Wir  haben  nach  ihnen  aelcbe  Tabellen  naebatehend  eatwor- 
liea,  welche  aelbatredend  einer  grossen  Erweiterung  ftbig  aind. 

Ehe  wir  jedoch  von  denselben  Gebrauch  machen ,  ivollea  wir 
die  bisher  gefundenen  Resultate  auch  auf  die  verschiedenen  nitSg- 
icben  Vorzeichen  der  allgemein  gegebenen  cubischen  Gleichung 
aaweaden  und  zusannienst eilen.  Hierbei  wollen  wir  der  Kärae 
wegen  den  Werth  von  q  [43.  8.] ,  wenn  (lir  ihn  daa  ol^re  Vor* 
leichen  iler  WurzelgrOaae  gQltig  ist,  mit  9+  und,  wenn  Ar  ihn 
das  entere  Vorzeichen  gültig  iat,  mit  f—  bezeichnen. 
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% 

Zusaromenstelliing  der  verschiedenen  FSÜe,  u  eiche 
•  ich  sur  anaäiieroden  Bestimmung  der  reellen  Wurzeln 

einer  vorgelegten  eubie eben  Gleichung  0=a+6jr-|-C!yM'^» 
<^>36  voranegeeetst»  ergeben. 

47. 

0=  +  u  -f  6^  +  CT/«  +  y\  C«  <  46. 


+  27^=36c— 2{e»-36)  (cdb  V^«— 36). 


1) 

Tab.  ii. 

(3^)  =  -  c + 2  V^c«— 36  + 

-  + 

3) 

a  <  ^r- 

7— — o=r 

  + 

4) 

a>  ^f- 

a — 9-s=r 

48. 


0=^a-f6^-|-c^>-|-^>.  c«>46,  fiur  +a. 

+27y  =  36c— 2(c«— 36)(ci:Vc*-36).        c*^46,  fur-a. 


1) 

Tab.  II. 

(3y)=~c+2Vc»- 

■36+p 

«) 

«  I. 

-  + 

3) 

+  «<  +  ^- 

— o=r 

„  I. 

+ 

4) 

«  IL 

49. 


0=+o— 6y  +  cy*+y*. 


TS7^«-36«-3(€*-f-36)(cdk  €>-|-36). 


1) 

— o<— 

Tab.  U. 

(3^)=  -  c  +2V^  c*+  36  +  p 

2) 

a— r 

„  I. 

-  +  - 

3) 

+  a<  +  9- 

— a  =  r 

„  1. 

  + 

4) 

„  u. 
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50. 

  ,    ,        ,   IJ.  M 


1) 

a=r 

Tab.  U. 

^1 

«  I. 

+  -  + 

3} 

^_ — a=r 

»  I. 

+  + 

^)  1 

—  «<  — ^r- 

M  II. 

-f  +  + 

61. 


0=i:«  +  Äy-c^*  +  y*.  c»>46,  für  -a. 


±279  =  — 366  +  2  (««—3Ä)(cdb  V^c*— 36).      ^46,  für  +a. 


1)1 

+  «>T7+ 

Tab.  Ii. 

(3^)=  +  C-2V  c»-3A-p 

+  -  + 

3) 

—  a>  — 9- 

M  I. 

+  + 

4) 

M  a 

52. 

• 

0  = 

1) 

a  — ^-f^r 

Tab.  11. 

») 

+«<  +  fl+ 

+  -  + 

3) 

— a>— 9- 

7-  — a=r 

M  I. 

+  +  - 

+   +  + 
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Xer%:  Mer  die  BehrtheUung  der  Wwrzein 


5a. 

Tabelle  I* 


! 


n 


0,000 
0,001 
0,002 
0,003 
0,004 
0,005 
0,006 

o,oor 

0,008 
0^009 

0,0  i  0 

0,011 

0,012 

0013 

0,014 

0,015 

0,016 

0,017 

0,018 

0.019 

0,020 

0,021 

0,022 

0,023 

0,024 

0,025 

(^,026 

0,027 

0,028 

0,029 

o,oao 


0,<HHM)()()M(}(} 

0,008994001 
0,017976008 

0,02694602/ 
0,033904064 
0,044850125 
0,0ü3r81216 
0,062/06343 
0,071616512 
0,080514729 
0,089401 
0,098275331 
0,107137728 
'(M159S8I97  i 
0,124826744 
0,133653375 
0,142468096 
0,1512/0013 
0,160061832 
0,168840859 
0,17/608 
10,186363261 
;0, 193106648 


0,203838167 
0,212557824 
0,221265625 
0,229961576 
0,238645683 
0,247317952 
0,255978;3ii9 
0,264627 


89940 

S9820 

89700 

89580 

89461 

89341 

89221 

89102 

88982 

88863 

88743 

88624 

88505 

88385 

88266 

88147 

88028 

87909 

87790 

87671 

8«.  ^  11 

87434 
87315 

87197 
87078 
86959 

86841 
86723 
86604 
86486 


0,030 

0,031 

0,032 

0,033 

0,034 

0,035 

0.036 

0,037 

0,038 

0,039 

0,040 

0,041 

0,042 

0,043 

0,044 

0,045 

0,046 

0,047 

0,048 

0,1)49 

0,050 

0,051 

0,032 

0,053 

0,(^4 

0,055 

0,056 

0,057 

0,038 

0,03J) 

0,G60 


0,264627 
0,2732^791 
0,281888768 
0,290501937 
0,299103304 
0,307692875 
0,316270656 
0,324836653 
0,333390872 
0,341933319 
0,350464 
0,358982921 
0,367490088 
0,373985507 
0,384469184 
0,392941125 
0,401401336 
0,409849823 
0,418286592 
0,426711649 
0,435125 
0,443526651 
OJ5M!tj60S 
0,460294877 
0,468661464 
0,477016375 
0,485359616 
0,493691193 
0,302011 

:o,51()319379j 
|0,5186I6  I 


85542 


oBiiir 

85189 


84837 
847|^ 


84485 
8436^^/ 

8413^ 


84016 


83783^^ 
83666 


S33163 
8319gi 

82966  J 
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0,061 
0,062 
0^063 

0,064 

0,065 

OiOee 

0.067 

0.068 
0,0ti9 
0.070 
0,071 
0,072 
0,073 
0,074 
0,075 
0,Ü76 
0,077 
0,076 
0,079 
0,080 
0,0^1 
0,062 
0,083 
0,n>4 

0,066 

0,087 
O.ORS 
OjOtiO 
0,000 


0,518616 

|U,j26900981 
0,535174328 
0,543490017 
0,551686144 
0,5509246^5 
0,666161496 


0^(76366763 
0,584570433 

0,592762509 

0,600943 

0,609111911 

0,617269248 

0.625415017 

0,633549224 

0,641671875 

0,64978-2976 

0,657882533 

0,666970552 

0,674047039 

0,68-2112 

0,690165441 

0,698967368 

0,706937787 

0,714256704 

|0,722264125 

0,730266066 

0,738244503 

0,746217472 

0,754178069 

0,763129 


i>=0,00 

82860 
83733 
82617 
82501 
83385 
83369 
82153 
82037 
81931 
81805 
81689 
81573 
81458 
81342 
81226 
81111 


80880 
S0765 
80660 
80534 
80419 
80304 
80189 
80074 
79959 
79844 
79730 
79615 
79600 


0,090 
0,091 
0,092 
0,093 
0,094 
0,095 
0,096 
0,097 
0,098 
0,099 
0,100 
0,101 
0,102 
0,103 
0,104 
0,105 
0,106 
0,107 
0,108 
0,109 
0,110 

0,111 
0,112 
0,113 
0,114 
0,115 
0,116 
0,117 
0,118 
0,119 
0,130 


R 

0,7^139 

0,770067571 

0,777994688 

0,786910357 

0,793814584 

0,801707375 

0,809688736 

0,817468673 

0,825317192 

0,833164299 

0,841 

0348^4901 

0,85<i63720S 

0,864438727 

0,872338864 

0,880607635 

0,887775016 

0,895531043 

0,903375712 

0,911009039 

0,918731 

0,926441631 

0,934140928 

0,941838897 

0,949505544 

0,957170675 

0,964834896 

0,972467613 

0,98(K)99032 

0,987719159 

0,995338 


z>=o,oo 

79386 
79871 
79157 
79043 
78938 
78814 
78700 
78685 
78471 
78357 
78243 
78139 
78015 
77901 
77788 
77674 
77660 
77447 
77333 
77930 
77106 
76993 
76880 
76766 
76653 
76540 
76437 
763U 
76201 
76088 
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p 

Ii 

0,120 

0,995328 

0,125 

1,033203125 

0,130 

1.070/97 

0,135 

1,108110375 

0,140 

1,145144 

0,145 

K18I89SÜ25 

0,160 

1,218375 

0,155 

1,254573875 

0,160 

1,290496 

0,1  ti5 

1.32GI42I2;j 

0,170 

l,3blül3 

0,175 

1,396609375 

0,180 

K431432 

0,185 

1,405981625 

0,190 

1,5ÜU259 

0,195 

1,53426487.) 

0,200  i 

1,568 

0,205 

l,Gi)  1465 125 

0,210 

1,634661 

0,215 

1,667588375 

0,2-20 

1,700248 

0,225 

1,7  >261062o 

1 

0,230 

1,76476/  1 

0,235 

1,796626875 

0,24 

1,828224 

0,25 

1 ,890625 

0,26 

1,951976 

0,27 

2,012283 

0.28 

2,ori/..?2 

ü,29 

2,129789  j 

0,30  \ 

2,187  1 

R 

0,30 

2,187 

0,31 

2,243191 

0,32 

(2,29b36ö 

U,33 

2,352537 

0,34 

2,405704 

0,35 

2,457875 

0,36 

2,509056 

0,37 

2,559253 

0,38 

2,608472 

0,.H9 

'2,656719 

0,40 

2,7ü4 

0,41 

2,750321 

0,42 

2,795688 

0,43 

2,84Uli)7 

0,44 

2,883564 

0,45 

2,926125 

0.46 

2,967736 

0,47 

a,UU8423 

0,48 

3,048192 

0,49 

3,087049 

0,50 

3,125 

0,51 

3,162051 

0,52 

3,198208 

0,53 

3,233477 

0,54 

3,267864 

0,55 

3,301375 

0,56  . 

3,334016 

0,57 

3,365793 

0,58  . 

3,396712 

0,59  ; 

3,426779 

0,60  ; 

^,456 

75750 
75188 

74627 
74067 
73509 
72953 
72398 
71844 
71292 
70742 
70193 
69645 
69099 
08555 
()8012 
67470 
66930 
66392 

65319 
64785 

64253 
63718 
63196 
0,0624 
0,0613 
0.0()03 
0,0593 
0,0582 
0,0572 


t 
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R 


Z)  =  0,oo 


R 


i>  =  0,00 


0,9U 


3,456 

3,484381 

3,511928 

3,538647 

3,564544 

3,559625 

3,613896 

3,637363 

3,660032 

3,681909 

3,703 

3,723311 

3,742848 

3,761617 

3,779624 

3,796875 

3,813376 

3,829133 

3,844152 

3,858439 

3,872 

3,884841 

3,896%8 

3,908387 

3,919104 

3,929125 

3,938456 

3,947103 

3,955072 

3,962369 

3,969 


284 
275 
267 
259 
251 
243 
235 
227 
219 
211 
203 
195 
188 
180 
172 
165 
158 
150 
143 
136 
0,01284 
0,01213 
0,01142 
0,01072 
0,01002 
0,00933 
0,00S6i) 
0,00797 
0,00730 
0,00663 


0,90 

0,91 

0,92 

0,93 

0,94 

0,95 

0,96 

0,97 

0,98 

0,990 

0,991 

0,992 

0,993 

0,994 

0,995 

0,990 

0,997 

0,998 

0,999 

1,000 

1,00 

1,01 

1,02 

1,03 

1,04 

1,05 

1,06 

1,07 

1,08 

1,09 

1,10 


3,969 

3,974971 

3,9S0288 

3,984957 

3,988984 

3,992375 

3,995136 

3,997273 

3,998792 

3,999699 

3,999756271 

3,999807488 

3,999852657 

i3,9998917S4 

3,999924875 

3,999951936 

3,999972973 

3,999987992 

3,999996999 

4. 

1. 

3,999701 

3,998808 
3,9i)7327 
3,995264 
3,992625 
3,989416 
3,985643 
3,981312 
3,976429 
3,971 


0,00597 
0,00532 
0,00467 
0,00403 
0,(M)339 
0.00276 
0,00214 
0,00152 
0,00091 
005727 
005122 
004517 
003913 
003310 
002706 
002104 
001502 
000901 


0893 
1481 
2063 
2639 
3209 
3773 
4331 
4883 
5429 
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1,10 

1,11 

1,12 

1,13 

144 

1,15 

1,16 

1,17 

1,18 

1,19 

1,20 

1,21 

1,22 

1,23 

1,24 

1,25 

1,26 

1,27 

1,28 

1,29 

1,30 

1,31 

1,32 

1,33 

1,34 

1,35 

1,36 

1,37 

1,38 

1,39 

1,40 


3,971 

3,%jaoi 

3,956528 
3,951497 
3,943844 

3,93i>S/  5 
3,927296 
3,918213 
3,908632 
3,898559 
3,688 
3,876961 
3,865448 
i3,b.'»')  U')7 
3,841024 
3,828125 
1776 
3,M>09ö3 
3,786752 
3,772089 
3,757 
3,741491 
3,725568 
3,709237 

3,675375 
3,657866 
3,639953 
3,621672 
3,603019 
3,684 


0597 
0650 

oruj 

0755 
0607 

0858 
09Ui> 
0958 
1007 
1056 
1104 
1151 
1200 
Uli 
12ÜU 
1335 
1379 
1423 
1466 
1510 
1551 
1592 
1633 
1673 
1713 
1752 
1790 
1828 
1865 
19Ü2 


p 

Ii 

3 

1  il 

3.524807 

1  44 

1,-4 -4 

3  504384 

1  47 

3  441193 

v,tf  <  w 

1  ßl 

3  352:ffil 

J 

1  f»'^ 

3  30lii  77 

1  RA. 

3  282664 

3  258875 

I 

I  ,<J< 

3  '>  10493 

I 

3  1A5Q12 

3 IßtOTfi 

]'t6 

1  61 
1,111 

1  fi9 

:lflAS12R 

3  0Fi93i7 

1  fii 

tj  ^  \/ 1>  t_f  V  *x  *B 

a  (1071  Oft 

1  HR 

1,67  , 

2,954063 

1,68 

2,927232 

1,69 

2,900209 

1,70 

2,873 

2008 
2043 
^)76 
?109 
2141 
217:3 
2904 
2235 
2265 
22d4 
2323 
2351 
237? 
3M6 
2439 
2458 
2^ 

2555 
257Ö 
2600 

2622 

26^ 
2688r 

2702 
27St4 
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/>  =  0,0 

2,873 

2739 

2,818048 

i/üO 

• 

^,73 

2,790317 

2776 

1,75 

2,734375 

1,76 

2,706176 

2820 

1,77 

2,677833 

2834 

1,78 

2,649352 

J,79 

2,620739 

2i?61 

I,SO 
1,81 
1,82 

2,592 

2,563141 

2,534168 

2ö7-l 
288o 

1,^ 

2,50508? 
2,475904 

2910 

1,85 

2,446625 

2\r2b 

1,86 

2,417256 

2937 

1,87 

2,387803 

2[)4^J 

1,88 

2,358272 

OOr*  o 

2\foö 

1,89 

2,328669 

2%() 

1,90 
1,91 

2,299 
2,269271 

Ol  u 

1,92 

2,239488 

1.93 

2,209657 

2yM 

1,94 

2,179784 

2ifi!l/ 

1,95 

2,149875 

2991 

1,96 

2,119936 

1,97 

2,089973 

29% 

1,98 

2,ii.i!nr92 

2998 

1,99 
•2,00 

2,029991> 

2.  1 

299J» 
3000 

n 

F 

1 

2,00 

2. 

2,01 

1,970001 

2,02 

1,940008 

2,03 

1.910027 

2,04 

1,880064 

2,05 

1,850125 

2,0() 

1,820216 

2,07 

1,790343 

2,08 

1,760512 

2,09 

1 ,730729 

2,10 

1,701 

2,11 

1,671331 

2,12 

1,641728 

2,13 

1,612197 

2,14 

1,582744 

2,15 

1,553375 

2,16 

1,524096 

2,17 

1,494913 

2,18 

1,465832 

2,19  ' 

1 ,436859 

2,20 

1,408 

2,21 

1,379261 

2,22 

1,350648 

2,23 

1,322167 

2,24 

1,293824 

2,25  1 

1,265625 

2,26  . 

1 ,237576 

1 

2,27  1 

1,20968;; 

2,28  i 

1,181952 

2,29  ; 

1,154389 

2,30 

1,127 

3000 

2999 

2997 

2996 

2994 

2991 

2987 

2983 

2978 

2973 

2967 

2960 

2953 

294r) 

2937 

2928 

2918 

2908 

2897 

288(> 

2874 

2861 

2848 


28 


2820 
2805 
2789 
2773 
2756 
2739 


134  ICer%:  Veber  die  Beurtheilung  der  Wurzeln 

Tabelle  L 


p 

Wh 

R 

2,30 

1,127 

2,31 

1,099791 

2,32 

1,072768 

2,33 

1,045937 

2,34 

1,019304 

2,35  10,902875 

2,36 

0,966()56 

2,37 

0.940053 

2,38 

0,914872 

2,39 

0.889319 

2,40 

0,864 

2,41 

0,838921 

2,42 

0,814088 

2,43 

0,789507 

2,44 

0,765184 

2,45 

0,741125 

2,40 

0,717336 

2,47 

0,693823 

2,48 

0,670592 

2,49 

0,647649 

2,50 

0,625 

2,51 

OJ302651 

2,52 

0,580608 

2,53 

0.558877 

2,54 

0,537464 

2,55 

0,516375 

2,50 

0,495616 

2,57 

0,475193 

2,58 

0,455112 

2,59 

0,435379 

2,60 

0,416 

r> 
l\ 

2,60 

0,416 

2,61 

0,396981 

2.62 

0,378328 

2,63 

0,360047 

2,64 

0,342144 

2,65  1 

0,324625 

2,6(>  1 

0,307496 

2,67 

0,290763 

2,68 

0,274432 

2,69 

0.258509 

2,70 

0,243 

2,71 

0,227911 

0,213248 

0,199017 

2,74 

0,185224 

0,171875 

•2,7(1 

0,158976 

2,// 

0,146533 

2,78 

0,134552 

2,79 

(),123039 

2,80 

0,112 

2,81 

0,101441 

2,82 

(»,091368 

2,83 

0,081787 

2,84 

0,072704 

2,85 

0,064125 

2,86 

0,056056 

2,87 

0,048503 

2,88 

0,041472 

2,89 

0,034969 

(^029000 

D  =  0,000 


2721 

2702 

2683 

2663 

2643 

2622 

2600 

2578 

2555 

2532 

2508 

2483 

2458 

2432 

2406 

2389 

2351 

2323 

2294 

2265 


2204 
2173 
2141 
2109 
2076 
2042 
2008 
1973 
1938 


1902 
1865 
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2940,784 

3003,125 

12,6 

aütiG,336 

12,7 

3130,423 

12,8 

3195,392 

12,9 

32()  1,249 

13,0 

332^. 

13,1 

3396,601 

13,2 

3464,208 

13,3 

OüüO,U/  / 

13,4 

3604,064 

13,6 

3676,375 

I3,t> 

3747,616 

13,7 

3820,793 

13,8 

3894,912 

13,9 

3909,979 

14,0 

4046. 

14J 

4122,Ü81 

14,2 

4200,928 

14,3 

4279,847 

14,4 

43139,744 

14,5 

4410,625 

14,6 

4522,496 

14,7 

4605,363 

14,8 

4689,232 

14,9 

4774,109 

15,0 

4860. 

P 

Je  - 

15,0 

4860. 

15,1 

4946,911 

15,2 

5034,848 

15,3 

5123,817 

15,4 

5213;824 

15,5 

5304,875 

15,6 

5396,976 

15^7 

5490,133 

15,8 

5684,363 

15,9 

5679,639 

16,0 

5776. 

16,1 

5873,441 

16,2 

5971,968 

16,3 

(i07l,i587 

16,4 

6172,304 

16,6  . 

6274,126 

16,6 

6377,066 

16,7 

6481,103 

16,8 

6586,272 

16,9 

66^,669 

17,0 

6800. 

17,1 

6908,571 

17,2 

7018,288 

17,3 

7129,167 

17,4 

7241,184 

1 7,5 

7354,375 

17,6 

7468^736 

17,7 

7684,273 

17,8 

7700,992 

17,9 

7818,899 

18,0 

793a 

58,921 
59,767 

60,619 
61,477 
62,341 
63,211 
64,087 
64,969 
66,857 
66,751 
67,651 
68,557 
69,469 
70,387 
71,311 
72,241 
73,177 
74,119 
75,067 
76,021 
76,961 
77,947 
78,919 
79,^7 
80,881 
81,871 
82,867 
83,869 
84,877 
85,891 


86,9U 
87,937 
88,969 
90,007 
91,051 
92,101 
93,157 
94,219 
95,287 
96,361 
97,441 
98,527 
99,619 
100,717 
101,821 
102,931 
104,047 
105,169 
106,297 
107,4a  l 
108,671 
109,717 
110,869 
1 12,027 
113,191 
114,361 
115,537 
116,719 
118,107 
U9,10L 
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R 

18,1 

10,2 

CV 1  <  l/,oUO 

IC  0 

10,4 

IQ  K 

Ouul  ,U<£«^ 

lo,o 

o0/O,UIÖ 

10,7 

OOVD,U4t> 

1  c  ä 
lo,ö 

o9o4,OI« 

19,0  1 

Q9*U  Ivl/I 

IQ  K  1 

W«  1,0/ w 

iniklll  ££fM% 
lUUIU,0*ftl 

1  AI  et  1  011 

IQ  fi 
19,9 

tlVMlO  fi^Q 

IvSRf  4,0021 

IQO 

IU1«KI,/Iiv 

iUjou. 

lAftYO  AAA 

1  lU9U,flD/ 

11321,125 

90,6 

Il47«l,a7b 

90,7 

11696,983 

20,8 

11 76  »,95-2 

90,9 

111938,989 
119096. 

91^0 

D 


p 

R 

91,0 

19096. 

21,1 

12255,091 

21,2 

12415,568 

21,3 

12577,437 

21,4 

19740,704 

■1\Sj 

1 2905,375 

21,6 

13071,456 

21,7 

13938,953 

21,8 

13407,879 

21,9 

ioJ78,219 

22,0 

13750. 

92,1 

13993,921 

22,2 

14097,888 

22,3 

14274,007 

22,4 

14451,584 

22,5 

14630,695 

22,6 

14811,136 

22,7 

1499.3,123 

22,8 

15176,599 

22,9 

15361,549 

23,0 

15548. 

23,1 

15735,951 

23,9 

15995,408 

93,3 

16116,377 

23,4 

16308,864 

23,5 

16502,875 

23,6 

16698,416 

23,7 

16895,493 

23,8 

17094,112 

23,9 

17294,279 

94,0 

17496. 

D 


190,30 
191,51 
122,72 
123,94 
125,16 
126,39 
127,63 
128,87 
130,12 
131,37 
132,63 
133,90 
135,17 
136,15 
137,73 
139,02 
140,39 
141,62 
142,93 
144,24 
145,56 
14Ü,S9 
148,22 
149,56 
150,90 
152,25 
153,61 
154,97 
156,34 
157,71 


159,09 
160,48 

161,87 
163,27 
164,67 
166,08 
167,50 
168,92 
170,35 
171,78 
173,22 
174,67 
176,19 
177,58 
1 79,04 
180,51 
181,99 
183,47 
184,96 
186,45 
187,95 
189,46 
190,97 
199,49 
194,01 
195,54 
I97,0ö 
198,69 
900,19 
202,72 
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ATerft:  Oeber  die  BeurtkHlunf  der  Wur%e{m 
TmheUe  II. 


R 


24,0 
24,1 
24,3 

24,3 

24,4 
34,5 

24,() 
24,7 
24,8 
24,9 
25,0 
25,1 
35,2 
25,3 
35,4 
35,5 
25,6 
25,7 
35,8 
25,9 
26,0 

36,1 

26,2 
26,3 
26,4 
26,5 
26,6 
26,7 
26,8 
26,9 
27,0 


17699,281 

17904,1-28 

18110,547 

18318,544 

18528,125 

18739,296 

18952,063 

19166,432 

19382,409 

19600. 

19819,211 

20040,048 

20262,517 

20486,624 

20712,375 

20939,776 

21 168,833 

21399^2 

21631,939 

21866. 

22101,741 

22339,168 

22578,287 

22819,104 

23061,625 

23305,856 

23551,803 

23799,472 

24048,8t^ 

24300. 


203,28 

204,87 
206,42 
208,00 
209,58 
211,17 
212,77 
214,37 
215,98 
217,59 
219,21 
220,84 
222,47 
224,11 
225,75 
227,40 
229,06 
230,72 
232,39 
234,06 
235,74 
237,43 
239,12 
240,82 
242,52 
244,23 
245,95 
247,(57 
249,40 
251,13 


P 

R 

27,0 

24300. 

27,1 

24552,871 

27,2 

24807,488 

27,3 

25063,875 

27,4 

25;3-i  1,984 

27,5 

25581,875 

27,6 

25843,536 

27,7 

26i()ü;jr3 

27,8 

26372,192 

27,9 

26639,199 

28,0 

26908. 

28,1 

27178,601 

28,2 

27451,008 

28,3 

27725,227 

28,4 

28001,264 

28,5 

28279,1*25 

28,6 

28658,816 

28,7 

28840,343 

28,8 

29123,712 

28,9 

29406^939 

29,0 

29üy6. 

29,1 

29984,931 

29,2 

30275,728 

29,3 

3ÜüG8,397 

29,4 

30862,944 

29,5 

31159,375 

29,6 

31457,696 

29,7 

31757,913 

29,8 

32060,032 

29,9 

32364,069 

30,0  j 

32670. 

252^ 

2ö4,e2 

25ti,39 

25S,I1 

259^89 

261,76 

263,44 

265^32 

267,01 

-268,80 

270,60 

272,41 

274,22 

276,04 

277.86 

279,69 

281,53 

283,37 

285,22 

287,07 

288,93 

290,80 

293,67 

294,65 

296,43 

298,32 

300,22 

302,12 

304,03 

306^4 
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Tabelle  II. 


n 


D 


3267  Ü 
36836 


42768 
46646 
60640 

592U0 
63878 

68796 
73  %0 
79376 

90988 
97196 
103680 
U0446 
117500 
124848 
132496 
140450 
148716 
I5730Ü 
166208 
176446 
185080 
194936 
206200 
216818 
226796 
238140 


3166 

3430 
3568 
3778 
3994 
4216 
4444 
4678 
4918 
6164 
5416 
5674 
6838 
6208 
6484 
6766 
7054 
7348 
7648 
7^4 
8266 
8584 
8008 
9238 
9634 


10264 
10618 
10878 

11344 


R 


D 


60 
61 
62 
63 
64 
66 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
76 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
90 


238140 
249856 
261960 
274428 
287296 
300860 
314226 
328300 
342788 
357696 
373030 
388796 
406000 
421648 
438746 
466300 
474316 
492800 
611768 
531196 
551120 

671536 
582450 
6138^ 
636796 
668240 
681206 
704700 

728728 

753296 
778410 


11716 
12094 
12478 
12868 
13264 
13666 
14074 
14488 
14908 
16334 
15766 
16204 
16648 
17098 
17554 
18016 
18184 
18968 
19438 
19924 
'20416 
20914 
21418 
21928 
22444 


23481 
24028 
24668 
26114 


11 
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äerii:  Vektr  die  Bturtheilung  der  Wunein 
Tabelle  II. 


p 

R 

vö 

77Riin 

Ol 

fiAi07ß 

«HB 

93 

Ot>/  Uoo 

94 

884446 

95 

912380 

96 

940896 

97 

97Ü0ÜÜ 

98 

999698 

1 

^  1 

R 

98 

999698 

25666 

99 

10i29.49b 

26224 

100 

1060900 

26788 

101 

1092416 

37o5o 

102 

1 124550 

37934 

103 

11 57^06 

28516 

104 

1190696 

29104 
39698 

105 

1334720 

30396 
30904 
31516 
32134 
33768 
33388 
34034 


Anhans  ra  Melle  iL 


c 


c 


1. 

2. 

a. 

4. 


6. 


i. 
4. 


1. 
S. 

8. 

4.  S. 

1. 
S. 

3. 

4.  6. 

1. 
2. 
8. 

4,  6. 


9. 
8. 
7. 
6. 


9. 
8. 
7. 

6 


9. 
8. 

7. 

6. 

9. 
8 

I . 
6. 

9. 
8. 
7. 
6. 


0,000 


0,070 


0,120 


0,130 


0,20 


0,94 


+ 

0,O000G 

00010 
CüüU 
00016 

00017 

+ 

0,00006 

00010 
000 1  v'} 
ÜÜÜIO 
00016 

+ 

0,003 

00  b 
005 

003 

0,ü03 
004 

004 

-I 

0,003 

003 
003 
003 


0,80 


0,24  + 
0,001 
001 
002 
002 
002 

+ 

0,001 

001 
001 
001 
001 

4.00'  -f- 
0,00 
I  011 
Ol  1 
007 

4,10  + 
1 0.007 
010 
010 
00 

4,90'  + 
0,000 
009 
009 
0061 

6.10" 


G,10 


+ 

0.00^ 

OOS 
008 

OOT) 


8,0üj  4- 
[0,004 

006 
OOC 
0Ü4 


10.0 


1  1,0 


12,0 


80 


+ 

0,001 

001 
002 
002 

+ 

0,001 

001 
001 
002 

+ 

0,001 

001 
001 
001 


37 


30  4- 
0,003 
005 
007 

OOS 
008 

o,c^s 

005 
OOC 
00 
007 

+ 

0,002 
004 
00."» 
006 

+ 
O.OOS 

I  003 

I  004 

I  oor> 

51  I  + 
0,001 
003 
004 
004 

68 


43 


G3 


S5 


105 


0.001 


9. 


002  2.  ^  4, 
OOS  B^^L^ 
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55. 

Die  in  Spalte  P  der  Tabellen  cingeschrleljenen  aufeinander 
(algenden  Zahlen  küancn  im  Alli^eraeinen  ilariu  von  einander  unter- 
schieden werden,  dass  ihre  letzten  Decimalstellcn  theÜs  die  natur- 
Ueh  aufeinanderfolgenden  Zahlen  sind,  thtils  iu  Ü  uud  5  mit  ein- 
aoiler  abn^ecbseln,  also  von  5  zu  5  gradiren. 

Waf  die  Werthe  von  H  anlangt,  so  fio4eii  wir»  dass  diecel- 
ben  in  Tabelle  I.  von  0  an  bis  zu  4  zunehineD,  von  4  an  Iiis  zu  0 
abDebmen  und  dann  wiadar  bia  zu  4  waebaeo,  w&brand  die  Wertba 
von  P  bcatftndig  sonebman. 

FSr  Tabelle  I.  gabOren  n  jadam  Wertbe  von  ^  ^  || 
sdiiedene  Warthe  Rfr  P. 

In  Tabelle  II.  dagegen  wachaen  die  Werthe  von  R  bestSn- 
dig  mit  den  Wertfaen  von  P,  und  ea  gebSrt  au  jedem  Warthe  von 
H  aar  ein  einxigar  Werth  von  P, 


55. 

Bezeichnen  wir  irgend  einen  in  die  Tabellen  eingeschriebenen 
Werth  von  fi  mit  Ä',  indem  wir  seinen  folgenden  mit  R"  und 
die  ziifrehürigen  Werthe  von  P  analog  mit       und  P'  bezeichnen, 
fo  ist,  wenn  ein  gegebenes  H  zwischen  W  und  R"  liegt,  daa 
>  P" 

tagebStige  ^  ^  p»-        kOnnen  aber  anoftberod  einen  dieeac 

Wert  ho  dir  P  setzen  und  daraus  p  bestimmen,  wodurch  wir  einen 
iiinäht Hillen  Werth  für  y  erhalten. 

£s  ist  ersichtlich,  dass,  wenn  R  aibar  bei  H'  ala  bei  U"  liegt, 
lacb  P  aiber  bei  P*  als  bei  P"  liegen  mqsa  und  umgekehrt. 


^  57. 

Darcb  loterpolirung  sind  wir  indessen  im.  Stande,  die  Warthe 
tun  P  genauer  in  baatimmen«  ala  aia  die  Tabellen  angeben. 

Zu  dem  Ende  dividireo  wir,  wenn  betrefeoden  Orts 

I)  die  letzten  Üecimalstellen  von  P  die  natürlich  aufeinander 
folgenden  Zahlen  aind,  die  Differenz  R"-^R'  (oder  auch  bei  Ta- 
Mla  L  vorkommenden  Failaa  ll'—fi")  durch  10,  dividiren  mit 
teem  QuetieBtan  in  die  gebildete  Uifferena       R*  (oder  aacb 
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bei  Tabelle  I.  TorkomTncnden  Falles  Rf^R),  und  bängm  dai  so 
erhaltenen  (Quotienten  dem  Werthe  P*  aU  weitere  DedtiiftlstoUeB 

an,  80  erhalten  nir  den  Werth  von  P  genauer. 

2)  Cradiren  aber  die  letzten  DecimaUtellen  von  P  und  P" 
in  den  Tabellen  von  5  zu  5,  so  dividiren  wir  die  Differenz  H** — R' 
(oder  R'^-R")  durch  5,  dividiren  mit  diesem  Quotienten  in  die 
gebildete  Differenz  R — R'  (oder  R'-^R)  und  addircn  den  so  er- 
beltenen  Quotienten  zu  dem  Werthe  in  der  Weise,  dass  die 
Ganzeo  desselben  der  ietsten  Decimaistelie  von  P  aiugefiigt  werden. 

3)  Um  bei  dienen  beiden  Klassen  der  Wertbe  ven  besOgw 
lieb  des  au  addirenden  Quotienten»  ein  gtelcbes  Verfabten  elnin« 
halten»  k&nnen  wir  aneh  bei  der  ersteren  die  Division  der  Grösse 
ßf^  R^  dnrcb  10  unterlassen  und  bloss  diese  Differens  dureli  die 
gebildete  Differens  R^Rf  dividiren.  Den  so  erballenen  Quotien- 
ten bfingen  wir  daon  nicht  dem  Werthe  von  P'  an,  sondeni  addi* 
ren  ihn  in  gleicher  Weise  wie  da,  vre  die  lotsten  Deeimalstellen 
von  P  in  den  Tabellen  von  5  au  5  gradireo,  iodem  wir  die  er- 
haltenen 0  Gänsen  der  lotsten  Decimaistelie  von  P*  anfügen. 

4)  Anstatt  den  Werth  von  P  aus  P  zu  bestimmen,  kannten  wir 
denselben  auch  aus  P*  ableiten,  nur  miissten  wir  in  diesem  Falle 

-   den  Quotienten  ^        (oder       — )  von  P"  absieben. 

58. 

Die  Spalte  D  der  Tabellen  enth&lt  bereits  für  die  eingcschrie- 

beoen  NNcrthe  von  H  da,  wo  die  letzten  Deeimalstellen  von  P 

die  natürlich  aufeinander  folgenden  Zahlen  sind,  die  Differenzen 

Rf^-'R'  (oder  R* — R"),  und  da,  wo  die  letzten  Deeimalstellen 

J2"  ^  II* 

von  R  von  5  an  6  gradiren,  die  Quotienten  - — g^"»  swiscben  die 

Werthe  von  R'  und  R"  angeschrieben,  nur  müssen  wir  den  be- 
treffenden Zahlen  da,  wo  ihnen  nicht  ausdrücklich  Ganze  voraas- 
geben,  die  im  Kopfe  der  Spalte  D  eingescbriebeneo  0  Ganse 
n.  s.  w.  voransetsen. 

Dass  dfM  beschriebene  Verfahren  zur  weiteren  Bestimmung 
des  Werthes  von  P  nur  annähernd  richtig  ist,  bedarf  wohl  kaum 
einer  Erwähnung,  weil  die  Werthe  von  P  nicht  in  gleichem  Masse 
mit  den  Wcrthen  von  R  wachsen  (oder  wachsen  wie  die  Werthe 
von  R  abnehmen).  Es  ist  daher  noch  zu  erörtern,  bis  zu  welcher 
Stelle  dassell)e  für  -^orriciicndo  Zahlenbeispicle  angewendet  wer- 
den kunne»  und  welche  Correktar  etwa  mit  dem  Resultate  noch 
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fMXiiMlinieii  sei,  m»  den  Werth  von  P  bie  auf  eine  gewiese  De- 
ciMlelelle  geMw  tu  erhalten* 


Hierfiber  geben  die  Anhänge  sn  den  Tabellen  Aoevr^e. 

Gtsetzt,  wir  hätten  für  irgend  einen  Werth  lon  P  zn  bestim- 
»en.  wie  viele  OecimabteUen  sieh  von  dem  logehürigen  Quotienten 


Bcieichnea  «rir  einen  In  dem  Anbange  der  Tabellen  einge- 
acbriebenen  Werth  von  P  mit  P,,  indem  wir  «einen  folgenden 
odt  Pm  heieichnen;  und  «neben  wir  daeelbat  eiae  Stelle  auf,  iBr 
welche  P,<,P<^  P„  iet;  so  ergiebt  eich  daneben  in  Spalte  C  eine 
Gruppe  von  vier«  oder  bei  Tabelle  IL  aneb  von  ffiof  Zahlen, 
weiche  durch  die  Anxahl  ihrer  Deeimalatellen  die  Anzahl  der  ver* 
langten  Deeimalatellen  beieiehnet   Alsdann  bestimmen  wir  den 

Werth  von  — ^ —  auf  diese  angegebene  Zahl  DecimaUtellen  und 
beirtheilett  im  Falle 

1)  iWf*  letzten  Decimalstellen  der  Wcrihe  von  P  in  den  Ta- 
hellfn  <liü  natürlich  auf  einander  folgenden  Zahlen  sind,  den  so 
ertiaitenen  Quotienten  anf  seine  Zehntel  in  einer  einziffrigen  Zahl 
Q  aasgedrüclbt. 

9  Gradiren  aber  die  letsten  Decimalstellen  der  Werthe  Ton 
P  b  den  Tabellen  von  6  sa  so  beortheileo  wir  den  Quotienten 
asf  die  erhaltenen  Gänsen»  ehenfalb  in  einer  elnallrlgen  Zahl 
Q  anegedrOckt 

3)  Dif»*.?  Zahl  Q  suchen  n\t  in  Spalte  Q,  rorrespondirend 
mit  der  bereits  hetracbtcten  (irupj>o,  auf;  so  ergiebt  sich  in  letzterer 
boriiontal,  also  in  Spalte  C,  diü  Zahl,  welche  mit  Berücksich- 
tigung des  über  der  Gruppe  stehenden  Zeichens,  dem  bereit«* 
bcsUnunten  Quotienten  noch  zuzufügen  ist. 

4)  Wollten  wir  aber  P  nicht  von  P*»  sondern  von  P"  ableiten, 
m  Ist  nicht  das  der  Gruppe  tiberschiiebene  Zeichen,  eondem  das 
enigegengesetate  hiervon.  In  Anwenduog  an  bringen. 

5)  Wir  sehen  aus  Spalte  Q,  dass,  wenn  Q^l  oder  9;  2  oder 
^:  3  oder  7;  4,  5  oder  6  Ist,  jedesmal  dieselbe  Correktur  «hitt- 
/afinden  hat.  Von  letzterer  Regel  macht  nur  der  Anfang  der 
Tai^eUe  11.  eine  Ausnahme. 
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6)  Fällt  aber  der  Werth  von  Q  zwischen  zwei  öbereioander- 
stehetidc  Ziffern,  so  liegt  auch  die  Correktur  zwischen  den  cor- 
respondirenden,  in  Spalte  C  eingestiiri ebenen  W  erthen,  welche 
wir  dann,  je  nach  dem  Werthe  von  abschätzen. 

7)  Ist  Q  nahe  0,  oder  nahe  10,  so  findet  keine  Correktur  statt. 

00. 

Ea  seien  nun  i.  ß.  für  den  Werth  R^OfirX  auii  Tabelle  I. 
die  sugehOrigen  drei  Werthe  ven  P  so  geoaa  jeu  beetinmen ,  ale 
dies  die  Einrichtung  der  Tabelle  sultot 

Man  findet  Seite  129: 

und  ee  ergieht  «ich: 

R'   o,6a5-o,di7ä698ib  _  amrmm 

""^"^       0,0081468       *a0081468  • 
Die  Spalte  C  des  Anhanges  zu  Tabelle  I.  giebt  an,  weil 
0,070 0,120  ist,  dnss  sich  der  augezeigte  Quotient  auf  lünt 
Decimal«tellen  heetimmen  lasse.   Wir  erhalten  also: 

»  0,94901 

und  da  iSr  diesen  Quotienten  Q  >  9  ist,  se  suh* 
trahiren  wir  eine  Ideinere,  als  die  in  Spalte  *C 
angegebene  Zahl  0,00006.    Wir  schStsen  .  .     Cg>>  0.00003 

also  haben  wir    0,94901 

dem  Werthe  von   .  *   0,072 

sttsufügen.  Man  erhftit:  P=0,072  94901« 

61. 

Wollen  fi'lr aber  Pnni  iiuiie  voa      bestimmen,  so  erhalten  wir; 

W'-^H  0,000415017 


=  0.1 


D    ^  0,0081458 
n.  da  fiir  diesen  Quotienten  Q<1 

ist,  so  addireo  wir  [59.  4)]  eine 

kleinere  als  die  In  Spalte  C  an* 

gegebene  Zahl  U00006.  Wir 

schütsen:  C=  +  0,00003 

also  iiabeii  wir   '  0,0Ö097~ 

von  dem  Werthe   =0,073 

abzuziehen  [67. 4)].  ManerhXIt:  PsOXITS  94903. 
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Ein  iweitor  Werth  mr  P  ergiebt  sieb,  luusb  Seite  134»  ale- 

Uli  a:2,5;  weil  1^=0,625  genau  daeelbst  angegeben  Ut 

Mach  Seite  136  findet  eich: 

(0,625  ^  )  R  ^^e^^^^        daher  Ut  P  >  3.42  (=  P) 

R^Rf  0.021712 

"TT" Ö355o5r  • 

Ane  dem  Anhange  an  Tabelle  1.  ergiebt  aich: 

J,4Ü  N     <  3,5Ü 

•ewie,  data  eich  der  angeieigte  Qaotient  auf  drei  Decimaiatellen 
btatiianien  laaae^  Man  erhilt  daher: 


und  Ha  für  tlfft«»€ti  Werth  Q  nahe  =7  ist,  so 

iiiidet«icb  die  Correktur   C— +  0,003 

•keift   SjOs" 

dem  Gerthe  von   P  =  3,i2 

«Mh  (57. 3)]  saaafiagen.  Daher  iat  P=3.4270S. 

64. 

WoOen  wir  aller  P  mit  Hülfe  von  P*  beatiniinen»  ao  erhalten  wir: 

0,009207 

Dt  aan  für  diese  Zahl  Q  nahe  =  3 
ist«  Merglebt  sich,  mit  Berflckaich* 

%nig  Ton  [60.4)1   -0.003 

»Uoi«t   +0,294 

«temWcTthe  voa   i>'=:a,43 

«btttiehen  [67.4)]»  wodurch  aich  erglebt  Pss  3.42706. 


Dieses  Resultat  ist  in  Wirklichkeit  Etwas  zu  gross,  das  in 
1^1  gefondene  Etwas  zu  klein. 
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es. 

Um  aach  «in  Beispiel  tn  behaedelD,  Rlr  welebe«  die  letiteo 
Deciaiakifferii  der  Werthe  von  P  in  den  Tabellen  von  6  an  6 
gradiren,  aei  üBr  den  Werth  von  &s  1,680084  der  aagehOrige 
Werth  von  P  DSr  Seite  130  an  beatimmen. 

Man  erhält: 

Es  Ut  daher 

Jg—        1,680684  ~  1,607588376  _  0,013095625 
TJ"—         0.0065319         — OiO0653l9  * 

Nun  ergiebt  sich  aus  dem  Anbange  zu  Tabelle  f.,  dass 
0,120  <  P' < 0,24  ist,  und  dass  der  angezeigte  Quotient  nach 
Spalte  C  auf  drei  Decimalstelleo  beatimmt  werden  kunne. 

Daher  erhSIt  man: 

TT^-  2,004 

und  da  für  diese  Zahl  Q  nahe  =2  ist,  [59.  2)], 

bo  lindet  sich   .         C= — ü,004 

also  ist   +2,000 

dem  Warthe  von   P=Ü,215 

^  ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 

msofilgen,  wodurch  aicb  ergiebt:  Ps=0,S17000. 


66. 

Um  die  Richtigkeit  des  zur  näheren  Beslimmun;;  von  P  an- 
gep!;ebenen  Verfahrens  der  Interpolirung  allgemein  einsaaeben« 
kann  uachätehende  ßetracbtuug  dienen:  ^ 

Schreiben  wir  In  Gleichong 

Ä  5=5  +  9Pi:6P«+  P»  [4Ö,  1.  «.IL] 

ffir  P  nach  and  nach:  n;  n,  ft;  n,  fiv,  n,  ftv^;  n,  ftv^tf;  u.s.w., 
in  welchen  Aaadrttefcen  n  eine  beliebige  ganze  Zahl,  die  Buch* 
atahen  |»»  v,  q,  er, ....  aber  Ziffern,  besiehnngaweiae  der  Ordnnng 
nach  die  1.,  8.,  3.,  u.  a.  w.  Decinlalatelle  bedeuten,  ao  daaa  dieae 
GrOaaen  auch  Noll  Toratellen  kSnnen;  ao  wollen  wir  4eo  besüg- 
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Jicta  Wertheo  roo  um  sie  gehSrig  von  einander  anterscheiden 
10  kvnoen,  die  letst«  DeciniAlslelle  Ton  P  ala  cbarakteristiaebM 
2ndieo  fiberschrtlbaD. 

£«  sei  Dämlich: 

1)  JZsiB  ligr  P^H, 
9iBs=Ü    „    P  =  n,/»  =11, 

Z)R=iR    ^    P^n.^v  =«,f* 

4)  JKss  iS    „    Pä»,  iMf^  SS     |iy  4 

a.  0.  IT. 

Ffir  diese  Schreibart  iat  auch,  wie  leicht  erbeilet: 

6)     R  =i  ll  ;    R  =  R  i    n  =:  Ii  i    R  =  H  i 

Man  erhält: 
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68* 

An«  ilieMB  Gleicbungeo  «lyiebt  «leb: 


+  lOÜ  +1O0O' 


2)  Ä-Ä=j^  ^^^llr^   =FUjnB  +-i8ifJ- 


lülKiO  +1 


^  loooüOü  loöoodotüA' 

'    "  lüüüü*      JOÜUO     *^  JÜÜÜOOOOÜ  +  ~  iUÜÜO 

lOOüOüüÖÜ  ^  iüOOOOOüOüOUü' 


n.  w. 


Diese  AusdrOck«  verallgeineiiiero  den  Amdnick  R—R*  in 

69. 

Man  kano  ilie^elbeii  aoeb  falgendernaaseo  in  Zahlcoform 
daratallea: 

1)  &  -  Ä»=0,(Vrt(i:d,i«)(,»»)  +  0,  (TMrt  (3^«) .  [«]  +  0,(8^ .  [n]«; 
«)    A-ÜsaO(9v)0(T6v«)ü(ir»)'^0,  Off  13  v)0(3v«) .  [n,  #»] 

+a,00(T  12f)00(V)«  [«pH+*OD(Srt.  [ii,|iv]*5 

•  f 

4)   Ä— Ä=0,000(f»<y)000(T6tf*)000(ö») 

B.  a. 
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70. 

Setst  man  In  [4I6«]  j«de  letste  Decimalstelle  sslO,  «oerliilt 
mtn:  [(16.6)] 

1)  "fc-Ä=9  T«        +3W«  +  »[iiJ+l. 

2)  Jf— JCjO    *     10       ^100       \  IQ 

*   100  ^lüÜO' 

3[»i,H.  ' 

+  loaou 


4;  Ä  — JÖÖÖ+    lUOO       lOOOOüO  +  '  1000 

"^1000000  MOOOOOUOUU' 

welche  AuadrOcke  die  altgemeinen  Werthe  fiir  die  io  Spalte  D 
der  Tabellen  I.  und  II.  enllialteneD  Zahlen  ansdrückeD,  insofern  die 
letzten  Decimaletellen  Ten  P  die  natfirilch  aufeinander  felgendtn 
Zahlen  aind. 

71. 

Man  kann  dieselben  anch  felgendermasaen  in  Zabtenferro  dar^ 
stellen: 

4^  9.[n]^3.[n]«,  ,   fttr  Tab.  f. 

16  +  15.W+3.W».  „  II 

0,841— 1,17. [w,^i]+0,3.[«,;t]«,  „    „  L 

10.961 +  l,23.[jm»]+0^.lii,ri«.  „  II 

^  9^  i0,089401-0,1197.[ii.f»v]+0,03.[«,f4v]*.  »  » 

0,008994001  -0,01 1997 .  [n,  fivg] 
jS-?  +0.003  .  [«,f*vri«,  „    M  I. 

;  ^a009006ö01+0^12003.[Ti,|ayeJ 

-f-0.003.[fl,fAye]^  »  11- 

a.  s*  w. 


1) 
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72, 

Schreibt  man  nun  in  [69.]  fflf  die  Bocbstoben  fi,  V,  9,  a  »ach 
HDÜ  nach  die  Werthe:  1,  2,  3,  4,  5,  ^  7,  8,  9. 10;  so  erlillt  mo: 

Für  Tabelle  L 

''I  •  Ä= 0,841  -l,17.[nj  +  0,3,  W*; 
'/7-/?=  1,568  - 2,28.  „  +0,6.  „ 
'iil.Rs2,187'-3,33.  „  +0,9.  ^ 

'Iß -As 3,125-5,25.  „  +l,ö,  „ 
'/iL Ä  =  3,450 -0,12.  „  +1,8.  „ 
'ä'-/"  =  3,703— 6,93.  ,.  +2,1.  „ 
^Äss 3,872-7,68.  +2.4.  „ 
^l-iZs  3,960^8,37.  „  +2^7.  „ 
Si-Ä=4     —9.     „  +3.  „ 

Fttr  Tabelle  11. 
'ä-ä=  0,961 +  I,23.tnj  +  0,3.L»P; 

tr=2     n  ^ 

R^R=  2,048  +  2,52.,,  +0.6. 

3.267  +  3,87.  „  +0,9.  ., 


R^R^  4,684  +  5,28.  „  +1,2. 
^.^jBs  6,125  +  6,75.  „  +1,6.  „ 
'ä-ä=  7,776  +  8,28.  „  +1,8.  „ 

■ 

'ä^— Ä=  9,683  +  9,87.  „  +2,1. 
'^l-iB=:ll,562 +11,52.  „  +2,4.  „ 
'?~issl%689  + 13,23.  „  +%7.  „ 
"feLjsslO     +15.    ^+3.  „ 


9 
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7a. 

För  Tabelle  I. 


Mm 

•  Air 

0.1197.       + 0,03,  [«,1*1* 

R  — 

/?= 

0,17/oOo  — 

0.238Ö, 

M 

+  0.06. 

Am» 

0.3673. 

(t 

4-009. 

tt 

D  _ 
Jf 

>  A^S 

0^4762. 

M 

+  0,12. 

ft 

A*  — 

i* 

0.435125  - 

0.59^5. 

*> 

+  0.15. 

»t 

0,518610 

0,7093. 

M 

+0.18. 

** 

0,600943- 

0,8263. 

9» 

+  W1. 

M 

:0»682112- 

0,M08. 

f> 

+0t24. 

•» 

0,762129— 

1,0557. 

»f 

+  0,27. 

«> 

o;84i  ^ 

1,17, 

•* 

+0,3. 

» 

FOr  Tabelle  II. 

»ftsO,000601  +  0,i203.[ii,f»] + 0,03.  [n^ftf ; 

i2— /{=s0,182408+0«24ia.  „  +0,06.  „ 

Ä-^= 0,275427  +  0,3627.  „  +0,09.  „ 

1  — &sO,360664+0,4848.  „  +0,12.  „ 

*ß^^=0yl65125  +  0,6075.  „  +0«16.  „ 

'ä—Ä =0,561816 +  0,7308.  „  +0,ld.  « 

A^-.£s0.659743+0,8547.  „  +0.21.  „ 

A  ^£»0,768912+0,9792.  ^  +0,24.  „ 

12-^=0.859329+1,1043.  „  +0,27.  „ 
'Ä-i?=0,901     +1,23.      M  +0,3. 


einer  vorgeieglen  cuöischen  GUicäung. 

74. 

Far  Tabelle  1. 


V 


ÄÄ  0,000^94001  - 0,01 1097 .  [fi,  f*    +  0,003 .  [»,  ^vj», 

^—Ä=0,017Ü7ti008— 0.023088.  „    +0,006.  „ 

^=rO,0260460r27-0,036g73.  „    40.000.  „ 

^-iesO/)35004004-0,047U52.  „    +0,013.  „ 

jBs=0,0448Ö0l25  -  0,059926.  „    +0.015,  „ 

^-Ä=0.0S3784216- 0,071892.  +0,018.  „ 

S-/i= 0.002706843 -0.083853.  +0,021. 

^^«=0,071610512-0,090808.  +0*024.  „ 

S-Ä=0,08051472ö-Ü,107757.  +0,027.  „ 

0,089401     —0,1197.  +0,03.  „ 


FOr  Tabelle  IL 

EL  K=0,009006001  +  0,012003.  [«,  fivj  i  0,003 .  [n,  fivj^ 

^-^=0,018024008+0,024012.    „  +0,006.  „ 

SLisO,027054027+  0,036027.    „  +0,009.  „ 

S*-ji»O,036090064+O,O48048.    „  +0.012.  „ 

jBLji=:0,045150l25  +  0,000075.    „  +0,015.  „ 

^ÄLß=0,0542l62lö +0,072108.  +0,018.  „ 

Sl-ii=:0,063204343  + 0,084147.    m  +0,021.  „ 

^jiLi2sO,072384512 +0,006192.    „  +0024.  „ 

^Lis;.0,081486729+0,108243.    „  +0,027.  „ 

«112=0,090601     +0,1203.       „  +0.03.  „ 
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0,000699940001 


7«. 

Für  Tabelle  1. 
—0.00119997 .  [n,  hvq]  -f  0,< 


R  ^£550,001799760006— 0/10239988 . 
B  .  jB=:0.002699460027— 0.00359973 . 


i  s:0/)04498600125'-0.00ft99925 . 


jB  - 12:^0.005397840216  -  0.00719892 . 
R—R=z  0,006297000343  —  0,008^9853 . 
Ä  -  Ä= 0,007196160512 -0,00959808 . 
"B'-R = 0.006095140729-0.01079757 . 
is=O.OQ8994001    -0.011997  . 


M 


»f 


n 


+  0.( 


J{  .1^-0.003699040064  -  0.00479952.    „  -1-0.0012. 


+  0,0024. 
-f  0,0027. 
-1-0.0030. 


•t- 0/1015.  „ 

-^  0,0018. 

-f  0.0021.  „ 


Für  Tabelle  11. 
:  0,000900060001  -f  0,00120003.  [»»ftv«]  +  0,0003.  [rt,  fiveP; 

^0,001800240008 -1-0,00240012.  -f-0.0006. 


R--R^  0.002700540027  -K  0.1 


HIHHIII 


«7. 


R  -  issO.003600960064  -|.0,00480048. 


»9 


•fO.0009. 
-1-0.0012. 


=0.004601500125 +  0,00600075.  +0/1015. 
—  Ä =0,000402160216  +  0,00720108.     „  +0,0018. 


R 

0=7 
ß- 

/2. 

0=9 

J2 


R 


9 

Ä: 

P 

'Ri 

e 

R 


+  O|012003. 


+0/ 


:0,006302940343+  0,00840147.  +0.0021.  .. 

;  0,007203840512  +  0,00960192.  „  +0,0024.  „ 
:  0,008104860729  +  0,01080243.     „     +  0/1027 . 
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-f  0,00003.  [it,fii^«ap; 


Das  (iesetz  des  Fortschreitens  dieser  Ausdrücke  ist  bereits 
in  die  Anjren  springend  und  könnte,  wenn  die  Werthe  von  P  in 
d«ri  Tabellen  auf  mehr  aU  drei  Decimalstellen  zu  bejxliilirnen  waren, 
bifht  fortgebet/ 1  werden.  So  ergehen  sich  z.  B.,  wenn  t  die  5te 
Üecimalstelle  bezeichnet,  leicht  die  Ausdrucke: 

Für  Tabelle  I. 


R  "  12=0,000179907000006-0,000239998.  [n,  liv^tf] 

-1-0,00006. 

«.  «.  fr. 


77. 

Dividirt  man  die  Werthe  von  [71.]  durch  10  und  mit  die/tiem 
Qaotienten  [nach  57.  1)]  in  die  Werthe  von  [69.],  so  mOsste,  wenn 
4la  beschriebene  Verfahren  der  Interpolirung  genau  richtig  wftre, 
aligemein  «ein: 

IX  ^-  R-R_  R-^R_ 

R^R  R-R  k-R 

10  W  TO^ 

R~R 

R—/i 
10 

IMireb  Bildung  dieser  Qaotienten  erhält  man  aber  die  Wertbe 
vo«  fi,  V,  p,4F, ....  nur  annSbernd.  Bildet  man  mm  diese  Quo 
tiefiten.  Indem  man  statt  der  allgemeineren  Formeln  [69.]  die  apeciel- 
lereo  Formeln  (72. — 75.]  anwendet,  so  kann  man  die  Entwicke* 
hn^  derselben  nacb  steigenden  nnd  nach  fallenden  Potenzen  der 
tetiaderlicben  Grtese,  je  nachdem  diese  verinderliche  Gr({«se 

^1,  also  n=0  oder  li^l,  i^t,  voroeLme». 

Entwickeln  wir  z.  B.  den  Quotienten  3)  und  ordnen  nach  stei» 
geoden  Potenzen,  so  erhalten  wir: 

I  ksii  XLU.  IS 
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78. 

POr  Tabelle  I. 


To 


.12+0,01074+0,00901. 

»» 

+0,00646. 

it 

+*•*.. 

P=2, 

13+0,01406+0^01178. 

tt 

+0,01 106. 

+*•••• 

» 

1440,01607+0,01346. 

** 

+0,01263. 

» 

+•••• 

»=4. 

=  ^+0,01674+0.01402. 

»' 

+0,01316. 

•» 

"^••»» 

M 

10+0,01606+0,01340. 

*» 

-fU,ül263. 

*» 

*§*«••* 

*t 

17+0,01405+0,01177. 

»t 

+0,01106. 

*f 

*> 

♦=7. 

[8+0.01071+0,00897. 

»♦ 

+0,00841. 

>l 

*+•... 

» 

p=8, 

\9+0>00(i02+0,00504. 

1* 

+0,00473. 

n 

*+.».. 

*» 

^=9. 

Für  Tabelle  IL 


R—R 
IC  —  tt 


/  l-0,00607+O,00405.[0»H*-O>^^[<'»l'«'lH— 

Air 

9=1. 

1 2-0,0 1062  f  0,00880.   „   —0,00817.  „ 

+*.♦•. 

t> 

e=% 

13-0,01394+0,01155.  „   -0.01072.  „ 

+%... 

9=3. 

14-0,01603+0,01321.  „  -0/)1226.  „ 

+*.*•• 

JW 

=  5^,01600+0,01370.    „    ^0,01277.  „ 

1 .... 

16-0,01094+0,01321.  „  -0,01236.  „ 

+*•.*• 

»» 

9=6, 

17-0,01395+0,01166.  „  -0,01074. 

+%... 

»f 

9^7. 

f  8-0,0  10G:MO.()0881.    „   -0,00818.  „ 

1 .... 

»» 

1 9-0,00696+0,00490.  „   -0,00460.  „ 

+*M«. 

«* 

9=9. 

Es  fuüssten  also  die  links  des  (jrleichhoitsizeirheris  stehenden 
an(?e2eigten  (Quotienten  dem  jedosnialitjen  t^rsten  (iiied«'  iler  l^rtt- 
wickelung  gleich  sein,  wenn  das*,  zur  näheren  iiestininiunc;  von  P 
mittelst  luterpollnitig  angegebene,  Verfahren  genau  ricblig  wäre. 
Da  dies  aber  nicht  der  Fall  l^t,  so  ist  die  Summe  alier  folgenden 
Glieder  als  Fehler  dieses  Verfahrens  zu  betrachten. 


7«. 

Es  geht  indessen  aus  diesen  Darstellungen  hervor; 

1)  das«  der  Fehler  liHr  beide  Tabellen  aafange  mit  dem  Werthe 
von  Q  wächst«  (ÜT  9=5  am  grOasteD  Ist,  and  dann  wieder  abnininit; 
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3)  da»  die  Fehler  Air  p  =  l  und  ^=9;  fiir  p=:2  und  «=s8} 
fiir  f=3  «od  ()=7;  für  9  =  4  und  9= 6  nicht  sehr  von  einander 
verschieden  sind,  und  das«  Utster«n  aacb  der  Fehler  l&r  9=6  sehr 
Mke  kommt; 

3)  dass  durch  Amfendung  der  Spalte  D  betreffenden  Orte 
die  Werthe  von  q  in  Tahelle  I.  zu  gross,  io  Tabelle  II.  aber  zu 
Uein  gefaedeti  werden,  daee  die  Correktar  Id  ereterer  alae  nei^ativ,  in 
Ittitcrer  positiv  sein  muss; 

4)  dasa  der  Fehler  Rlr  Tabelle  I.  abnliamt»  wenn  die  Werthe 
ftm       abnehmen  und  umgekehrt 

5)  Ist  der  Werth  von  0,  fiv  nahe  gleich  1,  so  ist  der  Fehler, 
eine  dass  wir  eine  bedeotende  Anzahl  von  Gliedern  entwickeln 
■ad  aummiren,  aus  dieaeo  allgemeinen  Ausdrücken  nicht  leicht  zu 
bestimmen,  weil  die  CoefBclenten  der  Glieder  nur  langsam  ab- 
nelineo.  Die  Fehler  mflasen  daher  fBr  diesen  Fall  aua  den  be* 
treffenden  Zahlen  selbst  bestimmt  werden. 


80. 

Hat  man  etwa  die  Fehler  zu  bestimmen,  welche  sich  durch 
dasangt-gebene  Verfahren  der  Interpolirung  swischen  den  VVerthen 
/»«rrO/ii  und  #^=0.25  fiir  Tabellall.  ergeben^  so  ist  hterflir 
fi:=3  und  Nun  setse  man,  um  den  grOssten  Fehler  zu 

Inden,  ^  =  5,  oder  auch  9  =  4  oder  6  [TO. 2)J.  Gesetst  ea  ael 
1^4»  alao  PsO,244,  ao  ergiebt  aich,  diesen  Werth  in  [45.  II.] 
mbatitairt,  1^=2,867742784;  daher  ist  naeh  Tabelle  II.  t 

R-R^ _ 2,56774 J7S4 - 2,519424 _  O.  ) is  18784 
D    *"  0,1212  ü,12iT""*''^*'* 

Wire  daa  Verlahren  der  Interpolirung  genau, 
so  mttsste  sieh  aber  ergeben  0,(9sO,4 

Daher  ergiebt  «ich  grüsste  Correktur  .  .  .  C=  0,002  positiv. 

Anf  gleiche  Weiae  iat  au 'verfahren,  um  die  Correktur  ffir 
fs$  oder  7;  2  oder  8;  1  oder  9  au  erhalten;  n.  s.  w. 


81. 

Die  unter  [70. 1)  u.  2)J  bemerkten  Gesetze  ergeben  sich  auch, 
wenn  man  die  Entwickelang  nach  fallenden  Potenzen  vornimmt« 
nd  ale  ergeben  aieh  auch  hei  der  Efltwlckelong  aller  übrigen 
Qnotiefiten  [77.]  nach  steigenden  oder  naeh  fallenden  Potenzen, 
and  9m  indet  hierin  die  Einrichtung  der  Spalte  Q  in  den  An- 

19» 
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hängen  zu  de»  Tabellen  für  die  Fälle,  in  welchen  die  letzten 
Uecimaistelien  von  P  die  natürlich  auf  einander  folgenden  Zahlen 
sind,  ihre  Begründung. 

Da»  Verfahren  ffir  die  Fllle,  in  welchen  die  leisten  Decimal- 
e  teilen  der  Werthe  von  P  in  den  Tabellen  von  5  sa  5  gradiren, 
beruht  auf  gant  analoger  Betracbtungswelee  nnd  man  findet,  dann 
die  Fehler  der  Quotienten 

-H^J^R'  [87.2)] 
5 

fflr  Qsl  oder  4;  2  oder  3  nahe  einander  gleich,  sowie  daa« 
diene  Fehler  fflr  oder  3  grSeaer  sind,  ala  für  Q=I  oder  4» 

Nachstehend  wollen  wir  noch  die  allgemeinen  Fornten  dor 
hierhergchürii*en  Werthe  von  D  zusammenstellen,  welche  man 
erhält,  wenn  man  in  [GH.]  die  letzten  Üecimalstellen  gleich  5  setzt, 
und  dann  sämrotlicbe  üleichungeu  durch  5  dividirt, 

t0,626  -  1,Ü5.  t«J  +  0,3.  LIlJ^ 
"(1,226  +  1,35. [w]  +0,3.[n]». 

H-H     i^'*'®'^  -0.1185 .  [«,    +  0,03 .  [II, 
10,093(^+0,1215.   „   +0,03.  „ 

j0,008970026  -  0,0U9öö .  Lii,|ivJ  +0,003.£n,H*» 
~6~ '^<O,009030025+O,Oia01Ö,    „    +0,008.  ,. 

''R'-^k    S  ^'<'<'<'^0^700038— 0,001 10965  [ii,^^^]  +0,0003,  [n,  f^vpj«, 

8~'^iU,00tM>(>3U0026  +  0,001'^       „     +0,0003.  „ 

Wenden  wir  das  blaber  Abgehandelte  auf  einige  Zahlenbei- 
aplele  an. 

Es  seien  die  reellen  Wuraeln  der  Ixieichung: 

0:^:120+%+  %«  +  y« 

ab  e 
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wgenu  lu  bestimmeii,  als  clles  die  Einrichtaog  dar  Tabellao 
aliMt. 

Der  Vorzeichen  der  Glieder  \vfp:en.  und  weii  c-  46,  niUii- 
lidi  25(i<a20  ist,  bt  nach  [47.]  auizuiüseo.   Mao  erhält: 

27ii  »3240, 
279.=  3456. 

Uiemaeb  liagt      der  Grosse  a  näher  als  f*,  also  Ist: 

«■4  daher  der  Fall  2)  vorliegend*  Man  erbttlt  weiter: 

27(«-^)  =  ^27^'  alsoi7=40: e4=0,625  [^.5)]. 
/      '  * 

Ffir  diesen  Werth  von  R  finden  sieb,  nach  [60. •-64.]  die  drei 
Werthe: 

iO,07294901  iO»29179604 
P=  m  also  P,A=zp=  |lO.  [44. 6)J. 

(3,42705  i  '  13.70820 

Oibtr  ist: 

f  -  0,-29179604  p  8,29179604 

(3y)  =  -  16  +  2.4  j-  10.  =  \-  18. 

13,70820,  (-  21,70820, 

2,763i»3202 
-6. 

—  7,236066. 


84. 

Kl  sei  die  gegebene  Gleicbang 

0=-l+80^  +  %»  +  y», 
a     6  ü 

>o  ist,  der  Vorseiebeo  wegen,  naeb  [48.]  avfsalSsen,  und  man 

•riMUt: 
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-  27  a  =  -  27 
+  27^+  =  +  '6m 

also  Ut  ^  a  <  4-  daher  der  Fall  1)  vorliegend,  nach  welcbem 
die  vorgelegte  GMckmig  nur  eine  reelle  Wnriel  hat  Man  er- 
hilt  weiter: 

27(a-h9+)  =  \  A=r 3227 «64 »50,421875. 

Hlerfir  erglebt  sich,  nach  Tabelle  II.  s 

JI'sSO       ood        i>  =  2/)0 

ie-JZ*  0,421875 
"TT"  -  0,4512" 

Da  hier  Q  >  9  ist,  so  nehmen  wir  keine  Correk- 

tnr  vor,  daher  ist  P  =  2,001>35, 

und  P.4=p  =s  a»(m40s 

%)«^  16  -I*  8  -f.  ti0374O  0,0374% 

y  =  0,01246. 

86. 

Ist  aber  das  gegebene  Beispiel: 

0  =  +l+8()y-16y«  +  y», 
üb  e 

so  ist,  der  Vorselcfaen  wegen,  nach  [ÖL]  aafzolüsen,  und  man 
erhält : 

+27«  s=  +  27 
^27^=  -  3200 

also  +a>  — daher  Fall  I)  vorliegend.  Die  Rechnung  ergieiit 
sich  dann  wie  in  [84. j,  und  man  erhält: 

(^)s-|.16— 8-8,03740=-Q»03740;  also  ^s~0,01846w 

86. 

Es  seien  die  reellen  Wnrieln  der  Gleiehung 

0=  + 136+99^ +  21y»+y» 
übe 

so  genav  na  hestlaimen,  als  dies  die  Ehirlchtiing  der  Tahelleo 
gestaltet. 
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Der  Vorzeichen  der  Glieder  wegen,  und  t^eil  c*  >  46^  näiii* 
lidi  441>^  ist,  ist  oach  [48.]  aaßtulSsen.   Man  erhfilt: 

£c»-36J4=l2;  [c«~3A]l  =  1728, 

427a  sr-f  3072 
+27y_=  +  3645 

4iher  ist  -f  ^  >  -f  9-  und  Fall  4)  vorliegeady  nach  ivelchem  die 
r«iyt«fegte  Gletcbiing  nnr  eine  reelle  Wursel  hat  Man  erbftlt  weiter: 

,97 

dakr  iit  nach  Tabelle  IL: 

B'^OÄKWOOOOl;  P'=0,a01;  ^^^^^^^^^j^-s  0,733OT 


0,73410 
P'= 0,001 


P=0,00]73410. 

P.  12  spss  0,02080920, 

(%)  *24-0,02080920  =:  —45,02060920, 

daher        - 15,00603640. 


87. 

Es  «ci  die  gegebene  Gleiehong: 

0=  — 120  +  99y  -f  21^*  + 
a     b  e 

Oer  Voraeicben  der  Glieder  «regen  ist  nach  [48^]  aufanlvsen. 
Uli  erbüt: 

—  27fl  =-3240, 
«-27^+  =  -  3267, 

(Uer  ist  —  a>— 9-1-  und  Fall  2)  vorliegend,  nach  welchem  die 
Clieicbimg  drei  reelle  Wurzeln  bat.   Es  ergiebt  sich: 

27(^+  — a)=5E'    also  Ä=27: 1728=0,015625. 
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Für  diesen  Werth  vod  R  ergeben  eich  nach  Tabelle  1.  die 
drei  Werthe  : 

/  0,008094001,  i  om, 

i«'  =  I  0,010453125,  P'=} ^.2,025, 

(  0.015043;  (  3,070; 

viid  es  folgt: 
R^R'  0,006630999 


=  0,73825 

0,73813 

P' =0.001  

P  =0,00173012 


/>'  ^  /?_0,000828125 
D  ''0,0004192 

=  1,97 

Csr-0,0» 

TSi 

=2,925 
P  =2,92094 


R-  /?^_0,00Q582 
D  ~~0,0004508 

=  1,29 

C=+0,04 

T3ä 

/>  =3.070 
P  =3,07133. 


I       p  =  36,85696 


Es  ist  PA2zsp,  daher: 

p  =0,02085744     |        p  =  35,12328 

! —  0,02065744  »4  2,97914256 

-35,12328  «—32,12328 
-  36,85596  33,85596 

alee 

+  0,99304752 
y=<  -10,70774 

—11,28532. 


letete  ZIfer  lat  um  2  zu  gross  gefuodeo«  well  Css-f  OvOd 
etwas  sa  gross  angenommen  ist. 


Es  sei  die  gegebene  Gleiehong: 

0=  — 269  —  68^  +  + 

•        k  o 

Der  Vorzeichen  der  Glieder  wegen  ist  nach  [49.]  aafzuluseo.  Mao 
erhält : 


[c«+ 36]*=  14,42220510,   Ic^  +  36]»=  2999,81866, 
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—  2;«  =—7263, 

—  279+=-.7239,637321, 

Hiemacfa  ist  — a< — und  daher  der  Fall  1)  vorliegend,  naeh 
welchem  die  Gleicliong  nur  eine  reelle  Wurzel  hat.  Es  ergiebt  eich : 

<  23,362679. 

wAmo  Uii 

B  =  23,362679 : 2999,81866  =  0,00778803. 
iXach  Tabcll«  II.  findet  sich : 

K's 0,00000060,  />'sO,000, 

also  ist: 


c=+o. 


rann 


0,86483 


JP  =50,00086483. 

Daher  ergiebt  sich: 

P.  14.42220610....  =:p  =  0,01247276. 

Also  l«t: 

(3y)  s    2  -I-  28^84441020  -f  0,01247275  =  26,85688296. 
daher : 

y  =  8,96229431. 


89. 

Ist  aber  die  gegebene  Gleichung:  ^ 

0=-268-68y  +  2y«+^», 
m       k  9 

so  ist,  der  Vorzeicheo  wegen,  wieder  nach  [49.]  aurzulüöeu  und 
man  erhält:  ^ 

^27a  =-7236, 

-.27^=^7239,637321, 

also  — a>— flrf  und  daher  l  all  2)  vorliegend,  nach  welchem  die 
Gleichung  drei  reeiie  Wurzein  bat.   Es  ergiebt  sich  weiter: 


c 

Digitized  by  Google 


178 


A'erz:   Leöei  die  BeuHheilunp  der  \\ui%eln 


3,637321, 


R  =  %637»21 : 2999^1886  =^  0,001212513. 

Für  diesen  V\  ertb  von  R  ergeben  sich  »ach  Tabelle  I.  die  drei 
Werthe: 

0,000. 
3,020; 


und  ea  ist: 

JZ-jg'  0.001212513 
D  ""ÖS0i8994 

s=  0,13481 
0,00007 
0,13474 

1"= 0,000  

P=aO00 13474 


R*^R    0.000<'.46862  1  R-R'    0,0(H:)ü()45  13 


"S'~""0,UÜ013347 
==  4,846 
Cas- 0,006 
4,840 
2,975 
l>=:3,07904ü 


ü  "^0,00013652 
=  0,03 
C=+0,00 


0,03 

3,020 


P  =3^02003. 


Ndo  ist  /'.14,42220610s=p«  daber: 

pss:0b00104324  I       p  8  4^97586  1  |is543,5Ö66 

i—  0,00194324 =+26,84245706 

— 4%97586  s -16,13146 

-43^  ss.^16^7111, 

-f  8,94748002 
\  -6,37715 
—6,6703. 


90. 

Es  sei  die  gegebene  Glelchong 

0  =  -  30 — 31^  -  lO^H  y 

Der  V  ürzcichen  der  Glieder  wegen  ist  oacb  [52.j  aufzulösen  and 
man  erhält : 

[c*-f36]^sl%89244399,  [^-f 36]^sa68lt3417; 
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-27a  =-810, 
-279*s:- 072,48338. 


Hiernach  ist  — 27a<~279-  und  daher  Fall  4)  vorliegend,  nach 
tTelchetn  die  Gleichung  nur  eine  reelle  Wurzel  hat.  Man  erhält 
weiter: 

C  237,51662, 
""'-  =  t27r. 

also  ist: 

R  s  237,51662 : 2681,2417  =  0,08858456. 
Mach  Tabelle  II.  findet  eich : 

iZ' =  0,061486729,  ^»=0,009, 

also  i«t: 

C=  +  0,00011 

0,77887 

/>=aoo9  ^ 

P  =0,00977887. 

Daher  ergiebt  sich ; 

/».  13,80244399  s  p  :s  0,13Ö8S24a 

Ako  ist: 

%)= 104  27,78488796-1.0,13885240=:  97,930140»» 

datier: 

.  9^12,64024079. 


(DiedriiieAbtheiiung  dieser  Abhandlung  folgt  in  einem  dernftcheteo  Hefte.) 
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lieber  die  lleduction  der  grössten  Sonnenbuhe  auf 
den  Meridian  bei  veränderlichem  Beobaclitungsorte. 

VOD 

Herrn  Dr.  Karl  Friesaeh^ 
k«  Ir.  Hauptmann  in  d.  A.  in  Winn. 


Die  grosse  Schnelligkeit ,  womit  heutzutage  sowohl  Segel- *l» 
Damplütttifle  die  Meere  befahren,  kann  in  gev\issen  Fällen  iw 
Folge  haben,  Uass  man  die  geographische  Breite,  wenn  man  die- 
selbe auf  die  gewöhnliche  Art,  aus  der  beobachteten  grös^sleo 
Sonnenhohe,  diese  als  die  heohachtele  Mittagshöhe  mischend,  ab- 
leitet, um  einen  Betrag  fehlerhaft  erhSlt,  welcher  bereits  (iK* 
Grenzen  der  errt^iohbaren  (Jenanifjkeit  iiherschreitet.  Will  nun 
daher  bei  der  Breitenbestimmung  mit  grOsstor  Genauigkeit  2" 
Werke  ojehen,  so  hat  man  an  der  beobachteten  grö^isten  Bohe, 
ausser  den  bekannten  Correctionen  wegen  Kimmtiefe,  Hefraction, 
Parallaxe  und  Halbmesser,  noch  eine  Verbesserung  wegen  der 
Schiffsbeu egung  anzubringen.  Diese  Verbesserung  wird  von  deo 
Seefahrern  niemals  berücksichtigt.  Aber  auch  in  Handbücbero 
der  Schifffahrtskunde,  denen  man  keineswegs  den  Vorwurf  der 
Oberflächlichkeit  raachen  kann,  bleibt  dieselbe  unberührt,  ^^äh* 
Tend  in  allen  jenen  Werken  die  übrigen  Correctionen,  deren 
einige  oft  weit  weniger  als  die  eben  angeführte  betragen,  ^tt-^' 
auaffibriich  behandelt  werden.  Dien  berechtigt  zu  dem  Schlüsse, 
dass  der  Einfluss  der  Schiffsbewegmig  auf  die  Breitenbestimniung 
bisher  für  uobedeuteoder  gebaiten  wurde«  als  er  In  der  Xbat 

Bekanntlich  hat ,  auch  l>ei  festem  Beobachtungsorte,  das  Mali* 
mum  der  Sonnenhöhe  in  der  Regel  nicht  genau  im  Meridia»* 
Statt,  eine  Erscheioang,  welche  in  der  veränderlichen  DeklinätioB 
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Ik  Sanne  ihren  Grnnd  bat  Die  auf  der  Deklinatione-Aendernng 
aOein  beruhende  Correction  der  gruseten  HOhe  ist  allerdinge  eo 
^riog,  daee  sie  bei  Ortsbestimniungen  inr  See»  wobei  es  auf 
«Dige  Bogensefcnnden  nicht  ankömmt,  DOglich  vernacblflssigt  wer- 
itn  lEann.  Die  znr  See  wahrend  der  Beobachtung  vor  sich  gehende 
Aeoderong  des  Standortes  erseugt  aber  eine  fthnliche  Wirlrang, 
nn  nil  dem  Unterschiede,  dass  die  hieraus  entspringende  DiiFe* 
teni  twischen  der  grSssten  and  der  mittägigen  Hohe  weit  betrScht* 
liclifr  iüt.  Torausgesetzt,  dass  sieh  das  Schiff  nahezu  in  der 
Richtung  eines  Meridians  mit  einer  Geschwindigkeit  bewegt,  u  eiche 
dem  bis  jetzt  erreichten  Mnxiinum  nahe  kommt,  und  dass  die  Kul> 
mination  der  Sonne  nicht  nahe  am  Zenith  erfolqt. 

Um  die  vollstSndige  Reduction  auf  den  Meridian  wegen  der 
Schifsbewegung  und  Deklinatione -Aeodening  sn  erhalten,  geht 
man  am  besten  von  der  Gleichung 

1)  sin/i  =  CQü  (p  C08  ö  cos  s    s\u  ip sin  6 

ans,  wo  A  die  wahre  Hohe,  d  die  Deklination  nnd  s  den  Stunden- 
niakel  der  Sonne  (aaf  den  Meridian  des  Beobachtnngsortes  be- 
BOges),  endlich  ip  die  geographische  Breite  des  Beobachtnogs- 
»rtcs  bezeichnet  Diese  Gleichung  gilt  allgemein»  wenn  man 
«Uli^e  Breite  nnd  Deklination  als  negative  Gr8asen  lietrachtet. 

Indem  man  obije  Gleichung,  sämmtüche  darin  vorkommende 
itutsseu  als  Finiktlonen  der  Zeit  ansehend,  nach  der  Zeit  diffe- 
rentiirt,  den  daraus  für  den  Differentialquotienten  von  h  sich  er- 
gebenden Werth  der  Null  i;k'i(  h  setzt  und  diesp  letzte  dieichung 
nach  s  auflöst,  t-o  crhNlf  man  den  der  grüssten  Nonnenhöhe  ent- 
sprechenden Sfundenwinkel ,  woraus  sodann  die  iieduction  auf 
den  Meridian,  nach  der  bekannten  Metbode  der  Circummeridiau- 
bühen,  berechnet  werden  kann. 

Bewegt  sich  das  Schiff  in  der  Kichtong  eines  Meridians»  so 
ist  der  Stnndenwinkel  s  von  dieser  Belegung  nnabhSngig,  und 
kun  darum  die  Differentiation  nach  $  Verrichtet  werden.  Fällt 
hngegen  der  Kurs  nicht  mit  einem  Meridiane  znsaromen,  so  mnss 
dis  Zeit  auf  einen  festen  Meridian ,  a*B.  denjenigen  von  Green- 
*ieh>  bezogen  werden.  Man  bat  in  diesem  Falle,  wenn  S  den 
Shrodenwinkel  für  den  Meridian  Ton  Greenwich  (die  wahre  Green- 
vHcber  Zeit)  und  il  die  östliche  Greenwicher  Länge  des  Beob« 
MMsngsortes  bezeichnet»  S-^l  anstatt  s  in  die  Gleichung  1)  zn 
iibitihifa'en  nnd  nach  S  zn  differentiiren.  Dies  flihrt  zur  Glelclinng 

2)  i')  cos 9 Gosdsin «4- (9' sin  9  cos d-|- ö*  cos^sln d)cos t 

=s  9^  ee«  9  sin  d -|- d' sin  ^eos  d» 
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wo 

VoD  diesen  Grossen  siod  q>'  und  X'  aus  der  Schiffsrech- 
nung näherungsvreisc,  ö  und  6'  hingegen  aus  den  Ephenieriden 
und  der  bekannten  Greenwicber  Zeit  der  Beobachtung  ziemlich 
genau  bekannt. 

Um  die  Gleichung  2)  nach  j  aufsulusen^  sei 

€IX bif  =Z  C  \  ^  ~'  11*4-6*  ' 

_  }  ,  80  ist:   

 • 

8ettt  man  nun: 

cea«s=jf»  9'ain9eoad  -|-  d'cos^aiod  =s  6; 

so  erhalt  man ; 

Oes  (1  -I-  K*)  coe  9C08  d  (9'  cos  ^«io  d  -|-  d'  sin  9»  cos  d) 

^(14-  X')«<M»9^cosd»(9'  tg  d  -f  d'  tg  g>), 

6c==co8  9)^co8d*(9>'  tg^p-f^' ^g^)  (9'  tgd-f  d'tg^?) 

=scoS9*cosd*[(9'*  <!•  d'S)tg9»tgd«f  9)'d'(tg9*-|-tgd*)J, 

6« — c*  =  (9'*  -  d'*)  tsin  9«  cos  d*  —  cos  <p'^sin  d«) 

=  (9'*  —  d'*)  cos  9«cos  d^Ctg  9^— tgd*), 

flt  ^.  ftt^c»  aas  C0S9^e0SdS[(l  +  V)*  +  (y«—  d'»)  (tgq»«— tgd*)]  , 

a  V"  oH  c*= cos9*cosd*(Hi')  (I  +T}H(9'*-d'*X*g9*^^^^dS), 
6  V^  +  6*— c* 

= cos9*co8d«(y  tg9+d'tgd)  V  (l+A')H(^'"^d'«)  (tg9«-tg*«). 

4-  6*  =  cos 9«  cos d« [(l  +  A'>2  4-  (g,'  tg  9  J  ö'  tg d)*], 

.  ^  >  :ft:(y^tgy4-d^tg6)V" (1-f  A0H(9^^-d^*)(tf^Tgd^)  j 
I       (9^«H.d^*)tgy  tgd  4-  y^d'ftgy»  +  tgd«)  j 

*  TH14-X0^^n7Äö*+  (y^-d-*)(tg9*~tgd»)  > 

4;  cos*-  ^,  _^  ^,^4      (^,jg^  ^  ^.jg^^a 
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Wie  man  «Mf.  xvird,  fBr  (p'=:i'  =  d'  =  0,  C08«  =  T1-  Da  aber 
fai  gegvnwlrtigem  Fall«,  filr  jene  Werthe,  jäO  wird,  folgUcb 
co«#s-|>l  sein  iiiua«t  «o  gilt  lo  den  GleichnDgen  3)  and  4)  nur 
das  ontere  Zeichen. 

Wenn  man  ohit^en  Werth  filr  sin*  nach  steigenden  Potenzen 
der  kleinen  ürungen  tp',  k',  6*  entwickelt  und  bei  den  Gliedern 
erster  Ordnung  stehen  bleibt,  so  zeigt  es  bich,  dass  in  erster 
Annäherung  die  Längenbeweguiig  des  SchiflFes  auf  den  Stunden- 
iriokei  s  der  grüssten  Höbe  ohne  Eiuflu^s  ist,  und  nian  hat: 

/m'.^aio(a)— d) 
*  =  ~  (9  -    (tg  9  -  tg  d) = -      cotycoed  ' 

^    (y*— dp ( tg  y  —  tg d) _    (qp'— (5')8in  (in  Bogen- 

sinl"  coÄycosd  sin  i'  Sekunden). 

Ans  diesen  Fotmeln  ist  ersiclitllcb,  dass  der  Eintlnss  der 
Scbllsbewegung  anf  den  Abstand  der  Sonne  im  HObenmaximum 
vom  Meridiane  in  beben  Breiten  am  betriebtlicbstea  Ist,  wShrend 
twiscben  den  Wendekreisen  dieser  Abstand  immer  nur  wenig  be- 
trigt,  nnd  In  dem  Falle«  dass  die  Kulminatien  im  Zenitb  erfolgt» 
gieaKeh  vetscbwlndet. 

(^m  aus  der  [irTissten  Hube  h  dir  nähre  Mittagshöhe  fi  filr 
den  Ort,  wo  das  Hrtheninaximam  beoba(  hti  t  wird,  abzuleiten,  bat 
man,  Indem  man  die  dem  A«genljli(  kt«  ile*4  Hohenmaxirounis  ent- 
•precbeode  Deklination  d  auch  lür  den  wahren  Mittag  gelten  läset, 

6}  ainJV  =  siuA  ^  2  cos  9 cos d  sin  |  » 

oder.  fVtr  den  lall,  dass  t  sehr  klein  und  h  nicht  nahe  =90*' 
ist»  aooäberuugsweise: 

jS 

2€es9Coedsin^ 
7)  a  =  h^  cesAsinr  

Ks  bezeichne  nun  qpi  die  geograpbiscbe  Breite  ood  ig  die 
r.>{li(  he  Greeow icher  Länge  desjenigen  Ortes,  we  sich  das  Scbiff 
im  Augenblicke  des  vrabren  Berdmittags  befindet,  Bi  die  dazu 
gehörige  wahre  Mittagshöhe  (gleiebfalls  ßr  die  Debllnatien  d  be- 
rechnet), endlich  JS  die  swiscben  dem  Berdmittage  und  dem 
Angenblicfce  des  Uubenroaximnms  ftrfliesssnde  SSdt,  welebe  nega* 
tu  zu  nehmen  ist.  wenn  alcb  das  Hlibeomazimom  vor  dem  Bord- 
mittage  ereignet,  so  ist: 

sinüt  =s  cos(9i— d)  =  cos  (9p— 9'- d) 
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oder 

Ist  ferner       die  Greenwicber  Zeit  des  Bordmittags»  so  hat  man: 
0=Si^Jii=:  S^JS-l-X^l'.  ^Ssst^il+  V)JS, 


woraus  ^Ä  =  j^j^;  folglich: 


Aber  es  ist: 


fSrSudhühen:  Ä  =  90"— (9— Ä), 
fär  Nordliöben:  H^m-^itp^Sji 

daher : 

®)  hl  =  H  ±  j^^jj » 

oder  DäberungAweise: 

9)  Bi=zh  ±  (p'i, 

wo  da«  obere  oder  untere  Zeichen  so  gelten  bat,  je  nachta 
die  Hohe  k,  welche  nie  90**  Übersteigen  darf,  vom  Sfid*  oder  roa 
Nordpunkte  an  gerechnet  wird« 

Wird  in  den  Nähern  n^^s  form  ein  7)  und  9)  der  ans  5)  sich  er* 
gebende  Werth  von  s  eingeföbrt,  so  ergibt  sieb : 


10)  Ä==*  +  i>.._^. 


11)  //t=A 


Sees  <p  cos  ^sin  l** 

Es  folt^t  hieraus,  dass,  bei  beträchtlicher  Breitenbevregung  des 
Schiffes,  in  welchem  Falle  ö'  gegen  (p*  sehr  Icfein  ist,  immer 
iV>A>  J^i ,  und  dans  h  nahezu  in  der  Mitte  zuischeo  M  und  Ui 
liegen  wird.  Wird  daher  h  als  die  wahre  Mittagshöhe  angesebtn, 
und  daraus  die  geographische  Breite  abgeleitet,  eo  erhält  mao 
deren  (relativen)  Werth,  falls  h  über  dem  Sudboriaonfe  beobicft- 

tet  wird,  nahezu  um  den  Betrag  2cos y cos^sin gross  oder 
in  Iclein,  je  nachdem  es  sieb  um  <p  oder  ^  bandelt,  wftbrend« 
wenn  A  eine  Nordhvhe,  das  Umgekehrte  stattGndet,  wovon 
sieb  ans  einer  genanen  Betrachtung  der  Gleichungen 


Oigitized  by  Googl« 


auf  4ai  MerUÜim  M  tertüuUriichem  ä€0öackttun§9mrie.  185 


90"  — //+  5  (für  Südhüheii),  *) 


_  4  W-^Hi^i  (  „*  SOdhShen), 
^  ~  f      +d-90«  ( „  Nordhüheo) 

Wdbt  ibmengeo  kaiiB. 

Um  rJen  Kii)nijt..s  der  SchiffüliewegUDg  in  einigen  nomeriscbeil 
Beispielen  tlarzutliun,  wollen  wir  erstlich  annehmen,  es  wcrdo  in 
der  gegisätea  iSürdbreitc  vüü  Gü^',  zur  Zeit  dcä  Frühlings- Acqui- 
oocUains,  indem  das  Schiff  mit  einer  Geschwindigkeit  von  12 
Knoten  nudn-ärts  steuert,  die  gfös«te  Sonnenhöhe  beubachtüt. 
Mao  bat  iiier: 

9sk-fdO»,  di=0,  9's-a0133,  d's4-U.ü011« 

■ad  lodel  mittelst  di«Mr  Wartha»  je  nachdem  man  die  Deklina- 
tidna-Aendernng  femaciillaaigt  eder  in  Reebaang  aiebt: 

a^h-k^W  edet  ifsA+a?« 

Für  eine  Geschvvindiglieit  von  Ib  Knoten»  welche  auch  bereits 
erreicht  worden  «eio  soll,  erb&It  man  mit  ßeibebaltung  der  fibri- 
geo  Annabmeu: 

I?=Ä  +  Mr  oder  H=zh-k^VW 

Wird  aber  die  geograpliiache  Breite  =70*  angenommen,  ao 
•adet  man  ßir  die  Geacbwindiglielt       12  Knotea: 

i/=  A  +  51"  oder       ^  =  Ä  +  511' 

ir|S:A-5Cr  ifi=A--4D'' 

«id  Dir  die  GeAchivindigkeit  von  18  Knoten : 

f  «  SOf^O^ss  1 1340^'  «  =^3019'  24''  s  iJ964'' 

iTsA^  1'54«  eder  B=ih'^V7'' 

•)  DieKe  Formetn  «r»l(pn  panr  aü^tn  tin.  auch  in  dem  Falfe,  wo 
«iie  )1Utnc;>;Tinff r  f>0  itbei  sc  Im  <  [trt .  und  man  i-rlialt  iiii«  dentelben  die 
gengratihischc  lircito  siel«  mit  dfin  gcdiörigrn  Zeichen. 
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Sollte  die  avs  der  wahren  MittegehOlie  ebgeiellete  geogra- 
pMeehe  Breite  mit  der  gegissten  wenig  ObereinetiMmen,  so  w&re 
die  Recboung  mit  Zogroadelegung  der  corriglrten  Breite  an  vrSe- 
derboien.  Ein  Pebler  in  der  angenommenen  Breite  von  einigen 
Minnten  bat  Übrigena  auf  die  Correction  der  MittagehObe  keinen 
merltlicben  Eioflnea. 

Der  praktische  Gesrinn,  welcher  der  Schifftahrt  aus  dieser 
Reductioii  erwächst,  ist  nllcrdings  kein  bedeutender.  Wtrm  man 
es  aber  für  nCthig  erachtet,  bei  Ortsbestimmungen  zur  5i'f,  klei- 
nere VerbesseruTii^nTi .  wie  die  Prtrallaxe  oder  die  (Vrrcctioncn  der 
Refraction  wegen  Temperatur  und  Barometerstand  zu  beröcksich» 
tlgen,  80  ist  die  Verbesserung  wegen  der  Schiffsbewetrunef,  u  i  lchc, 
wie  obi(?e  Beispiele  zeigen,  leicht  mehr  als  das  Zelinlache  des 
grüssten  Farallaxonwertboa  betragen  kann,  immerhin  der  Erwäh- 
nung Werth. 


XVIII. 

lieber  eine  stereometrische  Aufgabe. 

Von 

Herrn  «Tot.  Etiles , 

Assistenten  am  künigl.  Ludwigs- ü^iunasiuui  in  München* 


Aufgabe.  Es  wirdlneinem  Zylinder  eine  zur  Grand- 
fiScbe  aenkrechtc  Ebene  ABCD  (Taf.  III  Fig.  I.)  gelegt; 
hieranf  der  Zylinder  durch  eine  an  ABCD  senkrechte 
Ebene  EJK  scbief  abgeschnitten;  ea  soll  der  kSrper- 
licbe  Inhalt  den  acbief  abgeschnittenen  Zylinders  be- 
rechnet werden,  wenn  der  Radius  der  Grundfläche,  die 
grösate  nnd  fcleioete  Hohe  und  die  8ebne  JK  bekannt 
aind. 
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Audosnnf».  1)  Da  Ef>.  EJK  ±  Eb.  ABCl),  so  ist  auch  die 
Sehne  ./A ,  nach  nelchcr  EJK  die  Grundfläche  xUBK  durch- 
schneidet, zu  ABCD  senkrecht,  und  es  Ut:  JK  _L  AB  und 
JK±Ey\  HO  £Kden  Durchschnitt  von  AßCD  und  EJK  vor- 
stellt.  Zieht  man  nun  in  dem  Kreise  AJBK  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  Ä  der  Peripherie  eine  zu  JK  parallele  Sehno  ST 
ond  les»t  durch  dieselbe  eine  zur  Axe  parallele  Kbene,  so  schnei- 
dei  diese  den  Zylinder  nach  einem  Parallelogranime  ST  UZ  und 
die  scbiefe  Schnittebene  EJK  nach  der  Geraden  LQ ;  und  es  ist : 

VZ:^ST#JK. 

Legi  man  nun  durch  JK  ebenfalls  eine  zur  Aze  parallele  Ebene, 
80  folgt  aus  eiDem  bekannten  Satze  der  Stereometrie: 

LQ  #  JK, 

also  ergibt  sich: 

C7Z#i:.Q,  eomlt  aachs  LQ^CVDZ,  « 

Fällt  man  also  aus  L  und  Q  auf  die  Grundfläche  CUDZ  die 
Perpendikel  LR  und  QV,  und  legt  durch  LR  und  QV  eine  Ebene, 
ao  noas  diese,  wie  man  sogleich  sieht,  die  Grundfläche  CÜDZ 
nach  einer  zu  LQ  (K-im Helen  Geraden  RF  durchschneiden,  und  es 
enUtekteio  Rechteck  LRQV ,  so  dass  LR^QV  ist.  Nennt 
mnn  nun  EY  die  Axe  der  schiefen  Schnittfläche,  so  bat  maD«  da 
LQ±£y\  freil  auch  JKJ_EY,  aogleieh  folgenden  Sats: 

Wenn  man  in  der  schiefen  {Scliiiitifläche  auf  der  Axe  ein  Per- 
pendikel errichtet,  so  Rind  die  von  deii  Kri(l|mriliten  des  Perpen- 
dikels auf  die  GrundÜäcbe  gefällten  Perpendikel*  einander  gleich. 

2)  Zieht  man  nun  in  der  GraodOäche  CLDS  (Tat.  Iii.  Fig.  2. 
und  Taf.  III.  Fig.  3.)  zif  ei  unendlich  nahe  an  einander  liegende  and  zu 
JK  parallele  Sehnen  Ll^  und  NQ^  und  legt  durch  dieselben  parallel 
lor  Hie  OP  dee  Zylinders  Ebenen,  so  schneiden  diese»  wie  be« 
rtits  eben  gezeigt  wurde ,  die  schiefe  ScbnittllSche  EJK  nach  den 
ta  JK  parallelen,  also  auf  £ F  senkrechten  Geraden  FG  und  HTp 
nnd  es  sind  also  die  ans  F,  G  und  N,  T  auf  die  Grundfläche 
CLDS  gefällten  Perpendikel  einander  gleich.  I^egt  man  dann 
Auch  die  Erzeagenden.  Fl#,  UN,  GM,  TQ  des  Zyllndermsnfels 
ttad  die  Axe  OP  des  Zylinders  Ebenen,  so  schneiden  diese  die 
Gronciflächc  CLDS  nach  den  Radien  LP,  NP,  IUP,  QP  und 
die  scljiefe  Schniltfliiche  EJK  nach  den  Geraden  VF,  V//,  VG, 
VT,  wobei  V  der  l'unkt  ist,  in  welchem  die  Axe  der  schielen 
Schnittfläche  von  der  Axe  des  Zylinders  dut tljschnitten  wird.  Da 
))un  die  zwischeo  den  Sehnen  LM  und  NQ  liegenden  Bogen  gieicii 

13* 
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sind ,  und  w  et^en  der  unendlichen  Kleinheit  aU  gerade  Linien  betrach- 
tet werden  kuunen,  so  entstehen  auf  diese  Weise  Ewei  dreiseitige 
schief  abgeschnittene  Prismen  LJSPV  und  3fQPV,  welche  koo- 
gruente  Grundflächen  LPN  und  lUPQ  liaben,  und  dereo  drei 
Hohen  bezüglich  gleich  sind,  die  also  nach  einem  bekannten  Lehr- 
sätze der  Stereometrie  inhaltsgleicb  sind. 

Legt  man  nun  durch  JK  eine  zur  Axe  OP  parallele  Ebeie 
JKBS  und  denkt  eich  in  der  Grundfläche  CRS  alle  muglicheo 
ooendlieh  nahe  an  einander  liegenden  und  sa  JK  panlleleo  Seh* 
nen  getogen  und  alle  oben  beschriebenen  Ebenen  gelegt»  eo  wer- 
den die  beiden  Tbeile  CEF  JHP  ood  CEVESP  in  eine  gleiche 
AniabI  beilglieb  gleieber  drel8eit%er  scbief  abgeschnittener  Prii> 
men  aertbeilt,  sind  niso  Inbaltaglelcb. 

3)    Betrachtet  man  nun  in  dem  Kürper  CRPEJV  zwei  sof 
einander  füfgende  Prismen  L  PLX'  VF  und  LPNFV/J,  so  haben 
diese  ausser  der  Höhe  aus  F  auch  noch  die  Höhe  aus  F  j^emein 
schaftüch.    Setzt  man  daher  die  Anzahl  der  Prismen,  in  u eiche 
der  KOrper  getheilt  wurde,  =  n,  und  bezeichnet  die  Prismen  der 

Reihe  nach  durch  Pi,  P^,  P^  Pn\  bezeichnet  man  ferner  die 

Hoben»  vom  Punkte  E  angefangen,  der  Reihe  nach  durch  A,  A}, 
h^t*,„hn  and  die  aus  V  gellKlIte  Hube  mit  so  erbilt  man  nach 
einem  bekannten  Lehrsätze  der  Stereometrie»  wenn  ansserden 
noch  g  eine  der  unter  einander  Icengreenten  GmndIMcben  rofstellt: 

.  S^.  ^  , 

•    *\  — iJ.  2  $ 


n  Än— a  -f  hn-\  +  X 

Pm^x^g,  ^  , 

fi,   s^.  g  . 

daher  wird,  wenn  man  addirt: 

CPREJ p-jT,'^'*'^-*-*'*'^^^!  -i-Ae-t'....-fAw-4) 

3 

Da  nun  die  Sehnen  ÜW,  LM,  ISQ....  unendlich  »ahe  to 
einander  liegend  gedacht  wcrcicn  mflssen,  so  künnen  die  zwischf« 
ihnen  liegenden  Abschnitte  des  Durchmessers  als  einander 
betrachtet  werden.  Die  (Tcraden,  welche  von  den  Durcbschnitteo 
der  Sehnen  VW,  LAI —  mit  dem  Durchmesser  CD  nach  den 
Durchschnitten  a,^,  c...  der  Geraden  X'Y',  FG,  HT.»*  lait  der 
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Am  BT  gtiigw  wOTte  kSMMi,  «lad  Blcbte  anilefM»  ab  die 
DmhacMita  dar  BbaMa  X'W,  FM,  BQ^  nit  dar  Ebaaa  JACD» 
mmi  aiad  Mgfich  einander  parallel.  Ea  aiad  alaa  aoeh  dia  nriacheo 
daaGaradaa  Jrr ,  FG»  MT^,  liagandaa  Abaehailta  dar  Aza  EY 
eiaaader  glaleb«  wie  ein  bekanalarl^raatB  dar  Pbaimatria  lehrt, 
rat  mmm  «an  asa  den  Paaktan  o,  h,  c...  der  Axe  ET  aaf  dIa 
Grvadliclia  Perpendikel,  so  sind  diaaa,  da  XT,  FG»  HT^  wm 
€MDS  parallel  aiad»  den  ^i,  A^t  As*...  gleich.  Zieht  man  nun 
dank  «,  6,  c...  (Taf.  III.  Tig.  4.)  in  Cl^  dia  ParaUalao  Eä^ 
afff  ^^m^mmp  aa  lat« 

alaa:  ai<=       ^=  efss„», 

d.  h.  die  Unterschiede  zweier  auf  einander  folgender  llülien  sind 
eioaoder  gleich. 

Baiaicliaal  naa  dabar  diesen  Uatarachied  nlt  «,  aa  hat  nao: 
4i   sAt-f«=A  +  da» 


*f     A 1)«, 
km   sAi-i -hasA+ii«; 

daher  Ut: 

h-^K^^-^ ••••  +  Ah-i  =»  («- «* + • + 8a+ («- 1)« 

Ea  wird  aiao  nach  dem  Vorigen : 

LrUttJ  r  ssg,  ^  

«1^»  3  • 

I>a  Bau  w§^CHPszy  und  na  dar  UntaradM  awiachen  dar 
grOaatea  and  kleinstes  Höhe,  also,  wenn  man  dla  grSaata  iifiha 
flrift  a  haaekhaet»  ^U^k  iat»  aa  indat  maa: 

Cm  T  70  bestimmen,  hat  man,  wenn  man  in  derfibaaa  CDEY 
(T«CllLFis*6waBdFw.6.)  dia  IMaa  k, »  aad  U,  faraar  E^^CD 
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sieht,  und  EHsssCZ=ß,  Em^CPssr  setst,  wo  r  den  Radius 
der  Graodflfiehe  voretellt: 

E¥iEy=^£niEm=:ßirs 

also  ist: 

fulglich^ 

also  wird : 
somit : 

CPHEJ  V  =  y.  ^  3  

=  y-  3/i  

Bezeichnet  man  also  den  Sektor  CRPS=^2y  mit  6',  so  wird: 

Um  nun  den  Kürper  CRSEJ/i  /.n  (luden,  hat  man,  je  nachdem 
EK seihst  (Taf.lII.  Fijy.  2.)  oderer.sf  deren  Verlängerung  (Taf.  III. 
Fig.  3.)  von  der  Axo  des  Zyliniit  rs  Lotroffen  wird,  das  srhief  ab- 
geschniltene  Prisma  RPSJKV  /.u  addirtMi  oder  zu  sublrabiren. 
Bezeichnet  man  das  Dreieck  UPS  mit  6,  so  erhält  man: 

RPSJK  V  =  d.  ^3 


.  Äj@g+r)  +  /*(^-r). 

=  d.  3y  ~. 


folglich  wird: 


CSKEJK^  Cr.  ■  ±  0^  ^  . 
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()ni  den  \  ollsf ändig{Mi  schief  alitjcschnittcneii  Zylinder  zu  finden, 
hat  iimn  noch  den  Körper  tUSDJkü  zu  addtren.    Derselbe  kann 
aber  als  ein  Prisma  betrachtet  werden,  dessen  Grundfläche 
=r*is — G^ö  und  dessen  Bube  = //  bt   Daher  wird: 

Schief  abgeschn.  Zylinder  =  c,^[(£±!i^*(?2=!3 

 3?  

eder,  wie  man  nach  einfachen  Reduktionen  indet; 
^khierabgeschn.  Zylinder  ^r*nM^^^[r(a±d}-ß&Gi:9)], 

ivobei  das  oliere  oder  untere  Zeichen  tu  wählen  ist,  je  nachdem 
die  Axe  der  schiefen  Schnittfläche  selb>(  (uler  deren  Verlängerung 
von  der  Axe  des  Zylinders  getroffen  w'inl  [  oder,  mit  anderen  Wor- 
ten, je  narlidem  der  Hogeu,  der  das  von  der  einen  Grunfllläche 
Übrig  bleibende  iSegment  begrenzt,  kleiner  oder  grösser  als  180^'  ist. 

Die  in  der  vorausgeheoden  Formel  enthaltenen  Grössen  ß,  6,  G 
hinneii»  «renn  der  Radius  r  der  Grttndflfiche  und  die  Sehne  Jkssa 
gegeben  sind»  leicht  durch  Rechnoag  gefunden  werden»  so  daae 
alee  die  gealeNle  Aufgabe  ? ollkooimeB  geidet  iai 

Zusatz  I.  Geht  die  schiefe  Schnittflicbe  dnrch  den  Mittel- 
punkt O  der  Grundfläche  il/M»  so  wird:  d=0,  ß^r,  Cr=|r<}r; 
daher  bat  man: 

h 

Schief abgeecbn. Zylinder  asr%Ä-|.— g^[lr»i»— r»wj 

=1^  g  

Zttsati  11.  Durcbachneidet  die  achiefe  SehnittOiebe  den  gan* 
aen  Zylindermantel,  ao  wird  ß  =  ft,  d=sO.  Gsst^n;  felglich 
hat  nuin: 

II — A 

Schief  abgeechn.  Zylinder  =sr«sfÄ+-g^-(r»«- 4r»») 

_   _  U  •\-  h 

Znaats  HL  Geht  die  schiefe  Schnittfläche  durch  den  Punkt 
Cder  Gmndfliche,  ao  wird  ÄasO,  alae: 

Schief  abgewshn. Zylinder  ^n^U^^\t{G±6)^ßiW±m' 
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Wird  überdiess  der  ganzo  Zyllnderniantet  von  der  schiefen 
Schnittfläche  durchschoitten»  ao  ivird  d=0«  /3=2r*  G^tht\  aUo: 

Schief  abgeechn.  Zylieder  =r<ffiV-f  ^(r^^ — dr*«) 

ZosaU  IV.  Um  das  StQck  AJKE  des  Zylinders  bs  fiadei, 
bst  man  nnr  vom  ganseo  Zylinder  den  schief  abgeschnitteafla 
Zylinder  CRDSEJKB  an  suhtrahireni  es  idrd  akw: 

webei  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  wählen  ist»  je  nachdcai 
w^KAJ  ^  \HP  Ist. 

In  dieser  Formel  Ist  £f->A  offenbar  die. ans  E  auf  J«/£g9* 
OaiCe  Hohe. 

Zusatz  V.  Wird  ein  gerader  Zylinder  durch  eine  Ebene 
schief  dorcbscbnitten,  so  kann  man  immer  aus  einem  Punkte  der 
Axe  auf  die  schiefe  Schnittfläche  ein  Perpendikel  ß&llen.  Eine 
£hene«  welche  durch  dieses  Perpendikel  und  die  Axe  gelegt  wird, 
steht  dann,  weil  die  Aze  eines  geraden  Zylinders  auf  der  Gruod- 
fliehe  senkrecht  ist,  sowohl  auf  der  schiefen  Schnittfläche,  als 
auch  auf  der  Grundfläche  senkrecht.  Aus  dieser  Betrachtung  folgt, 
das8  die  oben  angegebenen  Formeln  Rlr  den  geraden  Zylhidir 
fdr  jede  Srhnittebene  giltig  sind. 
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Leber  die  Gleichung  zwischen  dem  Halbmesaer  des 
Kreises  und  den  Seiten  des  eingeschriebenen  Fünf- 
ecks und  Zehnecks. 

Schreiben  an  den  Herausgeber 

▼OB 

Herrn  Cari  Sehmidi 

ia  8pr«aili«rg« 


Oii  Bemerkang  S.d40.  Tbl.  41.  des  Archivs,  „dase  gans  ele* 
nüitire  Mittheilangen  dem  Zwecke  desselben  keineswegs  eotge« 
gen  sind  und  kunfüg  noch  öfter  als  bisher  efaten  Plali  fiadan 
sollen 'S  wird  jedem  praktischen  Schnlmanne  erwOoacht  sein ;  ieh 
lege  darum  Ibnaii.aiBe  derglekbes  stt  gefillliger  BegatachhiDg  and 
event.  AorDabme  io  das  Archiv  biemit  ergebenat  vor.  Dieselbe 
itl  darch  eue  andere  BemefkoDg  S.  137.  Tbl.  40l  ▼eraalaaal  wor- 
dta.  Ea  beiaat  hier:  ^Der  Bewaia  dea  Sataea,  daaa  die  DIffe- 
rsai  der  Quadrate  der  Seiten  dea  fai  einen  Kreta  lieacbriebenen 
rtgiliren  FSnlecka  aad  Zdineeks  dem  Quadrate  dea  Halbmeaaera 
dea  Kieisea  gleich  ist,  macht  in  der  Elementar' Ctoometrie  immer 
eia%«  Schwierigkeit"  —  In  der  That,  wenn  man  anf  dem  direc- 
teo  Wega  der  Berechnung  jeder  der  beide»  Seiten  ana  dem  Ra- 
Ais  die  Sache  verfolgt,  so  aracheinen  fortbnfend  die  gemiachtan 
iimioBalen  Anadrffcke  mit  ihrer  V5,  und  es  bedarf  aar  ErhSr- 
leig  der  Theala  längeren  ITmformens  nnd  selbst  geschicirten  Ein* 
iebeas«  wie  solches  anf  der  Lehrstufe,  wo  der  Satz  doch  vor- 
kommen sollte,  nach  der  Behandlung  der  Seite  des  regulären 
Zehnecks  nuniiich,  dem  Lerneodeu  noch  nicht  immer  geläufig  ist. 
Da  der  Satz  aber  nicht  sowohl  als  Mittel  zur  Constructiou  der 
'^eite  des  regulären  Fünfecks  dient,  als  vielmehr  nur  eine  der 
QterkHürdigcren  von  den  unerscliüpnichea  Relationen  zwischen 
geometrischen  Grüsaeo  abgiebt  und  sein  Werth  nur  in  der  gros- 
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060  Vereinfachung  der  Berechnung  der  FfiofeckMelte  liegt,  so 
kann  natürlich  im  eraten  Lehrgange  keine  beaondere  Mühe  auf 
Ihn  verwandt  werden,  und  es  erklärt  eich,  dass  er  von  den  grund- 
legenden Sätzen  öfter  ausgeschlossen  und  nur  alfl  Uehnngeaufgabe 
für  die  Handhabung  der  Rechnung  benutzt  wird.  Indeaaeo  acheiiit 
es  mir,  dase  ein  ganz  einfacher  Beweia  fClr  den  Satz,  wenn  er 
sich  darböte,  nicht  uniTillkomineo  aein  müaate.  Ich  bediene  niicb 
fär  einen  aolchen  dea  folgenden 

Lemma.  Steht  auf  dem  Kreisdurchniesscr  MB  (Taf.lll. 

7.)  ei  n  e  L  i  n  i  e  s  en  krec  h  t  in  D,  lu»  d  liegt  ihr  End- 
punkt A  uusöerlialb  dos  Kreises,  so  ist,  wenn  die  Se- 
kante AB  von  dem  Endpunkte  der  Senkrechten  nach 
einem  Endpunkte  des  Durchmessers  den  Kreis  in  K 
schneidet, 

Beweia.  Wird  A  mit  dem  BUttelpnnkte  F  dea  Kreiaea  ver^ 
banden,  ao  bt 

Wird  die  Tangente  AT-t,  werden  die  Radien  FT  und  FG=r 
gezogen,  und  wird  1>G  ala  halbe  kleinate  Sehne  Rlr  den  Punkt 
2>=t  genommen,  ao  lat: 

also : 

AiP=:AF*'-Fü^z=:^i^^^AE,ABi'DB.DM. 

Es  lässt  sich  bald  bemerken ,  dass  dies  Lemma  einer  allge- 
meineren Fassung  fähig  ist.  JJ  muss  in  der  Peripherie  eines 
Kreises  um  AF  als  Durehmesser  liegen.  Dann  ist  AD^  gleicb 
der  Summe  der  Potenzen  der  Punkte  A  und  D  für  den  Kreia 
um  F,  80  lange  A  ausserhalb  und  /)  innerhalb  der  Peripherie 
dieses  Kreises  liegt;  es  ist  aber  AD^  gleich  der  Differeiia 
dieser  Potenzen,  sobald  die  Punkte  A  und  D  entweder  beide 
auaserhaib  oder  beide  innerhalb  dea  letateren  Kreiaea  liegen.  Der 


^)  Dieses  Lemma  kann  alt  «loa  Verallgemeinerang  dea  Satie«  «"ea 
der  mittlerea  Proporlionale  betrachtet  werden.  Füll  aftiait^  der  Pnakl 
Ä  In  dia  Paripharia  dea  Kreiaea,  alae  mit    aatamnen,  aa  wird  c=0, 

und  die  Gleichung  AD*  AB^SB-^-DB .DM  geht  dann  in  die  Gleichong 
AD*z=GD^  —  DB.D»t  über,  walchaa  die  bakiaata  Gleiahaog  der  min- 
ieren Proportioaale  tat.  G. 


■ 
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Beiveis  für  die  übrigen  zirei  von  den  droi  FSIIen,  die  bei  vracb- 
äendem  Radius  des  Krdsee  um  F  eintreten,  aoit-ie  för  die  zwei 
Uebergaiigsnille,  iSsst  «icb  lelcbt  nach  Analogie  den  gegebenen 
Beweises  fuhren.  Aber  weder  die  allgemeinere  Fassung  des 
Satzes,  noch  die  Beweiee  Air  die  veraebledenen  einzelnen  Fälle 
sind  fBr  den  gegenwärtigen  Zweck  nOtbig.  Nnn  zur  Sache. 

1.  Aufgabe.  Eine  Linie  nach  stetiger  geometrischer 
Proportion  au  th eilen.  (Bekannt) 

1.  Lehrsatz.  Das  grössere  Stiick  des  nacl»  .s  t  c  t  i  <^  e  r 
geometrischer  Proportion  tretli  eilten  Ivadiuü  (r)  ist  die 
Seite  (2)  (Jeä  regulären  Zeliueckä  im  Kreise.  (Bekannt.) 

3.  Zusatz,  Dan  Qsadrat  der  Zehneclisseite  x  int 
gleich  der  Different  zwiacben  den  Quadrate  des  Ra» 
dina  r  nnd  dem  Rechteck  nun  dleeem  and  der  Zebnecke* 
eeite. 

Ane 

r :z  «8  z: r— 'Z  folgt     =  r(r — *)  ä  r*— rz, 

4.  Lehrsatz.  Das  (}nadrat  tler  Seite /"des  regulären 
hünlecks  im  Kreise  ist  ^lelrh  der  Summe  der  (Qua- 
drate der  Seite  z  des  regulären  Zehnecks  und  des 
Radius  r. 

Bewein.  Ea  aei  M  (Tat  III.  Flg. &)  der  Kreiamittelpiinkt, 
JB  nnd  BC  aeien  swei  aneinander  liegende  Zebneckaeeiten  z,  no 
int  4C  die  Fanfeckaaelte  /»  AD  aber  die  halbe  Fflnfeckaaelte 
SS  4/1  Wird  nnn  über  MB  ala  Darchmeaeer  ein  Kreis  beachrie" 
beo,  der  AB  in  E  acbneidet,  an  atebt  ME  aenkrecht  aof  AB, 
ond  CO  ist  AE^EB^  der  halben  Zebneckaeeite  ss|f*  Nach 
dem  angeführten  Lemma  lat 

AD^  =  A£,AB  ^  DB, DM, 

nUo: 

f^='^^DB,DM  (I) 

!•  den  äbolicheu  Dreiecken  BDA  und  BEM  verhält  sich: 
BDiBA^BEiBM  oder  BD\fst\tir, 

iolglicb 
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Es  Ist  aber  nach  dem  ZntaU  uler  3.  das  Qoadrat  der  Zalia- 
eduseiCe  gleich  der  Difereos  swiaidien  dem  Quadrat  des  Radiaa 
und  dem  Rechteck  aas  diesem  nod  der  Zehnecksseite ;  wird  dem- 
nach (lir  z'  io  (2)  eingesetzt  r*— rz,  so  ergiebt  sich: 


BD.r  = 


folglich  BDsi 


T  —  % 


also: 


Ea  ist  demnach  in  (1)  daa  Recbtaek 


DB.  DM 


und  folglich: 


4  -2  +    4  4  ' 


also; 


womit  der  Sats  bewiesen  ist. 
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Glementaro  BerechDong  der  LogaritbineD. 

Von 

Herrn  Doctor  PauggeVy 
A^iunctcii  der  k.  k.  lijrdrograplit«chen  Anstalt  in  Triett. 


So  icbnell  nod  einfach  die  Logarithmen  mit  Hilfe  der 
berechnet  werden  kunoen,  die  die  Analysis  darbietet,  ebenso 
iMif^ietig  nnd  complisirt  sind  die  bekannten  Metboden  zur  Loga» 
lilbmeoberechDung  mit  elementaren  Mitteln*  Es  durfte  daher 
nicht  ebne  Interesse  sein«  wenn  im  Nachstehenden  eine  neue, 
ganz  elementare  Metbode  mitgetbellt  wird,  nach  welcher  die  Lo- 
garithmen beliebiger  rationaler  oder  Irrationaler  Zahlen  fast  ebenso 
nchneli  und  leicht»  einigen  Pftllen  sogar  noch  schneller^  be» 
reebnet  werden  kOnnen,  als  durch  Reihen. 


Es  sei  der  dekadische  Logarithmus  von  der  ^abl  N  su  be- 

rechnen«  so  hat  man  snniehst  IN  —  — — .  Ist  a  die  Ansaht  der 

zaozen  Stellen  in  xV"*.  so  wird  AiVo>=:  a«— 1 -f  o;  oder 

10  m  m    '  * 


woImI  9,  nnd  folglich  auch  kleiner  als  1  sein  muss.  Für 

ein  hinlänglich  grosses  m  kann  man  näherungsweise  AA'  =  S-^^ 

10  m 

oder  =^  setzen,  und  es  wird  der  dabei  begangene  Fehler  kleiner 
1  . 

als  —  sein.    Bei  der  Wahl  zMiscben  den  genäherten  Werthen 


Oigitized  by 


ige     Pmugg^r:  Bimesiiari  Benehnunf  iter  iagmlikmeih 

^ — -  und  -  muss  man  sich,  um  den  Fehler  am  kleinsten 
M  m 

nftchen»  fflr  denjenigen  aus  beiden  entocheidwi,  der  sich  ni 
abkOrzen  ISsst.      Ea  haodelt  sich  nun  aber  darum,  die  Ann 
der  Ziffer  a  in  den  gaoien  Stellen  der  Potenz  iV*"  in  jedem  Fal 
genau  anangebeQ.  Daaa  ffibrt  una  folgender  Lebraato: 


m 


Sind  1,  1/10,  VlO*,....  VW,  VlOH^S....  VTS^. 
die  Alten  Wurzeln  aua  allen  Potenzen  von  10,  der« 
Exponent  m  nicht  liberateigt,  und  liegt  die  «ziffrige  Zi 
N  in  Bezug  auf  ihre  oberaten  Ziffern  zwiaeben  eben 

viel  der  obersten  Ziffern  von  V ICK  und  V  lü'^*^  ohi 
Riirk sieht  auf  den  Dezimalatrich,  ao   hat  A'"*  gen 
(mn — m  +  r  +  1)  Ziffern. 

Der  Beweia  dieaea  Satzea  iat  emfaeb.   Der  Voravaaetit 

m    ja  m 

genSaa  muaa  VW <^;^<,VWf^»  daher 

aein»  woraaa  folgt,  daaa  IV"  gerade  imi-^m -^r-f  1  Ziffern 

Um,  da  m  beliebig  gross  gemacht  werden  soll,  bei  der 
atimmung  der  Anzahl  Ziffern  von  N"*  nach  diesem  Satze  m< 
die  vielen  Wurzelausziehungen  ans  den  m  — 1  nie(lri«;9ten  I'utcl 
zen  von  1(1  vornehmen  zu  müssen,  setzen  uir  w<=2''  nnd  crheb^ 
iV  successfve  auf  die  zweite  Potenz,  bis  m  für  die  verlangte  0< 
nauigkeit  gross  genng  ist.    Dabei  braueht  man  alx  r  nur  die  ob\ 
sten  Ziffern  des  jedesmaligen  Quadrate«  und  zuar  um  so  m< 
derselben  zu  entwickeln,  je  weiter  man  die  Genauigkeit  lreib< 
will ;   diese  Ziffern  hat  man  bloss  mit  den  obersten  Ziffern  vd 
ylO  =  3*  1622776 ....  zu  vergleu  hcn,  und  je  nachdem  eine  gewisz 
Anzahl  derselben,  als  Zahl  betrachtet,  grosser  oder  kleiner  is^ 

als  dieselbe  Anzahl  oberster  ZifTorn  in  3' lfrjJ77()  ,    wird  da» 

nächste  Quadrat  (loj)j>elt  so  viel  Ziffern  halteii.   als  das  eben 
quadrirende,  oder  um  eine  Ziffer  weniger,  als  doppelt  so  viel 

För  Tff  =  'i^^=  131072  erhalt  man  die  Logarithmen  auf  5  De- 
zimalstellen vollkommen  genau :  d:ibei  hat  man  anfänglich  fi  bi* 
7  der  obersten  Ziffern,  später  aber  immer  iveniger,  bei  den  ein- 
zelnen Quadrirungen  zu  entivickeln,  was  mit  einem  ganz  mäsfiig^" 
Recbnungsaufwand  geschehen  kann. 

Folgende  Tabelle  gibt  eine  Ueberaicfat  der  Berechnung  des 
Logaritbraua  von  83  auf  6  Dezimalen  mit  Angabe  der  aucceaaiveD 
NShemngavertbe. 
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PolülMII  tOD  88 

Exponent 

Anzahl  der 

7ifT(>rTi 

Genlherter  Logarithnme 

DO 

1 

(2:1) 

=  200000 

Q 
Z 

(3:2) 

=  1*50000 

4  i  4af*az  1 

A 

O 

(7:4) 

=  1-75000 

Q 
O 

(15 : 8) 

=  1-87500 

3UiZ02lJII*>M 

1A 
iO 

Ol 

(31 : 16) 

=  1-93750 

HO 

TOS 

(61  : 32) 

=  1-90625 

04 

(123:64) 

=  1-92188 

(245 : 128) 

^  1-91406 

(491 : 256) 

=  1*91797 

(983:512) 

=  1  91992 

1  AO/i 

(11H):):1024) 

=  1-91894 

1  ATA 

zv4o 

ovoi 

(3931 : 2048) 

=  1-91943 

(7861:4096) 

=r  1-91919 

I  '»TOO 
1  Ji^^ 

(15;21  :^1'.)2) 

=  1-91907 

31443 

(31443 : 16384) 

=  1-91914 

32768 

62885 

(62885 : 32768) 

=  1-91910 

65536 

125769 

(125769:65536) 

=  1*91909 

131072 

25153Ö 

(2:)1537: 131072) 

=  1-91908 

Will  man  nach  dieacr  Methode  Logarithmen  für  eine  andere 
Basis  als  10  berechnen,  so  braucht  man  bloaa  diese  neue  Basis 
logleich  als  Grundzahl  eines  Zablenayattna  anaanehmen  und  die 
Kanze  Rechnung  in  diesem  Systeme  zu  raachen.  Der  oben  ansse- 
nitfto  Lehrsatz  l&s8t  sich  leicht  darnach  »enden  und  als  gQlHg 
erweleen.  Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Berechnung  der  Loga- 
rithmen  anf  diese  Weise  für  die  Basis  2  im  dyadi^chen  Zahlen- 
e^-sfeme.  Die  Beredioeng  dea  Logarithmus  von  7  Tür  diese  Baals 
auf  Miilionatel  genau  ist  gaaa  auaßlbrlicb  i»eigegelieii.  (Siehe  am 
^aaa  dieaea  Heftes.) 
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XXI. 

Losung  einer  naotischen  Aufgabe« 

Ton 

Herrn  Doctor  Fungier, 
A^joBeCcn  der  h^h.  hydrograpbiachen  Aattell  in  Trletl. 


Aufgabe:  Ein  Schiff  A  bekommt 'in  hoher  See  eio 
anderes  Schiff  B  In  Sicht.  Beide  Schiffe  sind  in  Fahrt 
begriffen.  solien  an  Bord  des  Schiffes  A  durch 
geeignete  Beobachtungen  der  Curs,  die  Entfernung 
und  die  Gescbwi n (i  1  gkei t  des  Schiffes  B  bestimmt 
werden,  unter  der  Voraussetzung,  dass  Curs  und  Ge- 
schwindigkeit des  letzteren  Schiffes  constant  bleiben. 

Bevor  wir  sor  Losung  dieser  Aufgabe  schreiten*  machen  wir 
folgende  einleitende  Betrachtang:  Uabeo  beide  Schiffe  conefante 
Carse  und  Geschwiadigkeitcn ,  dann  wird,  wenn  man  von  A  aos 
in  gleichen  Zeitinterrallen  das  Schiff  B  mehrmale  peilt  nod  die 
80  erhaltenen  Peiloogelinieo  auf  die  Cursrichtung  von  A  unter 
den  entsprechenden  Neigungswinkeln  In  den  elnselnen  unter  eich 
gleichweit  abstehenden  Beobachtungspunkteo  anftrSgt»  auch  die 
Curslinie  des  Schiffen  B  durch  dieselben  in  unter  sich  gleichen 
Theiien  geschnitten  werden.  Aus  der  TTieorie  der  Kegelschnitte 
aber  ist  belcannt*),  daee  sftmmtlicbe  in  Rede  stehende  Pei- 
limgelioien  Tangenten  zu  einer  Parabel  sind»  welche  auch 
von  den  iieiden  Cnreen  berührt  sind«  Es  folgt  dies  nlnllch  ans 
dem  Satze,  dass  z^vci  beliebige  verftnderlicbe  Tangenten  einer 
Parabel  auf  zwei  festen  Tangenten  derselben  Abschnitte  bilden, 
deren  VerhKItittss  constant  ist.  In  unserem  Falle  ist  das  VerbXit- 
niss  der  Abschnitte »  welche  je  awei  Peilungen  an  den  beiden 


*)  Siehe:  Analytische  Geometrie  von  Fort  und  SchlOmilch, 
Leipzig  1855,  Seite  176  etc. 
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Corsen  htlden,  dem  Verhalfnlsse  der  Geschwindigkeiten 

beider  Schiffe.  Da  die  Geschwindigkeit  des  Schiffes  B  unbe- 
kannt ist,  so  kann  man  bloss  durch  Peilungen  die  Lage  des  Cur* 
8ej$  von  B  gegen  den  von  A  nicht  bestimmen,  weil  jede  beliebige 
Berührende  der  Parabel  an  die  Stelie  des  Curses  von  B  treten 
kann,  indem  ja  die  Peilungslinien  von  jeder  Stücke  abschneiden, 
trelcbe  denen  am  eigenen  Cnrse  proportioniit  sind. 

Nicht  so  verhalt  es  .siel» ,  n  enn  das  Schiff  A  seine  Ge- 
«cbMindi^keit  oder  seinen  Curs  äfulert,  wahrend  natüfMch  B  sei- 
nen Ciirs  und  seine  Geischwinilii^kclt  unverändert  beibehält.  Hat 
man  niimlich  vom  Bord  des  Schiffes  A  aus,  mit  einer  bestimmten 
(■eschwindii^keit  fahrend,  das  iSchiff  B  mehrmals  gepeilt  und  die 
Peiluni»sliuien  am  Curse  von  A  in  den  einzelnen  Beohachtungs* 
punkten  verzeichnet,  so  hOllcn  diese  eine  Parabel  ein,  welche  auch 
vom  Curse  des  Schiffes  B  tangirt  werden  muss.  Aendert  man 
hierauf  die  Geschwindigkeit  des  Schiffes  A  und  peilt  B  abermals 
in  gleich  unterschiedenen  Zeitmomenten  mehrere  i\iale  hinterein- 
ander, so  erhilt  man  ein  anderes  System  von  Peilun^slinien,  die 
^ne  andere  Parabel  einhfillen  iverden,  zu  der  aber  de  r  (  urs  des 
Scfclffes  B  ebenfalls  eine  Tangente  sein  muss.  Da  mm  eine 
Farabel  dureh  vier  gegebene  Bedingungen  (in  unserem  l  alle 
derck  drei  Peilungen  und  den  eigenen  Curs  als  Berührende)  der 
J^age  und  Grosse  nach  vollkemmen  bestimmt  ist,  zu  zwei  l^ara- 
bdn  aber  im  Allgemeinen  nar  drei  gemeinschalUicbe  Tangenten 
gezogen  trerden  kdnneo,  «rovon  eine  in  vorliegender  Aufgabe  der 
Cnts  des  Schiffes  A  ist,  so  folgt,  dass  durch  Aenderung  der  Ge- 
«chirindigkeit  des  eigenen  Schiffes  die  LOsong  der  gestellten 
Aufgabe  eine  i»eslimmte  vrird.  Durch  blosse  CursSnderung  des 
Schiffes  A  wird  der  gleiche  Zweck  erreicht,  indem  man  anf  Jedem 
Corse  die  nSthige  Anzahl  Peilungen  nimmt  nnd  die  Lage  der 
gemeinschalUichen  Tangenten  der  durch  diese  Peilungen  bestimm* 
ten  zwei  verschiedenen  Parabeln  socht.  Es  Ist  oiebt  schwer, 
auf  diese  Welse  eine  construkttve  LOsung  der  Aufgabe  kenii* 
stellen.  Indem  die  Parabeln  durch  Berflhrende  sehr  leicht  mit 
kinreicliender  Genauigkeit  gezeichnet  irerden  fc8nnen;  allein  wir 
Übergeben  sie,  um  zugleich  die  analytische  Losung  vorzonehmen, 
trelcbe  sich  weit  allgemeiner  und  einfacher  gestaltet 

Es  sei  OA  (Taf.  IV.  Fig  1.)  de.s  CorS  des  Schiffes  A  und 
OB  der  des  Schiffes  B ,  also  O  ihr  gemeinsclMiftiicher  Durch* 
sebnittspunkt  bei  hinreichender  Verlängerung  derselben.  Der  von 
den  beiden  Cursen  eingeschlossene  Winkel  werde  mit  qp  bezeich- 
net. In  ctetchen  Zeitintervallen  sei  an  den  Punkten  C,  D,  B,  F 
das  Schifft  gopeilt  und  die  Winkel,  welche  diese  PeUnngslioien 

Thtil  XLII.  14 
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mit  dem  eigenen  Carse  aach  vorne  hin  einscblieesen,  gieicb  u, 
ß,  y»  S  gefunden  worden.  Die  Strecicen,  welche  dieee  Peilungen 
an  dem  Curse  des  Schiffes  B  abeehneidcn,  werden  eimmtlicb 
gleich  sein;  wir  bezeichnen  eie  einzeln  mit  Die  analogen,  in 
gleichen  Zeitunterschieden  zurückgelegten  Wege  am  eigenen  Curse 
dürfen,  wie  wir  frfiher  gesehen  und  wie  auch  aus  dem  Resultate 
dieser  Eiitwickelung  hervorgehen  wird,  wenn  die  Aufgabe  bestimmt 
sein  soll«  nicht  einander  gleich  sein,  oder,  was  gleichviel,  das 
Schiff  A  muss  in  einem  der  nach  C  folgenden  Beobachtungaponkte 
oder  In  mehreren,  seine  Geschwindigkeit  findern.  Der  Allgemein- 
heit wegen  wollen  wir  diese  Wege  sammtlich  ungleich  annehmen, 
und  sie  der  Reihe  nach  mit  m,  n,  r  bezeichnen.  Ah  NorniaU 
läge  der  Curse  b^der  Schiffe,  welche  bei  den  feigen  den  K  ni  Wicke- 
lungen im  Auge  behalten  wird,  nehmen  uir  die  an,  welche  in  Taf.lV. 
Fig.  !•  dargestellt  ist,  nämlich,  das»  A  sich  dem  Uurcbscbnitts- 
puokte  der  Curse  O  nähert,  wahrend  Ii  sich  von  demselben  ent- 
fernt und  das  Schifft  steuerbord  pnssirt.  Jede  andere  Lage  läset 
sich  leicht  durch  entsprechende  Beseichnung  der  in  Rechnung 
kommenden  Grossen  auf  diese  Lage  zuruckftibren. 

Wir  haben  oben  geseherj,  dass  auch  eine  ( •ursanderunj;  des 
Schiffes  A  die  Auflösung  der  Auftjabe  zu  einer  bestininilen  mache. 
Mau  kann  diesen  Fall  jedoch  leicht  auf  den  einer  (»eschwindig- 
keifsänderuug  zuröckrührcn.  Denn  man  hat  in  dem  Litul  achtungs- 
punkte  D  (Taf.  IV.  Fig.  2.)  den  Curs  um  den  Winkel  ii?  geändert, 
und  ist  in  dem  neuen  Curse  n»U  unveränderter  <ileschwindigkeit 
die  iStrecke  /JLi  —  l)C  in  dem  icstgeset/Jef)  Zcitintervalle  zu- 
rückgelegt und  in  A'^  der  Peilungswinkel  gelunden  worden, 
so  erhalt  man  die  Strecke  DE,  welche  diese  Pcilungslinie  am 
alten  Curse  von  D  aus  abschneidet: 

'  sini^ 

wobei  fj  Ä     +1^»)  ist*). 

Es  ist  aber  (Vir  die  Richtunfj  der  Peihingsltnie  EE^  <;anz 
einerlei,  ob  A  mit  unveränflerter  (»esch^'' indii^keit  im  neuen  C^irsc 
die  Strecke  DEy  zurücklegt  und  in  der  Winkel  j/,  beobnrhfet 
wird,  oder  ob  im  alten  Turse  die  Strecke  DE  /.unitkgele^t  und 
in  E  der  Winkel  beobachtet  worden  «;ire.  Auf  gleiche  Weise 
kann  man  die  l'eilungen  vom  alten  Curse  aut  den  neuen  reduiiren. 


*)  Nach  einer  beil8Q0gen  Schätzaog  iuqm  man  io  snndineii, 
dati  9  and  171  nicht  ■opplementira  Wisk«!  wenlen,  weil  •oait  DB  ss  OS^ 
wefdon  wurde. 
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Der  Fall  einer  CoreäodentDg  braocht  daher  nicht  ireiter  lierfick* 
slebtigt  so  werden* 

Wir  bezeicliiien  luia  noch  fflc  Entfernungen  der  .Scliiffe  A 
uiui  Ii  von  dem  I)iirdisclinitt8|nniktc  O  ihrer  Curse  für  den 
Aogenijlick  der  ersten  l'eilun«  re.spective  mit  p  und  qy  dann  hat 
man,  wenn  wir  vor  der  Hand  von  der  Entfernung  beider  Schiffe 
von  t  inaiirler  nuch  ahsehon,  im  (janzen  die  vier  Unbekannten 
9,  r  und  <jp,  zu  deren  Berechnung  vier  vcrycliicdene  Gleichungen 
nothvvendig  und  hinreichend  sind.  Diese  erhält  man  aus  Taf.  iW 

1.  am  Einfachsteu  iu  folgender  Form: 

j»:  y  =  sin  (tt 9) :  sinn» 
J  (p-OT):(y+e)  =  einf|J+9):sin/J, 

{p  —  nk^n)'.{(f  I  2r)  =  sin(y  -|-  v)):siny, 
Xp—m  —  «  —  r):(9  +  3f)  =  8\n(d  -f  9?): sind. 

Es  sind  somit  vier  in  gleichen  Zeitabschnitten  gemachte  Pet* 
langen  genügend»  um  alle  BetTegongseleroente  des  Schiffes  B  zu 
finden,  vorausgesetzt,  dass  das  Schiff  A  seine  Geschwindigkeit 
(nach  jeder  Peilung  oder»  wie  wir  spftter  sehen  werden,  anch 
nur  einmal)  ändert.  ~  Verwandeln  wir  diese  Proportionen  in 
Gleichungen»  subtrahtren  jede  der  drei  letsten  von  der  ersten, 
indem  wir  sogleich: 


(2) 


COtg  Of  =  tt, 

cotgß  =6» 
cotgy  =r  c, 
cotgd  =  d 


setzen«  tiu  erhalten  wir: 


m  =  gia  — b)  Bin  (p  —  t  (cos  (p  •\'  baimp). 
(3)  .  .    ^     in\n=g{a — cOsin^)  —  2r(cos<p^  csm<p), 
lii-fn-l-r  a=  9(a—(l)sin9-3o(cos9-|-f2sin9). 


Durch  Division  je  zweier  dieser  Gleichungen  bekoainit  laan : 

rw  I  n  g{ti  — r)  — 2r(eos<p  -f  r  Bin  (p) 

(4)  . 


m  tf{a — ö)  —  v{cusi(p  i-btitnq>)  ' 

m-f-nfr     g{a — </)  —  3r(cos  y  -f  rfsin  y)  ^ 
m  g(tt — 6) —  ^(cosyf  ^siny)  * 


unii  wvfwi  man  Zahler  uinl  ?senner  itn  /'^vctleo  Thetic  dieser  Glei- 
choogcu  durch  ^finy  theilt  und  zugleich: 
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\  -  =  tt  and 

(5)   W 

V  cotg  9>  =  j: 

MUt,  wird: 


(6) 


m         a— 6— ff(a:  +  6)' 


Dnreli  Elininatioo  Ton  «  erhält  man  hieraus  endlich: 

(7) 

iit(dc— 2M-|>cd)-f  n(3flfZ  -  2ric— i  r(fl6— 2ec4&e) 
^=         fn(6  '-Sc-|-d)+ii  (—11 + 6 + c — rf)  +r(«  — 26 +e)  ' 

oder  in  anderer  Form,  weiche  zur  Berechnung  von  a  besser  ge- 
eignet  ist:  t 

Eliminirt  man  4r  aua  den  GleiehongeD  (0)»  bekommt  man 
daraus ; 

m(6— 2c -f  rf)  -f  7i(—  g  4  6  +  c  —  rf)  -t-  r(a  —  2&  c) 
6 -f  4c - 3rf)  +  »(—6  —2c  +      +  r(26 — 2c)  * 

Tbeiit  man  die  erste  der  Gleichungen  (3)  beiderseits  idurch 
9  sin  9,  so  erhilt  man  mit  Berücksichtigung  von  (5): 

/  III 

\ — ; — ^ss:a— 6— t<(a:-h6),  und  hieraas: 

(9)  j  ^ 

|^cos9  =  „_^jr^(^yjj; 

daher«  weil  nach  (5)  e  =  ist: 


(10)  


worin  ecos9  die  Projection  der  swischeo  den  Beobachtungszeiten 
iroo  dem  Schiffe  B  anrflekgelegten  Strecke  ü  auf  den  Cors  des 
Schiffes  A  und  esin^  auf  eine  darauf  Senkrechte  vorstellt 
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bezeichuet  iiiati  mit  q  die  Entfernung  der  beiden  Schiffe  im 
Momente  der  erstea  Peilung,  so  ist«  wie  man  aus  Taf.  iV.  Fig.  1. 
ersiebt: 

(U)        I  ^"^'s''^**  Mektklit  auf  (9): 

fR  * 

wobei  ^sin  a  den  senkrechten  Abstand  des  Schiffes  ß  vom  Curse 
des  Schiffes  A  im  Augenblicke  der  ersten  BeobacMiing  bedeutet. 

Fährt  man  die  Werthe  von  x  und  u  aas  (7)  und  (8)  in  die 

Gleic hangen  (10)  aad  (II)  ein»  so  erhält  man  nach  einer  kleinen 
ümlbmiang: 

(12)  * 

(a^hXnd^c)Mff—f')(ra-'md)  -f  {c—d)(mö'^2ma  -f  n6) 
'^''^9=  3(a-6)(c-4)-(a-.d)(6-e)  ' 

_iw(6— 2c -i- </)-!- w(-«a-t-6^-c—d)-fr(a— 26 -t^e) 

m(6^4g  43rf)  4^  M(6i-2c^3rf)  +  2r(c— 6) 
—        3(a-  6)(c  -<l) — («— il)(6  -e) 

6etxt  man  der  Kur^e  liallier: 

Ars(a-6)(mi-rcH-(A-c)(ni-md)-f(c-iO(iii6— 2na4ii6), 

.\     m(6  — 2c  +  fO  +  w(-  fl  +  6  +  c- li)  +  r(a— 26-f  c), 
(13)  ( 

)P=«(d— 4c+3iÄ)+jt(6  +  2c-3d)+2r(c— 6)  und 
.  A  SS  3(a-6)(c— «0  -  (a-<0(^- e) ; 

so  erhalt  man  die  Formeln  (7)  und  (12)  in  folgender  einfachen 
Gestalt: 


(U) 


M 

17  cos  9 

M 

psin^ 

^•inn 

=  J;. 

^cea« 

P 
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Von  den  vier  letzten  Formeln  wird  man  die  eine  oder  die 
andere  je  nacli  den  WerCheo  von  9  und  u  gebrauchen.  »  Darch 

fliese  Resultate  Ist  man  nun  vollkommen  in  den  Stand  gesetzt, 
den  Curs,  die  Geschwindigkeit  und  die  Entfernung  des  Schiffest» 
lelitere  für  einen  beliebigen  Moment,  unter  der  \%u<aussetzung  zu 
finden,  dass  die  Strecken,  welche  das  Schiff  A  «wieeben  den  in 
gleichen  Zeitabschnitten  erfolgenden  Beobachtungen  zurückgelegt, 
sämmtlich  ungleich  sind  ,  d.  h.  dass  A  zwischen  je  zwei  Beob- 
Achtungen  jedesmal  eine  andere  Geschwindigkeit  habe.  Gehen 
wir  nun  von  dieser  Voraueeeisung  ab  und  nehmen  die  Geschwin- 
digkeit von  A  durcbwc;^s  constanf.  also  m^nsr  an,  so  folgt 
aus  den  Gleichungen  (3)  durch  Division  mit  vi 

Mo 

—  s=  -(«  — 6)8109— (cosy  +  osin  9), 

'  2|^=|(a  — c)sin9— 2(co«9  +  c8in9), 

=  |(a~cQsin9» — 3(co89<f  «^Ain^); 

und  bieraas  dorcb  Elimination  von  —  und  -«    wobei  sino  und 

e  e 

cos  9  von  selbst  ver^ichivinden : 

(15)  {n—d){h  ~  r)  =  3(«  -  h){c  -  d). 

Es  ist  die!»8  eine  iMtMU\\  tirdit^e  lie/.iehung,  wcirhe  ^tatlHndet 
zwischen  den  Cotanüotittn  der  Neigiirmswinkel  von  je  vier  Be* 
rührenden  einer  Paraliol  £;ru('n  eiiio  (ixo  IJcriilirende,  auf  welcher 
lotztcrea  jene  vier  gleiche  Stücke  abschneiden. 

Für  m  =  n—r  gehen  aber  die  Formeln  (13)  mit  Berücksich« 
tigung  von  (15)  sämmtlich  in  Null  über;  für  diesen  Fall  erscheinen 
also  sämmtliche  7.u  suchende  Grossen  (14)  in  der  unbestimmten 
Form  und  es  ist  d.tber,  wie  schon  erwähnt,  absolut  erforderlich, 
dass  das  Scbift' /j  zui«iclien  den  einüelnen  Beobachtungsintervalfen 
nicht  jedesmal  dieselbe  (loscbw iiidigkeit  (oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskoniinf,  denselben  Curs)  beibehalte,  d.  h.  es  dürfen  wi,  n  und 
r  mvht  säaimllicli  einander  gleich  sein,  wenn  die  Aufgabe  bestimmt 
sein  soil.  Wohl  aber  können  je  zwei  von  diesen  Strecken  gleich 
sein,  wahrend  die  dritte  von  ihnen  verschieden  ist. 

Nehmen  wir  die  swei  Susseren  Strecken  gleich,  d.  h.  ^etaen 
wir  r=:fji,  so  gehen  die  Formeln  (13)  über  in: 

'  M  =  (a—b)(nd—mc)^m{b-c){a-d)-\  {c—d){uiö—lita-^ntf), 

j  P=(m-ii)(6+2c-3rf). 

(  R  =  Z(u  -  6)(c  -  d)  -  (a  -  d)iU  -  c) . 
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Sind  lUe  xtrei  ersten  Strecken  unter  «icli  gluiili,  so  erhfilt 
man  ens  denselben  Gleiebuogen  «vegen  nssni: 

iiV  =  (tf — A)<aiiu/--2me-'rc)  +  (6  —  c)(ra — m<f) , 
iV=:(r-m)(«--V>+f), 
/^  =  2(r-//0(6  — c), 
//  =  3(rt-6Xc— li)  -(a— #/)(6-^c). 

Endlicli,  wenn  die  hcition  let/.ten  Streckeu  unter  sieb  gleich 
aiodj  also  r  =  ii  ist«  bekommt  man: 

!M  =  (6  — c)(/m  -        Kf—  </X«i6  — J;ia  +  2;i6), 
iV  =  («-.nX6-2c+r/), 
(ji— m)(6— 4c-|-3<l), 

Die  IjQsong  der  Aufgabe  wird  auch  dann  nocb  m&glieb»  wenn 
eine  oder  zwei  (nicht  aber  alle  drei)  von  den  Strecken  m,  n,  r 
f[|flkb  Moll  werden,  d.  b.  wenn  das  Schiff  A  während  der  inoer- 
balb  sweier  oder  dreier  Peilungen  verflossenen  Zeit  stehen  ge> 
blieben  bt.  Die  Formeln  ßlr  diese  Fille  ergeben  sich  ebenfalls 
•ehr  leicht  aus  (13)  und  (U);  wir  fuhren  sie  jedoch,  als  wahr- 
•cheinlich  seltener  sur  Anwendung  kommend,  gar  nicht  spesiell  an. 

Bevor  wir  über  die  praktische  Rechnung  nach  diesen  Formeln 
sprechen,  mü^eii  noch  die  uichtiusten  Ft'iile  xosammen  gestellt 
werden,  welche  eich  noch  den  besonderen  Lasten  der  Curse  und 
au»  der  Verschiedenheit  der  Richtungen  beider  Schiffe  ergehen. 
Die  dabei  zu  (*runde  lici^i'nde  Normallase  der  Curse  und  die 
Normalrichtungen  der  Schiffe,  wornach  die  ganze  vorgtchende 
Rechnung  dtirchgeführt  wurdr.  ist  ohon  in  Taf*  IV.  Fig.  1.  dar» 
gestellt.   Hiervon  abweichende  Fülle  sind: 

j.  Wenn  />*  ilca  fürs  von  A  erst  nach  »Irr  l'as<:irunff  schnei- 
det, also  !«ieh  dem  nurchschntttspunkte  beidtT  C  uröc  näliert,  wäh- 
reiii)  .1  sich  von  demselben  cutUi nt  (Tnf.  IV.  Fig.  3.).  In  diesem 
Falle  \\\xA  <jp  durch  den  frtumpleu  Winkel  BOM  repräsentirt  und 
foigiich  cotg9>  negativ  trerdeo. 

%  Wenn  beide  Schiffe  sich  dem  Ourchschnittspunkte  der 
Carse  n&hern  oder  von  demselben  entfernen  (Taf.  IV.  Fig.  4.); 
daan  wird  die  Geschwindigkeit  von  B  oder  die  derselben  pro- 
porüonirte  Strecke  e  negativ  werden  und  ausserdem  cotg^  ent- 
■ptecheiid  positiv  oder  negativ  sein. 
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3.  Wenn  einige  der  Peilungen  baukljnrd  liegen  (Tal.  IV.  Fig,  3.), 
so  liat  man  ihre  Neigungs^vlnkel  jreiieu  tien  eigenen  ("urs.  foli^lich 
auch  die  Cotangentcn  tlerstHi(?ii,  nej^ativ  in  Rechnung  zu  liririfi«in 
und  nebätbei  noch  zu  i^^cbcn,  welcher  der  vorigen  Falte  bezüglich 
der  Lage  der  Cur^e  eintritt* 

4*  Liegen  alle  Peilongen  liackliord,  so  kann  man  ihre  Nei- 
gungswinkel  gegen  den  Cara  von  A  oiid  deren  Cofangenten  posi- 
tiv in  Rechnung  bringen,  und  erhfiit  dann  mit  Berackaiehtigung 
der  frflheren  FSÜe  die  Lage  dea  Cursea  von  B  gegen  die  Back* 
bocdaeite  des  eigenen  Curaea.  Ea  wird  hier  nur  noch  erwSbaf» 
da98  die  Neigungs^vinkel  der  einzelnen  Peilungaünien  gegen  die 
Curarichtung  von  A  in  allen  Fällen  nach  vorne  hin  zu  nehmen  aind. 

Für  die  praktische  Lösung  der  Aufgabe  nach  den  in  (13),(14} 
oder  nach  den  in  (16)*  (17),  (18)  angeführten  Formeln  fifgen  irir 
folgeudd  allgemeine  Bemerkungen  beL  tlie  Geachwindigkeits- 
änderung  dea  Sohiffea  A  darf  nicht  eine  au  geringe  aein,  weif 
aicb  aonat  die  Aufgabe  ihrem  unbestimmten  Falie,  der  in  (15)  ange- 
geben, au  sehr  nihert.  Bei  einer  Fahrt  mit  Dampf  wird  mao 
beiapielsweiae  von  ganzer  Kraft  auf  halbe  Kraft  oder  auf  eia 
Drillet  derselben  herabgehen  oder  umgekehrt;  bei  einer  FabrI  mit 
Segel  wird  eine  Corsiinderung  am  Sicheraten  ^zum  Ziele  führen. 
Da  in  den  citirten  Formeln  hauptaSchlich  die  Unterschiede  der 
Cotangcnten  der  Peilungawtnkel  vorkommen,  so  wird  mau  die  Be- 
obachtungszeit derart  wfthten,  daaa  die  Aenderung  der  Peilung«- 
winket  möglichst  bedeutend  ist,  welcher  Fall  datin  eintritt, 
%venn  die  beiden  Schiflfe  in  der  Nahe  ihrer  geringsten  £nlferoang 
aich  befinden.  Bei  der  praktischen  Rechnung  aelbat  wird  maa 
mit  groaaeni  Vorf heile  eine  Cofangententabelle  anwenden,  wobei 
man  für  die  Genauigkeit,  wie  sie  zur  See  verlangt  wird,  mit  fol- 
gender Tafel  der  rotan^cnten  und  Tangenten  von  Grad  zu  Grad 
ausreichen  dürfte. 
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Tafel 

der  Cotjiiigeiiteo  uud  TaogcDteo  aller  Winkel  vou  0"  bw  90^. 


S| 


Cotangt 


Tangt  ,  £ 
O 


CotaDgt 


Tangt 


I 


0 

0 

IH) 

15 

3  7321 

0-2680 

75 

157-2900 

001741> 

89 

16 

3-4874 

028(>7 

74 

*  228  ()36:3 

003492 

88 

17 

3-2709 

0  3057 

73 

319-0811 

0  0;V241 

87 

18 

3-0777 

0-3249  72 

4U-3007 

0-06992 

86 

19 

2-9042 

0-3443 

71 

5'll-4d01 

0KI6748 

85 

•20 

27475 

0-3640 

7.. 

9-5143 

iriUDl 

04 

21 

2  6061 

0-3839 

69 

7|  81443 

01228 

83 

22 

2-4751 

0-404068 

8 

M154 

01405 

82 

23 

2  3559  0-424507 

9,  6  3138 

01581 

81 

24 

2-24()(M)-4452  66 

\^ 

5  0713 

0-1703 

80 

25 

2- 1445 

0'4663  05 

Iii 

51446 

01944 

79 

26  2  0503 

0-4877 

64 

I  2i  47046 

0-2126 

78 

27 

1-96-26 

0-5095 

63 

13 

4*3315 

0-3309 

28 

1-8807 

0-5317 

62 

U 

4-0106 

0-2493 

76 

29 

1-8040 

0-5543 

61 

15 

37321 

0  2680 

75 

30 

1-7321  0-577460 

I 


Cotangt 


Tangt  1 


30  1  7321 
3111-6643 
32  1  6003 
3311  5399 
34 1 1-48-26 
351-4-282 


36 
37 


1-3796 
1-3270 
381  2799 
391-2349 

40  1-1918 

41  |l  1504 
42|1-1106 
43  1  07-24 

1-0355 
10000 


•726554 

53 
52 
51 
50 
49 
-900448 


44 
45 


0- 

0-7536 
07813 
0-8098 
0-8391 
08693 
0- 

0*932547 

0-  965746 

1-  000045 


60 
59 
58 


0-5774 
0-6009 
0-6249 
0-6494 
0-674556 
0-700265 


5/ 


«  I 


I  Tangt 


Cotangt 


1 


07 
'S 

2 
CD 


Tangt 


Cutaugt 


o 

TZ 
C 

O 


Tangt 


Cotangt 


t 


Schliesslich  m&ge  noch  die  volistfindige  Bereehnoog  eines 
BeUpieles  Plats  finden. 

Es  sei  an  Bord  des  SchiiTes  A  von  6  su  6  Minuten  ein  in 
Sicht  befiodliches  Schiff  B  gepeilt  und  für  die  Neigungswinkel 
der  Peiluogslinien  gegen  den  Cnrs  von  A  folgende  Werthe  ge- 
fbndeo  irotdeo: 

a  =  — 13»,  /}=— 20.5,  y=+io», 

Im  Momente  der  dritten  Peilung  habe  man  die  Geschwindig- 
vermindert  and  aus  den  Loggangaben  m  =rn  =  1  und  r s=  i 
Meilen  gefunden.  Zur  Berechnung  dieses  Beispieles  dienen  die 
Wormeln  (17).    Man  erhalt  mit  vorstehenden  Winkeln  aus  der 
^igen  Tabelle: 
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a  5=     4  *3315 

V) 
9 

a 

-1- 19-5272 

6=  ^2385»? 

es 
i- 

b 

— c  = 

—29*5300 

c=+  5  0713 

JS 
'Ö 

n 

—  d= 

—  7-2357 

d=-^  29042 

B 

9 

c 

+  27671 

und  folglich  wird; 

3mif— 2inc— rcs5-*4-5194 
ro—mil=— 4*3480 
a-.26-'C  =  +  490572 


M^-k-  40-144,    P  SS  4  30*377, 

A  =  -32-705,    H  =  —51 571. 

Daraas  findet  maa  nach  (14): 

jr  =  cotg  tp  =  — 1-228. 

Aus  obiger  Tahella  findet  man  an  1*228  den  Winkel  39^;  da 
aber  der  Zablwerth  dar  Cotangente  von  cp  negativ  ist,  aoliit  man: 

9)=:]80O-39Os=l4R 

Ferner  wird : 

vcos<p  =  — 0*778  oder  wegen   co89  =  — 0  777; 

«=-f  1  Meile; 

d.h.  (las  Schiff  /?  Icj^t  in  G  Minuten  1  MvWp  nirück,  folglich  hat 
es  die  Geschwindigkeit  von  10  Meilen  per  K>tunde- 

Endlich  erhSIt  man: 

^  sin  a  =  —  0*7ti4   and  «vegen,  sin  a     —  0*224 : 

g  SS  i|.3*4  Meilen 

als  Entfernung  des  Schiffes  B  ron  A  im  Augenblicke  der  ernten 
Peilung. 

Liu  das  Ke^ultat  dieser  Rechnung  auf  der  Karte  graphisch 
darzustellen,  ziehe  man  in  derselben  (Taf.  IV.  Fig.  0.)  die  eigene 
Cnrslinie  Ax,  trage  auf  diese  im  Punkte  der  ersten  Peilung  C  die 
Winkel  tpssHV^  und  as—H^*  auf.  Sodann  schneide  man  von 
C  aus  auf  dem  einen  Schenkel  des  Winkels  er  die  Strecke  p=:  3*4 
Meilen  =  CD  ab,  und  siehe  durch  J}  eine  Parallele  BD  zum  Sehen* 
kel  CBi  des  Winkels  cp,  so  stellt  diese  letztere  Linie  den  Curs 
von  B  dar.  Trftgt  man  nun  von  D  aus  die  Strecken  e,  2e,  Sn.... 
In  der  Cursrichtung  des  Schiffes  B  auf,  so  erhftit  man  den  Ort 
dieses  Schiffes  nach  6,  12,  18,  24...«  Minuten  vom  Augenblicke 
der  ersten  Beobachtung  an  gerechnet. 
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Die  mechanucbe  Theorie  der  Wärme. 

Vortn^  ^«htUen  in  der  feierlichen  SiUung  der  Kaiseriichen 
Alademie  der  Wifleeoschafteii  In  Wien  in  da  Mtl  1864 

von 

Herrn  Dr.  A.  I  rcihenu  ti.  Baumgartner^ 
Präsidenten  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wicu. 


(Den  folt;cndcn  Vortrau'  <los  hochverdientcTi  Priisi(KMit(Mi  der  kaiserlichen  Aku- 
demie  der  Wisaeii'^chiirfou  in  Wien  cilanlx^  ich  mir  den  Lesern  des  Archivs, 
H'ic  ich  di(  s  K'hon  früher  öfters  mit  lu  i  ähnli*  hör  Gelegenheit  gehaltenen  Vor- 
ti-4^n  geth:tii  hahc,  im  Folgenden  uiirzutheilcn,  weil  derselbe  seinen  wichti^n 
Ge^s^tand  mit  uogcwöbDlicher  Klarheit  behandelt  GruucrU) 

Im  Bereiche  der  Natnruissenschaftcn  dehnt  die  {Mechanik  ihre 
Herrschaft  immer  mehr  aus,  obwohl  sie  ganz  auf  abstracten  Prin-  ' 
(if'feri  lierujit,  iinbekiiniujert  urn  die  \\irkliche!i  Dinue  .sich  an  der  - 
Hand  der  3Tat!ieniatik  fort  entuickelt  hat  und  keineriei  Erobe- 
ruDgs»elu&te  hegt. 

Die  Astron oinle  iftt  durch  die.  Entdecicung  der  ailgeroeineu 
Schwere  zur  Mechanik  des  Himmels  geworden,  ohne  dadurch  ihrer 
Herrschaft  Aber  die  Erde  zu  entsagen ;  denn  die  Gesetze  der  irdi- 
schen Schwere  sind  nur  Corollarten  von  Weltgesetsen*  Unter 
diesen  sind  die  Gesetze  der  Pendelschfrin^ungen  Veranlassung 
zur  ferneren  Erweiterung  der  Herrschaft  der  Mechanik  geworden. 
Man  bat  nämlich  längst  den  Schall  als  Wirkung  einer  Bewegung 
angesehen;  aljcr  erst  Vergleiehungen  der  liewcgnng  eine«  schwe- 
re« Pendels  mit  der  einer  tönenden  Saite  haben  zu  der  Ueher- 
zeogung  ircfülirt,  das«  über  beide  dieselbe  Maeht  gebiete.  So 
ist  eine  neue  Wii^senschaft  entstanden,  die  Akustik,  ihrem  Wesen 
nach  eine  Mechanik  des  Schalls. 
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Es  konnte  nicht  nnbelnerki  bleiben,  class  sich  Licht  nod  Schall 
anf  analoge  Weise  fortpflansen  und  auf  ihrem  Wege  fibereinsttoi« 
mende  Verfindernngen  erleiden.  Als  man  aber  gar  Intime  Beiie* 
bnngen  «frischen  den  Farben  Im  Sonnenstrahl  und  der  Hübe  der 
Tone  gewahr  wurde »  konnte  man  nicht  mehr  umhin»  an  unter* 
suchen  9  ob  nicht  etwa  Licht  und  Sehall  auf  analogen  Grfioden 
beruhen,  um  so  mehr,  da  die  damals  herrschende  Ansicht»  das 
Licht  sei  ein  materieller  Ans6uss  von  leuchtenden  KSrpern,  den- 
kenden Köpfen  nicht  mehr  genflgen  wollte.  Als  endlich  gar  an 
der  doppelten  Brechung,  Polarisation,  Interferenz  des  Lichtes 
und  der  Aenderung  seiner  Geschwindigkeit  in  brechenden  Mitteln 
Lichtgesetze  bekannt  wurden,  die  in  der  Emanationshypothese 
keine  Erklärung  mehr  fanden,  ja  zum  Theile  mit  derselben  in 
Widerspruch  standen,  mit  der  Vibrationshypotheee  hingegen  sich 
friedlich  vertrugen,  ist  die  Lichtlelire  der  Mechanik  unterthan  ge- 
worden und  kann  füglich  als  iMechanik  des  Lichtes  bezeichuet  »  erden. 

Die  Physiker  einer  nahen  Vergangenheit  sagten,  die  Senne 
sende  uns  mit  den  Lichtstrahlen  auch  WSrmestrahlen  zu ;  die  heu- 
tige Physik  behauptet,  von  der  Sonne  werden  uns  Wirmestrahlen 
zugesendet,  Ton  denen  ein  grosser  Theil  auch  leuchtet.  Fallen 
Sonnenstrahlen  auf  eine  wfigbare  Masse,  von  der  sie  ganz  oder 
theilweise  absorbirt,  d.  b.  ihrer  Bewegung  beraubt  werden,  so 
wirken  sie  auf  diese  Masse  wie  ein  mit  ihr  in  Berührung  geseti* 
ter  warmer  KOrper.  Dieses  deutet  darauf  hin,  dass  die  Bewegung 
▼om  Aether  an  die  wigbare  Masse  übertragen  werden  könne  und 
ladet  ein,  zu  versuchen,  ob  sich  nicht  die  Gesetze  der  Winne 
aus  einer  Bewegung  der  kleinsten  Kftrpertheile  ableiten  lassea. 
Diese  Ansicht,  durch  anderweitige  zahlreiche  Grfinde  unterstfitit, 
hat  zu  einer  mechanischen  Theorie  der  WIfrme  geführt,  welche 
somit  der  bisherigen  Wärniestoflflheorie  gegenüber  steht.  So  ist 
die  Wärmelehre  zu  einer  iMechanik  der  Wärme  geworden. 

Da  diese  Theorie  eine  der  wichtigsten  Errungenschaften  der 
Physik  in  der  Neuzeit  ist,  den  menschlichen  Verstand  von  einer 
bisher  fiSr  unentbehrlich  gehaltenen  Krücke  —  dem  WSrmesteff  — 
befreit  und  ihn  auf  ein  von  hellen  Strahlen  "der  Mathematik  reich 
beschienenes  Feld  geleitet;  so  mag  es  mir  erlaubt  sein,  eine  kurze 
und  fMslicfae  Darstellung  derselben  zum  Gegenstande  meines  Vor* 
träges  am  heutigen ,  der  Erinnerung  an  die  Stiftung  der  kaiserl* 
Akademie  der  Wissensehaften  gewidmeten  Feste  zu  machen.  Ich 
muss  zwar  besorgen,  man  werde  diese  Wahl  nicht  liSr  eine  gluck- 
liche halten,  da  ihr  Gegenstand  noch  nicht  al>geschlossen  Ist  und 
dem  ernsten  Commando  der  Mathematik  gar  viel  Einfiuss  gestat- 
tet ;  man  würde  e«  vielleicht  Heber  sehea,  wenn  Ich  meinen  Stef 
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ans  der  Strumung  der  Zeit  gesehCpft  hSfte.  Allein  leb  halte  jeden, 
der  an  dieser  Versainnilting  Tbeil  nimmt,  für  einen  Freund  nis- 
Kenschaftlichen  Fortschrittes  und  als  solchen  g^ewuhnt  an  ernste 
ßeschSftl^ung,  zugleich  uolltc  und  konnte  ich  aU  Mitglied  der 
roathern.if isch -naftirwissenschafllichen  Claase  n>ein  Gehiet  nicht 
verlt'ii.zncn.    Es  haben  ja  auch  die  ISaturu is^engchaften  eine  Strü- 
muug,  wenn  auch  eine  geräuschlose  und  «veni^  in  die  Augen  fal- 
lende, und  eben  aus   dieser  habe  ich  meine  Wahl  getroffen. 
Uebrigens  werde  ich  es  nicfit  an  lieniüliiiiii,^  fehlen  lassen,  meinen 
Gegenstand  möglichst  klar  darzustellen,  um  «eniff-tons  nicht  un- 
höüich  zu  erscheinen;   denn  nach  dem  Anssprucli  eines  franzü- 
stschen  Plii!  »sophen  ist  Klarheit  Uüllichkeit  von  äeito  derer« 
nreJcbe  öffentlich  «precbeo. 

Die  Fortpflanzung  eioes  Impulses,  der  von  der  Sonne  oder 
einem  andern  leuchtenden  oder  auch  nur  warmen  Körper  ausgebt, 
auf  den  Aether  erfolgt  durch  üebertragung  der  iiewegung  rOD 
einem  Aclhertheilcheii  an  das  daran  grenzende  nach  den  Gesetzen 
des  Stosses  elastischer  Körper.  Iti  einer  gleichartigen  Aether- 
masse  tritt  das  bewegte  Theilchen  seine  liewegung  an  das  nächste 
ab.  Da»  bewerte  kommt  in  Ruhe,  das  ruhende  nimmt  aus  der 
Haud  dieses  ilie  ganze  Bewegung  an.  iStosst  ein  freies  Aether- 
Ihellchen  an  ein  durch  die  Anziehung  ponderabler  Masse  modi- 
firirtej«  oder  umgekehrt,  so  kehrt  ein  Thcl!  der  lebendigen  Kraft 
ins  af^e  Mittel  zurück,  der  andere  frltt  in's  neue  Mittel  öher. 
Dasselbe  erlVifgt,  wenn  freier  oder  mridiliLirfer  Aether  an  wät;l>are 
Masse  sfMSst  odn  umgekehrt.  Hier  (refeii  aber  beide  eben  lie- 
trachlcte  Falle  zu^icich  ein,  dn  un^ljarc  8tofl"e  in  ihren  Zwischen- 
räumen immer  niodidcirten  Aether  eiitfialfen.  Ein  Theil  der  ein- 
fallenden Aetherwelle  trifft  auf  wngljare  Wolerfile,  ein  anderer  auf 
modificirteii  Aether,  beide  senden  Bewegung  in's  alte  Mittel  zu- 
rück, und  60%vohl  der  modificirtt^  Aetber,  als  dao  wfigbare  Molecul 
werden  in  Bewegung  gesetzt.  Erstere  Bewegung  pflanzt  sich  in 
der  Regel  strahlend  fort  und  durcbßihrt  so  die  ZtvischeiirSume 
oder  wird  nach  allen  Richtungen  zerttrenl,  bis  sie  ganz  io  die 
Kurpeirooleculo  abgegeben  ist,  letztere  vertheilt  sieb  successive 
an  alle  Molecfile  des  KOrpers  und  envirnit  eie.  Demnach  ist  es 
nicht  die  Beilegung  des  Aethers,  sondern  jene  der  n-figbaren 
Knrpermolecüle,  die  als  Wärme  erfunden  wird.  Dieses  folgt 
fiberdics  aneh  noeh  aus  anderen  Betrachtungen. 

Es  ist  nfiniücb  einleuclitend .  dass,  je  nachdem  die  Hewegung, 
welche  wir  Wärme  nennen,  den  K  iirporrnoleciilen  oder  den  Aether- 
tbeilchen  zukommt,  in  einem  Krystaii  die  liichtungen  fiir  das 
grusste  oder  kleinste  Warmeleitungs?ermugeo  auch  mit  den  Elasti- 
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eitätsaxen  des  Krysfalls  oder  mit  jenen  des  darin  eothaltenen 
Aetbera  anaammenfallen  mOaaen.  Nach  S^narmont  ist  in  8lit(< 
,  chen  von  Gypa  entseliieden  erateres  der  Fall,  and  eben  daraaf 
deuten  aoeh  Versucbe  mit  Platten  Ton  Bergkrystall  ond  Kalkapalh 
über  Klangfiguren.  Es  Icann  aonach  auch  al«  ezperimental  bewie- 
sen angesehen  werden,  dass  das  Wesen  der  WSrme  in  einer 
Bewegung  der  ponderablen  Molecfile,  nicht  in  einer  solchen  des 
Aelhers  bestehe. 

Jedes  auf  solche  Weise  in  Bewe<>iing  gesetzte  Kurperm olecfil 
besitzt  eine  mechanische  Wirlcung^sf^higkeit  von  bestimmbarer 
Orvsse.  Die  Mathematik  lehrt»  dass  sie  ausgedrückt  werde  durch 
das  hatl^  Product  ans  der  bewegten  Masse  und  dem  Quadrat 
ihrer  Geschwindiglieit.  Man  nennt  es  die  lebendige  Kraft  des 
Beivegten.  Olfenbar  ist  das  halbe  Quadrat  der  Geschnindigkeit 
die  lebendige  Kraft  der  Massen-  oder  Gewichtseinheit.  Somit 
kann  man  die  lebendige  Kraft  eines  Molecflls  auch  bezeichnen  als 
das  Product  des  Moleculargewiehts  und  der  lebendigen  Kraft  Her 
Gewichtseinheit  Es  gibt  Fille,  wo  diese  Ausdrucksweise  Vor- 
tbeil  gewährt. 

Die  Summe  <)er  lebendigen  KrHfte  aller  Muleculc  eines  Kür- 
|U'is  beslimmt  seinen  Wärmegehalt.  Die  lebcndi<;o  Krnit  ein('5: 
Molecüls.  sonjit  sein  Wnrnie<rehalt,  liestimmt  die  Temperatur. 
Jeder  Körper  »MiÜialt  also  Warme,  wenn  seinen  iViolecCiien  Icbcn- 
dii^e  Kraft  zukommt,  nnd  ron  zu  ei  K/ii  poi  n  ist  iener  der  wärmere, 
dessen  Mr^lci  filer»  mehr  lebendige  Kraft  innewohnt.  Kalf  soll 
eigentlich  jun  ein  Kiir]n  r  In  i.ssen,  wenn  seine  .Molecüle  aller  leben- 
diesen  Kraft  bar  sind;  man  nennt  aln  r  meistens  einen  K^jrper  kalt 
gegen  einen  amicrn,  dem  er  an  lebendiger  Krait  seiner  iMolecnle 
nachsteht.  Eine  naturliche  Tempcraturscala  kann  al^u  ihren  ?yull- 
punkt  nur  da  haben,  von  wo  die  lebendige  Kraft  der  ^lolecfile 
anhebt.  Unsere  üblichen  Scalen  l»ei»inncn  mit  dem  Schmel/punkt 
des  Eises  und  haben  von  da  nach  awfuärts  poHitive  oder  Wärrae- 
grade, nach  abwärts  negative  oder  Kältegrade.  Der  absolute 
Nullpunkt  der  Warme  entspricht  nahe  273  negativen  Graden. 
Necative  Grade  einer  solchen  Scala  von  mehr  aJs  273  haben  so- 
nach keinen  Sinn  mehr. 

Molecule  verschiedener  Natur  haben  verschiedene  Genicbte. 
Um  gleiche  Temperatur  zu  erlangen  ,  mCIssen  daher  die  leicbfer«n 
auf  srrosserc  Geschwindigkeit  gebracht  werden  als  die  schwereren» 
so  dass  durch  die  grossere  Geschwindigkeit  der  Abgang  an  Masse 
ersetzt  wird.  Sonach  braucht  ein  EisenmoleciiI ,  dessen  Gewicht 
gleich  28  ist,  eine  fast  dreimal  grossere  Geschwindigkeit  als  ein 
GoldmoleciiI  mit  einem  Gewichte  von  198,  damit  beiden  dieselbe 
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Temperatur  zukomme.  Daraus  folgt,  dass  gleiche  Massen  von 
rerschiedener  Natur  bei  «leichen  TeiDperatureij  uitgleiche  VViir- 
megrade  entiialteii  liutl  «laher  versciiiciieneii  Kürpero  verscbiedene 
Wärmecapaci taten  zukoniiticii. 

Wird  Molecük'fi  ungleicher  Natur,  aber  gleicher  Tempe- 
raluT,  j>o  uc'l  iebeiidige  Kraft  zugefiilirt  ah  rxithig  ist,  um  die 
Temperatur  eines  jeden  uui  1  (iratl  zu  Jst<'»L'Ps  i» ,  .so  wird  dadurch 
die  («b'i«  hheit  ihrer  Temperatur  nicht  ani-choljen  und  es  müssen 
sonach  auch  diese  Zuvvucfisc  an  lt'ljendif»er  Kraft  tür  alle  i^Ieirh 
sein.  Die-'t'ÜMMi  kilnnen  aber  wegen  der  Uriveräiiderlichkeit  der 
Molera\argc\vic}»te  liies  diirr  li  Steigeruris;  iler  (le/schwindii^kelt,  d.  h, 
der  lebondia;en  KraU  der  Geuithtscinhcit  benerkstellii^t  werden. 
Diese  hat  aber  in  der  mechanischen  Wärnietheorie  die  Iledcutnng 
der  speci fischen  Wärme,  und  es  müssen  sonach  die  Producte 
aus  dent  ]l^]olecularge>\ichte  und  der  specifi«chen  W^ärme  für  alle 
Hloiecüle  gleich  sein,  von  welcher  Natur  sie  auch  sein  mögen» 
Dieses  ist  aber  das  auf  dem  Versuchswege  gefundene  l>ulong* 
Petit'ache  Gesetz  auf  elii/.elne  Moleciile  angewendet.  Es  moss 
offenbar  auch  für  Aggregat©  gleichartiger  Moleciile  gelten,  so  ferne 
darch  die  .Aggregation  deren  Selbständigkeit  nicht  geändert  wird 
and  sie  nicht  etwa  durch  ihre  Molecularanziehuni>  auf  einander 
wirken.  In  vollkommenen  Gasen,  die  sich  bei  der  Ii!rwSrmung 
nicht  ausdehnen  kunnen,  bleibt  diese  Selbständigkeit  gewahrt  und 
diese  hefolgen  in  der  That«  der  Erfahrung  gemSss,  das  genannte 
Gesets  ToUkommen.  In  Aggregaten  von  Afoleciilen,  die  dem  Ein* 
flösse  der  ÜUolecularanziebung  unterliegen,  wie  dieses  bei  unvoll* 
ksnmenen  Gasen,  bei  Dunsten,  festen  und  tropfbaren  KOrpern 
der  Fall  ist,  erleidet  dieses  Geseta  eine  Modißcntion,  wie  solches 
auch  durch  die  Versuche  von  Neu  manu  und  Regnault  bestft* 
tiget  wird.  Aber  selbst  Über  die  Art  dieser  ModiOcation  gibt  die 
meehanisefce  Wirmetheorie  AufklSrung.  Die  einem  Korper  zuge- 
IBbrte  lebendige  Kraft  ist  nümlich  in  demselben  nur  bei  vollkom« 
nenea  Gasen,  deren , Volumen  sich  beim  ErwSrmen  nicht  ändern 
kiBii,  veilstSndig  als  solche  enthalten,  in  anderen  Körpern  wird 
ein  Theil  derselben  zu  Arbeit  verbraucht,  durch  welche  die  Ent- 
feraong  und  Lage  der  Moleciile  und  das  Volumen  geändert,  der 
Zosammenbang  derselben  modificirt  und  wenn  auf  dem  Volumen 
eis  Sosserer  Druck  lastet,  diese  Last  eine  Strecke  weit  forfge- 
seheben  wird.  Die  letztere  dieser  Arbeiten  tvirkt  daher  nach 
Aussen  und  heisst  darum  auch  äussere  Arbeit,  die  ersteren 
Weiben  auf  das  Innere  des  Kör|it'rs  Im  sdnäukt  und  sind  das  Werk 
»onerer  Arbeit.  Nur  das,  was  au  lebendiger  kruit  als  solcher 
im  l^ürper  zurückbleibt,  unterhält  seine  Temperatur  und  bildet 
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das«  was  man  bisher  freie  Wfirma  genannt  hat,  wSlireod  der 
irar  in  Form  von  geleisteter  Arbeit  vorhandene  Theil  die  Tem- 
peratur nicht  beeinflusst.  Er  wnrde  sonst  gebundene  WSrmf 
genannt.  Es  herrscht  aber  zwischen  jenem  Theil  der  einem  Kur« 
per  zttgefCibrten  Wftrroe,  welcher  aar  Arbeit  verbraucht  wird,  aod 
jenem,  der  als  lebendige  Kraft  fortbesteht,  so  lange  sich  der 
Aggregationszustand  nicht  ändert,  ein  bestimmtes  Verhlltniss  and 
darum  kann  man  auch  aus  der  Grösse  der  gethanen  Arbeit  der 
Wirme  in  einem  KCrper  innerhalb  bestimmter  Grenzen  auf  seiae 
Temperator  schliessen,  wie  dieses  in  der  That  bei  der  Aotren- 
düng  unserer  Thermometer  geschieht. 

Bisher  bat  man  unter  specifiscber  Wfirme  eines  Körpers  jene 
WSrmemenge  verstanden,  wcicfie  die  Temperatur  einer  Gevrichti* 
einheit  um  1^  €.  erhobt,  ohne  Kiicksicht  darauf»  ob  sie  ganz  oder 
zum  Theil  zur  Temperaturerhöhung  verwendet  oder  ein  Theil 
davon  zur  Arbeit  verbraucht  wird;  nur  bei  Gasen  hat  man  spe» 
cifische  Wirme  bei  constantem  Volum»  wo  keine  Süssere  Ar1»eH 
verrichtet  wird»  und  solche  bei  constantem  Druck,  wo  ein  Thml 
derselben  zur  Süsseren  Arbeit  verbraucht  wird,  unterschieden; 
erst' in  neuester  Zeit,  wo  die  mechanische  Wftrmetheorie  ihren 
Einflttss  zu  üben  angefangen,  hat  man  die  ausschliessend  zur  Tem- 
peraturerhShung  einer  Gewichtseinheit  um  PC.  verwendete  Wirme 
sowohl  von  der  specifischen  Wirme  bei  constantem  Volomea  als 
von  der  bei  constantem  Druck  unterschieden  und  nennt  sie  frett 
speci fische  Wirme.  Da  ist  es  wohl  kein  Wunder»  weoa  di e 
Producta  aus  dem  Molecnlargewichte  und  der  specifischen  Wlnhe 
im  letzteren  Sinn  für  verschiedene  KOrpcr,  ja  selbst  (Qr  densellieD 
Körper  bei  verschiedener  Hirte»  Festigkeit  etc.  auch  unglddie 
Werthe  haben,  während  doch  die  freie  speciische  Wirme  ron 
der  Art  der  Verbindung  der  Moleciile  ganz  unabhängig  sein  muss. 
Dass  jene  Froducle  für  Korper  von  übereinstiminender  chemischer 
Zusammensetzung  dotli  sehr  nahe  dasselbe  Product  geben,  wie 
dieses  aus  iNeumann's  und  Uegnault's  Versuchen  hervorgeht, 
deutet  nur  darauf  hin,  dass  hei  solchen  K  irpem  auch  ein  homo- 
loger Verbrauch  von  Wärrae  zur  inneren  Arbeit  stattfinde.  Bei 
testen  und  tropfbaren  Körpern  ^\ir<l  auch  auf  iiussere  Arbeit  kein 
Bedacht  genommen,  daher  mag  es  aueli  k  irnmen,  dass  diese  ihre 
speci  tische  \V,irme  mit  der  Temperatur  wegen  der  dabei  staitfin« 
dendea  Ausdehnung  zunimmt. 

In  der  bisherigen  Darstellung  sind  die  Grondbegrifle  der 
Wirnelehre  und  Ihre  Relation«  au  deren  Bekann  ttrerdung  auf  dem 
Wege  dea  Experinentea  es  nahe  ein  Jahrhundert  bedurfte,  ohne 
irgend  eine  Hilfshypothese  blas  aua  den  Blementen  der  Bewegung 
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überhaupt,  wie  sie  die  Mechanik  längst  lehrt,  abgeleitet  worden. 
Weitere  Betrachtungen,  hei  denen  auf  die  Aggregationszustände 
Rficktficbt  genommen  wird,  werden  die  bisher  li»ekannten  Wärme* 
geaetie  nicht  blo«  in  ihrer  vollen  Bedeutung  aus  Molecularbevre* 
gengeil  erklären,  eondern  über  eie  neaes  Liebt  verbreiten. 

Moleefile,  dio  blos  von  ihrer  Anziehungskraft  beberrscbt  wer- 
den, nfleeen  sich  zu  einer  starren  (festen)  Masse  verbinden«  io 
der  jedes  eine  stabile  Gleichgewiebtalage  ione  hat,  aas  der  es 
irobl  durch  einen  Susseren  Inipul»  verrOekt  werden  kann,  in  welche 
es  aber  wieder  zurückkehren  muss,  wenn  jene  Einwirkung  auf« 
b9rt  Eine  eolche  Verriiekong  erleiden  die  MoleeOle  dnreb  die 
Sttoe  einer  Aetherwetie.  Sie  werden  dadureb  der  Uerrschall 
sweier  KrJlfte  unterlhen,  einer  centri|jelnlen  ▼ermoge  der  nioleen- 
laren  Ansiebang  und  einer  gegen  dieae  im  Ailgemeioen  geneigten 
tangentiellen,  in  Folge  der  AetheratOaae.  Ea  iat  nicht  wabr- 
tekelolicbj  daaa  aich  darana  eine  bin-  und  hergebende  Bewegung 
suaammenaetzt,  wie  aie  den  Scballeracbeinnngen  zum  Grande 
liegt,  eondern  vielmehr  eine  aolche  um  einen  fixen  Mittelpunkt, 
die,  wenn  auch  in  unendttch  verkleinertem  Maaaatab,  der  Bewe* 
gang  der  Sonne  ond  der  Erde  um  ihren  gemetoacbaftllehen  Sebwer* 
paofct  ibnilcb  Iat.  Wird  der  tangentlellen  Bewegung  In  Folge 
Intensiver  einfallender  AeCherwellen  oder  auf  andere  Welae  Zu- 
waeha  zu  Theil,  ao  wird,  wie  schon  bemerkt  worden  iat,  ein 
Tkei/  dieaer  entsprechenden  lebendigen  Kraft  in  Arbeit  uinge« 
setzt,  durch  welche  der  Zusammenhang  der  Moleciile  gelockert, 
das  Voiamen  vergrOssert ,  nach  UnistSnden  aucli  eine  äussere 
Laiit  fortbewegt  wird,  ^'on  einer  bestimmten  Temperatur  an  wird 
die  ganze  Zufuhr  von  lebeiuliger  Kraft  in  Arbeit  umgesetzt,  weil 
von  da  an  die  innere  Arbeit  eine  glinzüche  Unistaitunc^  des 
Gleichgewichtssystems  der  Moleciile  bewerkstelligt  und  tief»  tropf- 
baren Zustand  herbeifuhrt.  In  diesem  konimt  den  Molecfilen  nicht 
mehr  eine  bestirumte  Gleichgewichtslage,  wohl  aber  ein  bestimm- 
ter Abstand  von  anderen  zu,  und  ein  äusserer  Impuls  hat  nur  die 
tolat*,  dass  die  Centralbev\  eeung  der  Molocülc  nicht  mehr  uro 
(ixe  IMiffeljiiutkte  vor  sich  geht  ,  sondern  um  veränderlitlie ,  eini- 
germassen  äliniich  den  Wassermolerülen  bei  der  Wellenbewegung. 
Zugleich  miii^en  drehende  Hewegiingeti  der  Molecüle  auftreten, 
^  '^rli^esetztc  .'iussere  Zufuhr  von  lebendiger  Kraft  st<»r!;<»rt  die 
iemperatiir  der  bewegten  Masse  und  erzeugt  intermoleculare 
Veränderungen,  bis  die  Molecüle  ausserhalb  des  Wirkungskreises 
der  molecularen  Anziehung  gesetzt  zu  werden  beginnen.  Der  Ein- 
tritt dieses  Zustandes  bezeichnet  das  Verdampfen.  Von  dn  an 
«lad  die  Molecfiie  von  einander  gaoa  oder  faat  gana  unabb&ngig» 
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ihre  Anziehune;  hat  keine  Macht  mehr  über  sie  und  jeder  Stos>. 
der  von  Aussen  anlangt,  kann  nur  eine  progressive  lu-weguftg 
derselben  bewirken  oder  Hie  schon  bestehende  in  Richtuns  und 
Geschwindigkeit  ändern  ,  wohl  ;uil1i  bei  schiefen  Zusanimeu^t  "s- 
860  drehende  Bewegungen  erzeugen.  Die  l)c^ve^^T^n^  der  Mole- 
cfile«  welche  wir  als  Wärme  emptinden,  ist  sonach  Ijei  ausdehn- 
samen  Körpern  nur  eine  progressive.  Moleciile,  welche  sich  ai; 
der  Oberfl&cbe  einer  Fhlssigkeit  befinden,  können  schon  bei  einer 
Temperatur  weit  unter  der  Siedhitze  in  Dunst  ubergehen,  weil 
sie  echoD  dnreb  die  gegen  die  Oberfläche  gerichtete  Wirkong  der 
tangentiellen  Bewegung  tropfbarer  Theile  aas  der  WirkoogsspHSre 
der  Ansiehung  kommen*  Diese  Theile  verlassen  die  flussige 
Messe  und  schiessen  geradlinig  fort,  bis  sie  an  ein  Hinderoiss 
gelangen  und  daselbst  als  ein  elastischer  Kürper  zuröckgeworfea 
werden.  In  einem  geschlossenen,  nicht  gans  mit  FlGssigkeit 
fÜlUen  Gellmse  wird  dieses  an  der  Decke  geschehen;  die  Meie* 
etile  werden  xor  Oherflicbe  der  Fiflssigkeit  znrgcbkehren,  ja  rer- 
mOge  ibfsr  Geschwindigkeit  in  dieselbe  eindringen  und  der  flSasigeB 
Menge  einverleibt  werden»  während  andere  an  ihrer  Stelle  sie 
▼erlassen.  Anfangs  werden  wobl  mebr  MoleeOle  ansscheiden  als 
snrückkebren  und  die  Dnnstmenge  wird  xnnebment  deck  wird  ein 
Zustand  eintreten  mflssen»  wo  gleich  viele  Moleefile  aWb  den 
Dunst  und  der  tropfbaren  Masse  beigesellen.  Da  bat  nun  dtr 
Dunst  das  Maximum  seiner  Dichte  erreicht.  Im  Dunst  stskti 
4iie  Melecdle  nor  wenig  ausserhalb  der  WIrkungsspbSre  der  meie- 
cularen  Aaslebung»  daher  schon  ein  missiger  Druck,  der  sie  nibcr 
an  einander  bringt,  oder  eine  geringe  Abkühlung  den  Ueberg^ 
in  den  tropfbaren  Zustand  zur  Folge  bat 

Es  Ist  schon  lange  bekannt,  dass  der  SIedpnnkt  einer  Ms- 
sigkeit  von  dem  darauf  lastenden  Druck  abbfingt  and  dass  er  mit 
diesem  Druck  steigt  und  sinkt   Man  weiss,  dass  Wasser  unter 

dem  gehurigen  Druck  ohne  zu  sieden  bis  zum  Glühen  erhitzt,  aber 

unter  gerini^eni  Druck  schoü  nahe  am  Eispunkte  zum  Sieden  ge- 
bracfit  iverdeji  kann.  Die  niechaniische  Wärme theorie  icbrt  aber 
auch,  dass  der  Schmelzpunkt  einem  ähnlichen  Einflüsse  unterliege; 
er  wird  bei  Flüssickciten,  die  sich  bei  der  Envärmung  ausdehnen 
und  IVO  daher  ein  äusserer  Druck  der  Wfirmearbeit  entgegen  >\irkt, 
durch  Verstärkung  desselben  hinauf,  hei  reichen,  die  sieb  beim 
Erwärmen  zusammenziehen  und  wo  ein  Druck  die  Wärmearbeü 
unterstfltzt,  herabbe^vegt.  Zu  den  ersteren  Kürpern  ire hören  Fiele, 
z.  B.  OlivenOl  und  Wallrath,  zu  den  letzteren  Wasser  unter  4**  C. 
in  der  That  wird  Olivenöl,  das  unter  35  Atmosphären  Druck  noch 
flOssig  ist»  ohne  Entziehang  von  Wärme <  sondern  bios  darch  Ver- 
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mehrong  des  Druckes  h\s  zxx  00  Atnin.Kj»hären  fest,  j  Wallrath 
scbmll^t  beim  gewofinÜLheii  LiiltdriK  k  sclion  bei  47^*7,  uot6r  eioeoi 
Druck  ?oD  156  Atinosphäreo  aber  erst  bei  49^*9. 

Wasser  kann  unter  atarkem  Drucke  noch  bei  — 20^  C  flflssig 
erhalten  werden. 

Die  Molcciile  der  permnnenlen  (iase  «tehen  offenbar  am  wei- 
tcateo  ausserhalb  der  S;)f)ärc  der  inolecularen  Anziehung,  an  die» 
Mn  naas  sich  auch  die  mechanische  Wärmetheorie  der  stärksten 
Probe  QDleraiehen  lasaeo.    Dem  Vorhergehenden  gemSaa  tat  da 
Bewegongf  welche  wir  Wärme  nennen,  eine  progressive  und 
ans  dieser  mflaaen  sich  sonach  die  zahlreichen  Gesetze  der  Wärme 
von  Gasen  ergeben.    DIeae  Bewegung  erfolgt  in  gerader  Riehtung 
mit  gleichrormiger,  in  verschiedenen  Gaaen  varaehiedener  6e- 
aebwindigkait»  bis  ein  Molecul  an  ein  anderes  oder  an  die  Geftaa* 
waed  atoaat  und  eine  Reflexion  eintritt,  bei  der  natürlich  wegen 
der  Tollkommenen  Elasticität  der  Molecülc  kein  Verluat  an  leben- 
diger Kraft  eintritt  Die  Molecuie  einer  Gasmaaae  mQgen  je  nach 
der  Richtung  der  auf  aie  wirkenden  Impulse  nach  beatinuiten 
RiehlnngfD  aicb  bewegen  ^  allein  die  hftufig  vorkommenden  achie- 
feo  Sttieae  unter  den  Molecfilen  aelbat  und  die  flir  so  kleine  K8r- 
perchee  unter  allen  UmatXnden  aehr  groaa  eraebelnende  Rauheit 
der  Gefltotirinde  wird  es  bald  bewirken,  daaa  im  ganaen  Räume 
eile  Richtungen  gleich  tahlreich  yertreten  aind.  Eben  dieae  Um* 
efSOde  bringen  es  aber  auch  mit  sich,  daaa  ein  Molectil  sehr 
hielten  ZnaammenatSsaen  mit  anderen  ausgesetst  iat  und  sonach 
der  Weg,  den  es  von  einem  Znsammenatoas  zum  andern  zurfick- 
legt,  nur  sehr  kurz  sein  kann.  Nach  Maxwell  betragt  er  bei 
MoiecVlen  atmosphärischer  Luft  von  Vi\^  C.  nur  yiIo»  Millim.,  und 
es  erfUirt  ein  Molacfil  in  einer  Secunde  tiber  8077  MilK  Reflexionen. 

Die  Rechnung  lehrt  uns  die  Geschwindigkeit  jedes  Gasmo- 
leculs  bei  einer  bestimmten  Temperatur  kennen.  Diese  beträgt 
bei  0""  C  für  ein  MolecOl  im  Sauerstoffgas  461 ,  im  Stickstoffgas 
492,  im  Waaserstoffgas  1814  Meter.  Diese  Geschwindigkeiten 
naelien  es  begreiflich,  dass  die  Stusse  bei  einer  so  raschen  Auf« 
eioanderfofge  auf  die  Wände  eine  Wirkung  Gben,  welche  einem 
stetigen  Druck  gleich  kommt.  Zur  Erklärung  eines  solchen  be« 
darf  es  daher  nicht  der  Annahme  einer  abstossenden  Kraft  zwiechen 
den  Molecfilen. 

fn  einem  Gass^emeiige  hat  jeder  Hemengtheil  seine  eigene 
Moleculargeschwindigkeit  und  es  muss  in  einer  solchen  ein  eigen- 
thiiniliches  Gewirre  von  Bewegungen,  Sf«"s8en  und  Kiirkprallun- 
gen  herrschen.  In  einem  cbemiach  suaammeogefielaten  Gase  mäsaon 
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die  Geäclmindi|;keiten  der  Bestandmolecule  zu  einem  Mittelwertfa 

ausgeglichen  sein.  Die  Rechmini»  lehrt,  das«  er  zu  der  Geschwin- 
digkeit der  die  Zusainmensetzuna:  constatirenden  INJolecule  in  ähn- 
licher Relation  i^tehe,  ^^ie  die  ÜicLlc  der  Betitandgase  xu  der 
des  ZuöainuiensetzuMgs  -  Pruductes. 

Bringt  man  die  I^loiecule  eines  Gaeee  nftlier  an  eiminderi  in- 
dem inao  sie  in  einen  kleineren  Raum  zueaiunienpreMt«  ao  wird 
«Heb  der  Druck  auf  die  Gefltoewlniie  grwaeer,  aod  z<rar  1.  weil 
die  Flächeneinheit  derselben  von  einer  grosseren  Anzahl  Molecule 
getrofen  wird;  2.  weil  in  derselben 'Zeit  jedes  Molecfil  mehr 
Stusse  vollbringt.  Die  erste  Ursache  \ermefart  den  Druck  im 
Verhältniss  der  Linge  vnd  Breite  des  Gasraunes,  die  avreite  im 
Verhältniss  der  Tiefe  desselben»  beide  xusammen  also  in  dem 
Terhfiltnisse»  in  welchem  das  Gssroinmen  ideiner  geworden  ist. 
Dieses  Gesets  ist  liegst  unter  dem  Namen  des  Mariotte'scfcea 
bekannt 

Steigert  man  die  Temperatur,  d.  b.  die  Geschwindigkeit  der 

Gasniolecüle,  so  \\'\x{\  dadurch  nicht  blos  jeder  Stoss  eine«  solckca 
aui  die  Gefässwände  stärker,  sondern  auch  die  Anzahl  der  aof 
eine  Flächeneinheit  in  einer  bestimmten  Zeit  erfolgendeo  Stosic 
grosser.  Hat  der  Widerstand  der  Geßssuände  bei  der  gerioge- 
reu  Geschwindigkeit  der  Molecule  dem  Andränge  derselben  eben 
zu  widerstehen  vermocht,  so  wird  er  dieses  bei  der  grOs^ereB 
Geschwindigkeit  derselben  nicht  mehr  zu  thun  im  Stande  sein, 
das  Gas  wird  die  Wände  auseinander  treiben  und  erst  bei  einem 
Im  Verhältniss  zur  Steigerung  der  lehendigen  Kraft  grusseren 
Volumen  wieder  mit  dem  Widerstande  ini  Gleichgewichte  stehen. 
Dieses  Gesetz  lautet  also:  Das  Volumen  eines  Gases  wächst  im 
geraden  Verhältnisse  mit  dessen  W^ärme,  ^^emessen  an  einem 
Thermometer,  dessen  Scala  mit  dem  aljsoluten  INullpunkte  tief 
Wärme  beginnt.  Es  ist  unter  dem  ^^amen  des  Gay-Lussac- 
sehen  Gesetzes  bekauot. 

Wird  ein  Gas  dnrcb  VerstSrkung  des  Insseren  Drockes  tff 
ein  geringeres  Velumen  gebraebt,  se  steigt  seine  Tenpe**^* 
iSsst  man  es  dnreb  Verminderung  des  Drnekes  sa  einem  grusstfCD 
Volnmea  gelangen,  se  siokt  sie,  ebne  dsss  im  ersten  Falle  Wime 
angefllbrt,  im  sweiten  WSrme  abgeleitet  wird.  Znwaehs  ond  AI»* 
nähme  der  Temperatur  müssen  alse  Ibra  Quelle  Im  Gass  mIM 
haben.  Nach  unserer  Theorie  begreift  sich  dieses  leicht  ß«e 
Verstärkung  des  Druckes  macht  einen  Thell  der  Innern  AfM 
rflckgängig  and  veranlasst,  dass  die  dasn  ▼erhranchte  Kraft  wie- 
der snr  lebendigen  werde,  eine  Verminderung  des  Druckes 
weltort  die  Schranken  für  das  Gasroium,  ruft  mehr  innere  Aihttt 
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fticrror  und  verursacht  sonach  elD«ii  Mehrverbrauch  lebendiger  Kraft« 
la  beiden  Fällen  wird  das  früher  bestandene  VerbSltoiee  swieehen 
d«r  noch  freien  lebendigen  Kraft  und  der  aar  Arbeit  yerbraiichtoo 
Heindert  Es  ist  aber  aach  daa  WSmegieiehgevriebt  geBtM,  da 
in  dem  Falte,  wo  die  Arbeit  im  Gaae  vermindert  worden»  mehr, 
in  jenem  aber,  wo  diene  Arbeit  eine  Vermehrnng  erfahren  hat; 
weatger  freie  lebendige  Kraft  vorbanden,  ala  jenen  Gleichgewiehl 
Terdert,  «nd  ea  muaa,  um  aolchea  wieder  beraaatellen»  In  ersten 
Falte  Wirme  nach  Aoaaen  abfliesaev,  im  iwelten  aber  von  Atia* 
•en  eefgenommen  werden.  Datiaa  folgt  nnn,  daaa  in  einem  Gaae 
swiaehen  der  freien  lebendigen  Kraft,  welche  die  Teniperatar  macht, 
und  jener,  die  lor  Arbeit  verwendet  tat,  ein  beatlmmtea  Verhilt* 
»iaa  beatehe. 

Erwlnnung  und  Erkaituno;  durch  Zusamnteuclrücken  uiul  Aus- 
dehnen finden  aber  auch  het  anderen  Aggregationsformen  Statt, 
und  ea  kann  sonach  anfjenommen  werden,  dass  auch  bei  solchen 
«fas  Vcrliältniss  zwischen  der  froicii  und  der  zur  Arbeit  verbrauch- 
tere lebendigen  Kraft  ein  bestimmtes  sei,  wie  dieaea  schon  fr fiber 
angedeutet  worden  ist. 

Für  iiermanente  einfache  Gaee  oder  aolche  aunammengeaetite, 
wo  aleh  hei  der  Zuaammenaetsnng  keine  Volnroenindemng  ergibt, 
indet  man  aogar  die  Zifer  flir  daa  gedachte  Verhftitniaa.  Die 
Mathematik  lehrt  ntalich,  daaa  von  der  geaammten  lebendigen 
Kraft  der  progreaaiven  Bewegung  der  Molecfile  %  snr  Erhaltung 
der  Temperatur,      aur  Arbeit  verwendet  werden. 

Oaltüh  hat  das  Gesetz  aHlL'estent,  dass  ein  Gas(»emenfife  auf 
die  Gefässwände  »erade  so  dnu  kt,  ah  wtMin  jeder  ein/.elne  Ge- 
raen^theil  den  ganzen  Kaum  liir  »ich  erfüllte  nifd  als  wäre  der 
andere  i^ar  nicht  vorhanden.  Die  VV'HrmetJtofftheorie,  welche  zur 
Erklärung  des  Gasdruckes  auf  die  (^efasswönde  eine  ahstossende 
Kraft  der  Gasniolecüle  postulirfe ,  musste  daher  annehmen^  dass 
nur  gleichartige  IMolecüle  einander  aikstossen,  ungleichfirtige  aber 
auf  einander  gar  keine  Wirknn*»  ausülten,  sonach  für  eines  der 
vom  andern  occupirte  liaum  aU  leer  zu  lietrachten  sei.  Nach  der 
mechanischen  Wärmetheorie,  nach  welcher  alle  (fasmoleciile  von 
einander  gänzlich  unabhängig  sind,  und  jedem  eine  seiner  Natur 
vod  der  herrschenden  Temperatur  entsprechende  progressive  Be* 
wegong  zukommt,  ist  dieses  Gesetz  in  der  Natur  der  Gase  be- 
grfindet;  denn  sowohl  zwischen  homogenen,  als  zwischen  bete* 
rogenen  Moleculeo  finden  Zusammenstodse  Statt  und  die  lebendige 
Kraft  der  einen  sowohl,  als  der  andern  wird  bis  zur  Gefässwand 
ebne  Verlust  fortgepflanzt.  Wenn  awei  Gase  in  Berührung  stehen, 
ao  ainkt  wohl  anfange  daa  achwerere  im  leichteren  sn  Boden  und 
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das  leichtere  steigt  irn  schwereren  auf,  wie  Gel  im  Wasser;  allein 
diese  Uebereinanderlagerung  begründet  nicht  einen  stabilen  Zu* 
stand.  Bald  beginnen  sich  die  verschiedenen  l^lolecüle  mit  ein- 
ander zu  vermengen,  selbst  wenn  sie  nur  durch  einen  engen  Canal 
mit  einander  verbunden  sind  und  das  schwerere  den  unteren  Platz 
einnimmt;  Stabilität  tritt  nur  ein,  wenn  nie  ein  gleicbfwrmiges 
Gemenge  bilden.  Nach  der  bisherigen  Theorie«  ^vo  homogene 
Gastheile  abstossend  auf  einander  wirlcen,  werden  die  Molecitle 
des  einen  durch  diese  Kraft  in  die  Zwischenräume  des  andere 
bineingedrücict.  Viel  naturlicher  ist  aber  die  Erkiäroog  nack  der 
mechanischen  Wfirmetiieerie.  Bei  dem  nach  allen  Richtang^ 
statthabenden  Fortschiessen  der  Gasmolecüle  und  deo  vntähti^en 
Zusamraenstussent  wo  sie  wieder  nach  allen  Richtungen  zaruck* 
geworfen  werden,  muss  wohl  der  Finalsustand  in  einer  gleichföt* 
migea  Mengnng  beider  Gase  besteben  und  dieser  Zustand  i^asD 
nicht  ein  vorObergeheoder  sein»  sondern  mnos  Permanens  balMB* 

Es  gil)t  re>te  Kürzer,  welclio  ein  (:ias  nlclit  in  Masse,  son- 
dern nur  in  einzelnen  Molernfen  ilurch  ihre  Zwischeiiräunie  geben 
lassen,  die  sonach  im  Kleinen  einer  Pforte  ?>hnlich  sind,  durch 
welche  m\r  eine  Ferson  nach  der  andern,  nicht  deren  ineljrere 
zugleich  gelungen  künnen.  Künstlich  comprimirter  Graphit  iii  dünnen 
Fiattea,  Gypsmörtei,  Kalk»  gebraooter  Tlion  sind  solche  lUtpei. 

Will  man  dieses  roericwardige,  erst  in  neuester  Zeit  von  Gra- 
ham nfiber  gewürdigte  Verhalten  aus  den  bisherigen  VorsttHn' 
gen  Aber  die  Natur  der  Gase  erklären,  so  muss  man  annehüMO» 
dass  die  Molecülc  Stuck  für  Sliick  durch  die  Poren  gedrddct 
werden;  nach  der  neuen  Theorie  werden  sie  wie  li Ijgeschofies* 
Pfeile  durch  dieselben  getrieben.    Das  Gesetzliche  dieser  Vsr» 
gänge  spricht  aber  entschieden  zu  Gunsten  der  letzteren. 
Grusse  des  Gasroiums,  welches  in  einer  Zeiteinheit  durch 
Poren  in  einen  leeren  Kaum  übergeht,  steht  im  Zusammenhange 
mit  der  Geschwindigkeit,  welche  die  neue  Gastheorie  den 
culen  beilegt.    Dieses  Volumen  ist  grösser  bei  Kohlensfiaregt« 
als  bei  Sauerstoffgas,  bei  diesem  grösser  aU  bei  Stick*ra*> 
grossten  bei  VVasserstoffgas,  gerade  so  wie  es  die  njoletularen 
Geschwindigkeiten  der  Gase  verlangen.    Ist  das  im  Gas  cnlfc^^' 
tene^  durch  eine  Graphitplatte  geschlossetie  (iefäss  ron  einem 
andern  Gase  nm^eben,   so  treten  die  IMnlecüle  der  beiden 
durch  die  Poren  der  l^latte  aus  «iid  ein.    Haben  diese  Gase  nah* 
eine  gleiche  nioleculare  Gesch«  indi^ktlt ,  w5c  z.  B   Kohlem  xv«!- 
gas  und  Stickgas,  so  findet  ein  Anstauscii  ohne  Volumenandtnine 
Statt;    bei  Gasen  von  ungieirlior  nu^lecularer  Geschwindigkeit  ti^'^^ 

eine  solche  Gleichheit  nicht  mehr  ein«  ungeachtet  sie  mit  gicic^^'^ 
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Kr&ften  auf  die  Platte  drücken.  Diese  Gesttse  spielen  oboe 
ZwoIIbI  in  der  organischen  Natur  eine  hervorragende  Rolle,  und 
es  mnss  für  die  Physiologen  der  theoretische  Zusammenhang  der 
diesfölligen  "Thatsachen  ebeoso  lehrreich  sein,  wie  die  Tbat- 
aachcn  selbst 

Ungeachtet  8ich  die  neue  Theorie  der  Gase  darcb  die  Leicb- 
tigkeit  empfiehlt,  mit  der  sie  die,  wichtigsten  und  sonst  nur  Srm- 
lieh  theoretisch  begründeten  Gesetze  der  Wfirme  erklSrt,  so  bat 
man  ihr  doch  Erscheinungen  entgegengestellt,  die  sie  mit  einem 
Schlag  zu  vernichten  drohten.  Unter  diesen  besteht  die  ivicb- 
Hgste  darin,  dass  sich,  wenn  den  Gasmolecülen  eine  so  grosse 
progressive  Y^pwegung  zukMme,  in  einer  Gasmasse  locale  Ueber- 
schösse  clor  W/irme  sehr  rasch  ausgleichen  müssten,  wShrend 
dorh  Her  trlafirting  gemäss  eine  solche  Ausgleichung  sehr  lang- 
sam vor  sicli  uelit  und  (iase  u!»er!iaujit  sich  als  sehr  schlechte 
Warnieleiter  darstellen.  Allein  <'in  näheres  Eingehen  in  die  Art 
iiiul  AN'eise,  uie  sirh  dui  Ii  dem  Geiste  der  mechanischen  Wär- 
niethrorie  Wärmediflereri/rri  in  einer  (^nsmnsse  nusgleichen,  behebt 
nicht  blos  alles  Gewicht  dieses  ]>irnvuries,  sondern  vindirirt  un- 
serer Theorie  sogar  einen  neuen  Vorzug,  indem  sie  über  ein 
bisher  ganz  dunkles  Gebiet  J/irht  verbreitet.  LeifunL,'  der  Wärme 
in  einer  Gasmasse  bedeutet  üebertrnqung  leli'^uliger  Kral^  von 
wärmeren  Moleculen  in  minder  warme.  i>ti'>e  lirde  bei  der  grossen 
Geschwindigkeit  der  Gasmolerük'  in  kurzer  Zeit  auf  einer  grossen 
Strecke  eintreten,  wenn  dio  liewegung  in  gerader  Linie  ungehin- 
dert forjijesetzt  werden  konnte.  Ks  stosst  aber  jedes  Molecfil 
s(  linii  uacli  «ehr  kurzer  Wegstrecke  an  ein  aruleres  oder  an  die 
GelMSsn  and  und  w  ird  dadurch  zurückgeuorfen ,  und  zwar  nach 
den  V erscbiedeiit^ten  {Richtungen.  Wenn  ein  wärmeres  Moiecül 
an  ein  mifider  warmes  stosst,  wird  nii  lit  etwa,  wie  bei  der  Fort- 
pflanzung des  kSchalles  der  ganze  f^elialt  an  lebendiger  KraÜ  der 
znsanunenstossenden  Molecülc,  sondern  nur  die  Differenz  dessel- 
ben übertragen:  bei  einem  Zusammenstosse  nnth  so  kurzer  Weg- 
strecke uiirde  niK  Ii  nur  wenijj  Warnic  üiicrtragen,  selbst  wenn 
der  ganze  W  iirniciiberscbus«  \  «ärmeren  Molecüle  in  ein  kfil- 
teres  übercinge.  Aber  wegen  drs  Cmstandes.  das»  jedes  Moie- 
cül von  anderen  unter  allen  mngüihen  iNiigiingeri  der  reritralliiiie 
gegen  die  Stossricbtung  getroffen  «irtl,  wird  von  dieser  Differenz 
nur  die  H&lt^e  davon  übertragen.  Ks  wird  sonach  die  Leistung 
der  mit  einem  Stoss  übertrau'erien  Kraft  nach  einer  grossen  An* 
zahl  von  Üeberlragungen  auf  ein  sehr  geringes  IVlaass  herabgesetzt 
und  es  bedarf  einer  nngt  niein  grossen  Anzahl  von  Uebertragungen, 
om  eine  merkliche  Teniperulurcrhrihung  bervorzubriugen ;  umso 
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mehr,  als  auch  unsm  Ifi0troineDte>  di«  in  stilchen  McMangea 
gebraucht  «lerden,  ein«  verfaSltniMinlssig  geringe  Empfindliebkeit 
besitzen.  ^ 

V^enn  auch  die  Wärmeleitung  in  Gasen  nur  gering  ist»  so 
können  Gase  doch  nicht  als  Nichtleiter  angesehen  werden,  wie 
man  dieses  noch  vor  Kurzem  annehmen  zq  nifissen  giaubte,  js  es 
geht  aus  der  Theorie  hervor»  dass  die  niolecularen  Geschwindig- 
keiten von  jedem  Gase  Anhaltspniikte  üefero»  sie  nach  ihrer  Lei- 
tangsmhigkeit  zu  ordnen.  Wasserstoffgas  zeigt  sich  nach  <fer 
Theorie  als  der  beste  Leiter,  und  dieses  ist  bereits  auch  dorcb 
die  neuesten  Versuche  ausgemittelt;  die  fibrtgen  Gase  folgen  aber 
naeb  der  Theorie  erst  in  ziemlich  grossem  Abstände  und  ooter- 
scheiden  sich  von  einander  in  Bezug  ihres  Leitongsvermugens 
nur  wenig.  Neuere  Versuche  stehen  auch  hiemit  im  Einiclaoge. 

Zum  Schlüsse  möge  es  mir  noch  gestattet  sein,  die  verschie- 
denen WSrme-Erzeugiings-Processe  nach  der  mechanischen  Wärme* 
theorie  zu  deuten  und  zu  zeigen,  dass  sie  sich  auf  eine  gemein- 
scbaftlicbe  Quelle  zurück  führen  lassen,  nämlich  auf  Umw  andlung 
von  Arbeit  in  W-Hrme,  d.  h.  von  Massenbeiregung  io  Molecuiar- 
bewegung,  auf  ein  Princip,  das  durch  zahlreiche  Versuche  ausser 
Zweifel  gestellt  ist.  Die  Wärmostofftbeorie  ist  io  dieser  Angele- 
genheit  völlig  rathlos  geblieben. 

Eine  der  ergiebigsten  Quellen  der  WSrme  ist  beltanntlich  die 
Reibung.  Wird  ein  Wagen  auf  horizontalem  Boden  fortgezogeo, 
wo  sein  Geivicht  nicht  überwältigt  zu  werden  braucht,  so  fordert 
er  doch  wc<]ren  der  stattfindenden  Reibung  da/u  einen  beistimmten 
Kraltauluand,  ja  soi^ar  einen  dauernden,  obwohl  der  Wagen  mit 
gleicher  Geschwindigkeit  fortbewegt  wird.  Es  gebt  sonach  ICraft 
verloren,  dafür  aber  wird  \\ärnie  tlieils  an  den  Axen  der  Rader, 
tbeils  zwiscben  dem  Hoden  und  den  Kadkränzen  erzeugt,  (iesfatten 
es  die  Umstände,  flie  verlorene  Kraft  nwf  der  erzenjifen  Wärme 
zu  vere^feicben,  so  findet  man.  da«s  j«'(!cr  verlorenen  Krafleinheif 
ein  Gevvinn  von  einer  Wärmeeinheit  entspricht  Diese  Wärme- 
quelle zeii»t  sich  liberal!  »virksam,  wo  lebendige  Kraft  plötzlich 
in  ihrer  Wirkung  gehemmt  oder  \  erkünimert  wird.  W  enn  man 
Queclcsilber  ni ehrmal  von  einem  Glase  in  ein  anderes  überschüt- 
tet, lind  daher  plötzlich  von  Bewetjnftg  in  Ruhe  überführt,  so 
erscheint  es  etwas  wärmer.  Das  WatfSer  des  ISiagara  soll  am 
grossen  Fall  nach  dem  Sturze  etwas  wärmer  sein  als  vor  dem- 
selben, und  selbst  im  Ocean  will  man  bemerkt  haben»  dass  das 
Wasser  durch  einen  Sturm  etivas  ernrärmt  wird. 

Ein  Schlag«  Stoss,  anerkannt  bewShrte. Mittel  WSroie  su  er- 
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amgen,  wirken  aoF  dieselbe  Weise.  Ein  Hammer  verliert  im 
Aagenblicke,  vro  sein  Schlag  trifft«  seine  Bewegung  and  die  ge- 
•teMeae  Masse  wird  ernSrnit.  Ein  Dmelt  «virkt  in  derselben  Weise. 
In  den  englischen  Stahlfabriicen,  so  erzSblt  Liebig,  erhitzt  ein 
Seliaied  eine  10—12  Zoll  lange  Stablstange  an  einem  Ende  in 
•Iner  Este  bis  zum  RothgluKen,  hringt  sie  dann  unter  den  Maeebi» 
iienhamroer  und  strecket  nie  anf  ebenso  viel  Fuss  Länge  aus,  ohne 
sie  abermals  in's  Feuer  zu  bringen.  Die  Stelle,  welche  der  H.mi- 
mcr  trifft,  wird  rotbglOhend,  sn  dass  dem  Zuschauer  die  Glöb* 
iiitse  der  Stange  entlang  hin  und  her  zu  laufen  scheint,  so  wie 
die  geschlagene  Stelle  wechselt.  Die  Häufigkeit  der  Schläge .  von 
denen  jeder  mit  Verlust  lebendiger  Kraft  verbunden  ist»  stebt 
mit  der  Menge  der  genannten  Wirme  fan  Einblange. 

Ein  Korper,  der  nach  einem  erlittenen  Sebtage  sieb  wieder 
nm  Trüberen  Volumen  ausdehnt,  erfilbrt  tceine  EmSrmnng,  weil 
llmsetsung  lebendiger  Kraft  in  Wirme  beim  Schlage  und  der  um« 
gekehrte  Vorgang, bei  der  Ausdehnung  sieb  gegenseitig  aufbeben. 

Die  Erwärmung  durch  Sonnenstrahlen  ist  bereits  aus  einer 
Uebertragung  lebendiger  Kraft  von  Aetherwellen  an  ponderable 
Molecule  erklärt  worden.  Es  erscheint  hier  der  Aether  als  der 
nähre  Pronietheus,  der  das  Feuer  vom  Himmel  nimmt  und  es  der 
Erde  überbringt. 

Ueber  den  Ursprung  der  Wärme  hei  chemischen  iVoLesi»en 
sind  die  Naturforscher  von  jeher  im  I)utikel  gewesen,  doch  ist 
auch  hier  einige  Helle  von  der  tuechaia^chen  Warnietheorie  aus- 
gegangen. Chemische  \  •  i  Itirnlungen  nämlich  wenlen  durch  die 
den  Atomen  inbh'rirondf n  ariziehenden  Kralte  benirUt.  Im  Sinne 
der  mechanischen  VVai  metheorie  besteht  aber  diese  Wirkung 
in  einer  Zusammcnsetiung  von  Atoiiuiibewegungen  zu  einer 
liesultirenden.  ISimmt  man  diese  Bewegungen  als  drehende 
an,  deren  Bahnhalbmeäaer  und  W  iiikelifegchwindigkeit  nüt  der 
Naiiir  der  Atome  wechseln,  In  einem  homouenen  Producte  aber 
liir  alle  Atome  gleich  sind;  «o  tritt  in  Koiue  der  Au^sleicliung 
der  WinkelgCNcliv^  iiHÜt^keiten  ein  Verlust  ;iri  iebendiger  Kraft  ein, 
der  8ich  in  einen)  mathematischen  Air^driK  k  dar.stelleii  iässst.  Die 
chtnii-sche  AnziehuriL'  \^irkt  also  wie  ti»  von  Aussen  angclirach- 
ter  Druck  und  iiuii.s  dulitr  auch  die^^elbe  Folge  haben  wie  ein 
solrluT.  Die  Grösse  des  ^oI erwähnten  Verlustes  an  lebendiger 
Kraft  liodet  man  weniu*<tth»  fOr  Mis^chungeo  von  Schwefels&ure 
und  VN  us8er  der  dabt  i  frei  werdenden  Wärme  proportional. 

Mein  Vortrag,  dem  wuw  nicht  Mangel  an  Stoff,  tsüodern  nur 
Mangel  an  Zeit  eine  Cirenze  setzt,  hatte  zum  Z^veck,  m  zeigen, 
wie  allen  t^rscbeinuogea  und  Gesetzen  der  Wirme  Beweguogeo 
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der  kleinsten  Kurpcrtheile  zum  Grunde  liegen,  sonach  znUchen 
Schall,  Liebt  and  Wfirme  sehr  nahe  Verwandtschaft  bestehe.  Daliei 
bi«ibt  aber  die  Eigenthümlicbkeit  jedes  der  genanoten  Agentien 
vollkoniRien  gewabrt  Die  Molecularben-e^^ungen,  die  wir  als  Scball, 
Licht  und  Wärme  empfinden»  gebeo  wobl  insgcsammt  von  pon- 
derabier  Materie  aus,  kunnen  aber  von  mannigraltigster  Art,  dre* 
beade»  bin-  und  hergehende,  in  Stussen  erfolgende  etc.  sein ,  weae 
our  ibre  Geschivindigkeit  in  iMchr  und  Weniger  gewisse  Grenzea 
einbiit  Soll  aber  durch  das  Gehör  nicht  blos  ein  Geräusch  oder 
Poltern ,  sondern  ein  Ton  von  ang^bbarer  Hube,  durch  den  Gesichts» 
sinn  nicht  blos  ein  unbestimmter  Schein,  sondern  Licht  von  be- 
stimmter Farbe,  durch  das  Gefühl  nicht  blos  ein  Druck,  Stoss, 
ein  Kitielo,  Jucken,  Brennen  etc.,  sondern  Wfirme  empfunden 
werden,  so  muss  derselbe  Bewegungszustand  der  Moleciile  des 
schallenden,  leuchtenden  oder  wärmenden  Körpers  in  bestimmten, 
kurzen  und  gleichen  Zeitabschnitten  uietferkehrea,  sonach  die  Be- 
wegung eine  regelmässig  periodische  sein. 

Das  Mittel,  welches  den  Schall  in  die  Ferne  trägt,  ist  in  der 
Regel  die  Luft,  das  Vehikel  des  Lichtes  und  der  Wörme  der 
Aether  und  die  Hewei^ung  ist  in  allen  diesen  Fällen  eine  wellen« 
artige.  Die  Lufttheile  bewegen  sich  in  der  Richtung  des  ent- 
aprechenden  SchaliNtrahles,  die  Aethertbeiie  hingegen  aenkrecht 
auf  die  Richtung  des  Licht-  oder  Wärmcstrahles.  Die  Dauer  einer 
Schwingung  der  Luft  bestimmt  die  Tonhöhe,  jene  einer  Aether- 
schwincfung  in  der  Lichtwelle  die  Farbe,  in  der  WHrmeweüe  den 
Grad  ihrer  Gefügigkeit  für  die  Einwirkung  der  wägbaren  Molecäie 
auf  den  Aether, 

Jeden  dieaer  Medien  gibt  den  Impula  an  den  Nenr  ab,  der 
fdr  denaelben  empflingncb  ist,  und  dieser  leitet  ihn  an  daa  Cen- 
trun  dea  Ner?enayatema,  wo  er  in  Empfindung  eigener  Art  om* 
geaetat,  gteicbaam  In  eine  andere  Sprache  Qbartragen  wird. 

Alles,  was  hierbei  Bewegung  ist,  gehorcht  den  Geaetaen  der 
Mechanik,  mag  ea  aich  auf  WeitkSrper  oder  auf  Aetheratome  be- 
siehen,  daa  Ohr  bedarf  keines  Scballatofea  mehr,  wie  er  In  fer^ 
ner  Vergangenheit  Ittr  nüthlg  erachtet  wurde,  daa  Auge  bat  de« 
Liehtateff,  daa  Gernblaergan  den  Warmeatoff  aeiner  Dienste  ent- 
hoben.  Dabei  lat  daa  Gebinde  der  Physik  geräumiger  und  feater 
geworden,  aein  Inneren  iat  mehr  erbellt,  der  ganie  Bau  in  einem 
mehr  harmeniaehen  Style  ausgelUhrt.  Allein  auch  die  herrlichateo 
Paläate  b«ltlrfen  mit  der  Zeit  einen  Zu*  oder  gar  Gmbauea  und 
dienern  Loae  wird  auch  nnaere  Wiaaenaebaft  nicht  entgehen.  Sie 
wird  aber  durch  jede  Umataltung  vollendeter  werden,  ae  lange 
ihr  der  greaae  Arehilekt,  die  Mathematik»  hilfreich  aur  Seite  atebt. 


• 


Digitized  by  Google 


227 


Uebungsaufgabea  für  Schüler. 


Vm  Bwrm  F.  Unferdioger,  ProfeMor  dar  Matlicaiatik  an  4er  Obrr- 
realtehule  am  Baaeramtrlito  l»  Wi«n. 

1.  Zieht  man  von  ein^m  festen  Punkte  nach  beliebigen  Punk- 
ten eines  Kreises  gerade  Linien,  so  liegen  die  Mittelpunkte  aller 
dieser  strecken  in  der  Peripherie  eines  Kreises,  dessen  Halb- 
messer halb  80  gross  ist,  als  der  des  ßegehenen  Kreises,  und 
desvcen  Mittelpunkt  auf  der  Mitte  der  8( recke  liegt  vom  fettes 
Paukte  biß  zum  Mittelpunkte  dieaea  letiteren  Kreiaea. 

1  Der  geometriselie  Ort  der  BUttolponkte  eller  Sehnen  eine« 
gegebenen  Kreiees,  welche  dorch  einen  featen  Punkt  gehen«  ieC 
ein  Kreis,  welcher  die  Verbindungslinie  des  festen  Pankfes  mit 
dem  Mittelpunkte  des  gegebenen  Kreises  sum  Durchmesser  hat. 

Mäfi  kafii)  auch  KLugelu  an  die  Stelle  der  Kreise  setzen. 

3.  Bezeichnen  B,  C  und  a,  b,  c  die  Winkel  nnd  Selten 
etaes  gemdlinigen  Dreiecks»  se  ist  bekanntlich: 

6*  =     +     -  2oc  cos  a , 
SS  ig*-f  6«*-2a6cos  C. 

Vermehrt  ma»  jeden  der  drei  Winkel  A,  ß,  C  um  60^,  so  aind  die 
Aoaürucke 

6« 4  ('^—2öcco»(A  +60*'), 
a*  +  c*  —  2ac  cos  ( ^  +  öü*») , 

aS  ^  6«— 2o6€os  (C  W) 

iraoier  einander  gleich. 
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MOuUen. 


M  i  8  €  e  1  I  e  II. 

Lelirsäise  über  dts  tphirisclie  Dreieck. 

V^D  Herrn  F.  L'ii  ferdinger,  Profector  der  Malheniatik  an  der  Ober- 
realaehnle  nm  Bnaeminarltte  in  Wi«B. 

1)  Sind  die  drei  Seiten  eines  sphärischen  Dreieckes  je  Alpi- 
ner als  180^,  80  ist  die  Summe  der  Sinus  zweier  Seiten  immer 
grosser  als  der  Sinus  der  dritten  und  die  Summe  der  Sinus  ztrerer 
Winkel  immer  grOaser  als  der  Sioua  de«  dritten  Winl^di,  oder 
es  ist  immer: 

Sioa -f  Sio6>Siae,  Sin  il -|- Sie  A  >  Sin  C 

2)  Ist  der  Umfang  eines  Dreiecltes  grOsser  oder  kJeiserali 
ISO*',  so  ist  immer  besiebongswebe: 

Con'^iA  +  Cos^iÄ  +  CosSC^  2; 

ist  a  -f  6  -I*  c  s=  IWt  so  wird  diese  Somme  gleich  2. 

3)  Ist  die  Summe  der  Winkel  eines  Dreieckes  kleiner  o4«r 
grSsser  als  360^»  so  ist  immer  beziehungsweise : 

Sin^a  -f  SinH6  -f  Single  ^  2; 
iat  ii-l-a-f  Cs=d60»,  so  wird  diese  Summe  gleich  2. 


Lehraats  tob  der  dreiaeitigen  Pyramide. 

Von  Herrn  F.  Unferdinger,  Professor  der  Mnthenmtik  an  der  Ober- 
realichole  am  Baaernmarlite  in  Wien. 

Sind  in  einer  dreiseitigen  Pyramide  die  Scheltclkanten  ein- 
ander gleich  and  Iat  die  Summe  der  FIftehenwinkel  der  ScbaNal* 
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•cke  900*,  «0  bt  die  Stunne  de?  Quadrate  der  BwtokenteD  gleidi 
den  echtfachen  Qoadrate  der  SeitetikaBten,  oder  ee  iets 

e«-f  6»  +  c*=8i«, 

wenn  a,  6,  c,  $  die  Basiskanten  nnd  die  Seitenkante  bezeichnen. 


Bemerkung  über  das  ebene  Dreieck. 

To»  4tm  Horaotgeber, 

Wenn  in  dem  Dreieck  /I Ä  C  (Taf.  1 V.  Fig.  7.)  der  Win- 
kel A  doppelt  80  gru«6  ist  al8  der  Winkel  B,  ao  ist 
immer 

a*  =  6(6  +  c) 

oder 

d.  h.  a  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  6  uod^-f-c. 

ün  diee  sa  beweieeo,  balbire  man  den  Winkel  A  dnrch  die 
Linie  AD^  eo  sind  in  dem  Dreiecke  ABB  die  Winkel  an  der 
Seite  e  einander  gleich«  und  daaaelbe  ist  folglieb  ^n  glelchacbenk* 
ftgee  Dreieck«  also  AB^  BB.  Der  Winkel  ABC  iet  ala  Aoaaen- 
whkel  dieeee  glelcbscbenkllgen  Dreiecke  dopfeH  eo  groea  ab  der 
Wbkel  B,  nnd  daa  Dreieck  ACB  iat  folglich  oiBnbar  dem  Drei* 
ecke  ABC  IbnUch,  worane  eich  die  Proportion 

l)  a:c  =  6:jf 

eigiebt.  Nach  einem  anderen  bekannten  Satae  iat  aber 

lue  ssjc:^. 


6:csa— y:3f, 

fblgUcb: 

2)  6    c:c  =  a:jf. 

Aaa  den  beide»  Proportionen  I)  und  3)  ergieht  aicb: 

6c  ac 


w.  a.  b.  ir. 
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Es  frigt  ticb  nw,  ob  sieh  dieser  Sets  avch  umkebieD,  d.b. 
ob  sieb  bebaopten  liest«  dass  anter  der  Votaassetsoog 

jederselt  ist  Dreieck  ABC  der  Winbel  A  doppelt  so  grosi  ils 
der  Wiokel  B  sein  iddss. 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  wollen  wir  zuerst  die  in 
dem  Dreieck  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  8.)  den  Winkel  A  halbirend« 
Linie  u  durch  die  Seiten  des  genannten  Dreiecks  ausdrQckcD« 
In  den  Dreiecken  ABD  und  ACD  ist: 

also,  weil  die  Winkel  BAD  und  CAD  nach  der  Constroctioo  eis- 
ander  gleich  sind:  . 

— s — = — r-^' 

folglieb: 

6e  (6  -  c)  —  CÄ«  +  6y»  =  (6  -  c)  tfl. 
Weil  aber  bekaaotlicbi 

c:6*fes=jf:a 


ist;  so  ist; 


folglieb : 


'  ab  ae 


Daher  ist  nach  dem  Obigen: 


also: 


,         .     aHc(b—c)  ^  . 

6e(6-c)  (jf^:^  =(6-c)a«. 


^s-A.n_  ._6c{(64-c)a~a«| 
•  (6  +  c)»»  ' 
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und  fdglidi: 

 * 

oder: 


V6c(<i-f  6-^c)(6-f  c— g) 

 ÄT^  

Nehmen  wir  nun  an,  da«a  in  dem  Dreieck  ABC  (Taf.  IV. 
^  ig.  9.)  die  Ueiation: 

Statt  finde.  Man  halb'ire  den  Winkel  A  durch  die  Linie  AD; 
daoo  ist  nacli  einem  bekannten  iSatze:  ^ 

also: 

^  »'iTc- 

Nach  dem  verber  IkwiMeocn  itit 

•^■^       (6  +  c?  ' 
md  wttll  ran.  In  Folge  der  Veneeeetsoegb 

kl,  ee  let: 

,     6cl(6-fc)«— 6(6  4g)}_  ^e* 
^  (6  +  c)«  + 

alte,  weil»  wieder  io  Folge  der  VeraueeetiaBg: 

ist: 

o*    q*c* 

Mgikh: 

Nach  3)  und  4)  ist  u  =  y,  oder  AD=sBD,  UDd  dabor^l^X^  ein 
gleidieclieiikhgee  Dreieck,  folglich: 
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Uiseetien, 


iroraus,  weil  ^BAC  durch  die  Linie  AD  halbirt  worden,  sieb 
unmittelbar  ergielit,  daes 

4::bac  =  2,z.abc 

oder  A=t2B  ist. 

Man  sieht  also,  dass  der  suerst  bewiesene  Sats  sieh  in  der 
That  aueh  umkehren  Itot;  es  fragt  sich  aber,  ob  sich  dies  nicht 
auf  eine  weit  einfachere  Art  wie  vorher  beweisen  iSsst»  was  ich 
jetst  hier  nicht  weiter  untersuchen  will,  da  leb  das  Obige  nur 
als  Stoff  SU  einer  einfachen  Uebung  flir  Schüler  ansehe  und  die 
▼erstehende  Mittheilung  auch  nnr  ans  diesem  Gesichtspunkte  «t 
betrachten  bitte. 


Trigonometrische  und  geometrische  Elementarsätse. 

Von  dorn  Herautgebor. 

In  den  Elementen  der  ebenen  Trigonometrie  scheint  mir  ein 
Sats  oder  eine  einfache  Formel  sn  fehlen  oder  wenigstens  noch 
nicht  genug  fierficksicbtigung  gefunden  sn  haben,  von  denen  sich 
Öfters  fruchtbare  Anwendungen  machen  lassen.  Wenn  nimllch  In 
einem  ebenen  Dreiecke  swei  Selten  und  die,  den  von  diesen  Sel- 
ten eingeschlossenen  Winkel  halbirende  Gerade  gegeben  sind!  so 
kann  ans  diesen  gegebenen  Stocken  der  in  Rede  stehende  Win* 
kel  leicht  gefunden,  also  das  Dreieck  fiberhanpt  berechnet  werden« 

In  dem  Dreieck  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  10.)  sei  der  Winkel  C  durch 
die  Gerade  CD  halbirt,  so  ist  nach  belmnoten  S&txen: 

AD^^  AC^-I-  CD*  — 2^ CCD. CO« iC  * 
BD»=  2^6«+  CD*  -  2BC,CD,coaiC 

und: 

ADiBD^ACiBC, 

also : 

AD,BC=rBD.AC,  ABß.BC*^  BD/^.AC*; 

folglich  nach  dem  Obigen; 

ÄC«.  (AC*  +  CD^-^^AC.  CD.  cos  \  C) 

%  s:AC^,{BC^  -f  CD'^  -  2BC .CD.co^iC), 

woraus  sich  leicht: 
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also,  BDter  der  VorauMeUnng»  däsa  Dicht  ilC=  I^C  iati 

{AC  f  BQ.CD  =:^2A€.BC.  cus  i  C. 

und  folglidi: 
•rgiebt. 

Weng  AC^BC  und  dn«:  Dreieck  ABC  a\so  ein  gleicbachenk« 
liges  Ist,  wo  sich  durch  AC — BC~0  nicht,  nie  vorher  gesche- 
heD,  dividiren  liest,  wird  die  vorstehende  Formel: 

wie  es  in  diesem  Falle  olTenhar  sein  niuss,  da  unter  der  gemach« 
ten  Voraussetzung  ACD  und  BCD  bei  M>  recbtvrinklige  Dreine 
sied.  Also  gilt  die  Formel  1)  auch  in  dem  Falle  eines  gleich* 
scbeakligen  Dreiecks  und  ist  iilier  allgemein  gulUg.  Mittelst 
dieser  Formel  kann  man  au«;  AC^  B€,  CD  den  Winkel  C  leicht 
ohne  alle  Zweideatigkeit  berechnen,  und  dann  also  des  Dreieck 
ABC  Oberbaept  aoriosen. 

In  dem  Art-hiv  *)  und  auch  amlerwarts  ist  in  neuerer  Zeit 
fieif^ch  der  folgende  geomefrische  Lehrsatz  discutirt  worden: 

Wenn  in  dem  Dreiecke  J^TC  (Taf.  IV.  Fig.  II.)  die  Li- 
nien AD  und  BE,  von  denen  die  Winkel  BAC  und  ABC 
hslbirt  werden,  einander  gleirb  sind:  ao  ist  das  Drei* 
eck  ABC  gieicbscbeaklig,  nimlicb  AC^BC, 

Mittelst  der  Formel  1)  liest  sich  dieser  Sats  sehr  leicht  aut 
folgende  Art  bewebee.  Beseicboen  wir  der  Kürze  negen  die 
Wiakel  BAC  und  ABC  blase  durch  A  and  B;  so  ist  nach  1): 

coBiAz=iAD.(^J~^  +  ic)' 

cos4Ä=4l>i;.(-j!^  i  J^); 

aUo.  ireil  nach  der  Voraoesetsang  AD=^BB  ist,  durch  Division: 


•)  M.  t.  s.  B.  Tbl.  IV.  a  890.  ^  XI.  444*  IUI.  »S7.  —  XIII.  841. 
-  IV.  ttl.  —  XV.  851.  XV.  SM.  —  XVL  »9.  ^  XVIH.  86T.  — 
XX.  la».  —  XLI.  151. 

ThfliI  XLir.  16 
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€WiA     Aß^  AC 

5SiS""J_     i  • 

Aß  ^  ßC 

Wäre  Dun  nicht  A  =  B,  also  etwa  A'^  B,  so  wäre  ^Ay  ^B, 
und  folglich,  weil  \A  und  |ll  irnin«?  spitze  Winkel  siod,  tw^A 
^co»\B;  also  naeii  dem  Obigen: 

Aß^  AC^  AB^  ßC 

folglich: 

Es  wäre  toiglich: 

A^  ß,  ßC<, 
was  ungereimt  ist,  weil  nach  einem  bekannten  Elementarsatie : 

A>  B^   BC>  AC 

ist.    Also  ist  As^ß,  v^oraus  alles  Uebrige  ohne  Weiteres  folgt. 

Leicht  kann  man  diesem  Beweise  auch  eine  rein  geometrische» 
▼00  trigonometrischen  Formeln  unabhängige  Gestalt  geben,  wo 
eich  aber  die  Sache  allerdings  hei  W^tem  nicht  so  einfach  wie 
▼orher  gestaltet.  In  Taf.lV.  Fig.  12.,  wo  ^vieder  CD  den  Winkel 
ACB  halbirt,  fälle  man  von  A  und  B  auf  CD  oder  seine  Ver- 
längerung die  Perpendikel  AE  und  BF;  dana  ist  nach  einen 
bekannteD  geometrischen  Öatse*): 

AD^  =  AC*i^  CD^-ICD.CE, 
BD*z=  BC*  +  6/>*  —  2CD.  CF; 

vnd  Mh  einem  anderen  bekannten  Satae  Istt 

ADxBD=A(.HC, 
AD.ßC^BD.AC,  AD^.ßC^^ßBß,AC^\ 

also  nach  dem  Obigen: 

BCK  {AC^-^  CD^^^D.  C£)  =  AC^.  {ßC^-^  C/^-  2Ci>.  CF), 
(AC*  -  ßC^i.Cßß  »  WD.(AC^.  CF^BC».  CS), 
(AC^^BC^.CD  s  2(AC*.  CF-  BC*.  CE). 


•)  M.  8.  tnein  Lehrbuch  der  ohenen  Geometrie.  P{inft0 
AmflAge.    Brandenburg  1862.   $.  172.   Bemerkung.   S.  86. 
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W«il  die  Winkel  ACE  und  BCF  einander  gleich  eind«  eo 
sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ACE  und  BCF  einander  Ihn- 
Ucfc,  nnd  ee  int  alee: 

AC:CE=  BC:Cf\ 
AC.CF  =  BC.C£i 

ttHfitk  nacb  dem  Obigen: 

{AC*-'BC*).CB»2AC.CF.(AC-BC) 

=  ^BCCE.iAC-^BC}, 

und  daher,  wenn  nicht  AC=BC  ist; 

( J^C).  CD  SS        CFss  2i?e.  C£. 


oder: 


Wenn  JC=  fiC  iat,  so  ist  offenbar  CE=^CF^CD,  und  die 
witehende  Gleichung  wird  aleo  in  dieeem  Falle: 


.„    2       CD     CD  CD 

lolgiich  eine  Identität,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Gleichung  2) 
andb  nach  Ukt  AC=BC  gilt,  und  daher  allgenein  gültig  iat 

In  Tat  IV.  Fig.  13»  aeien  jetzt  wieder  die  Linien  AJ)  und  ßE, 
wdehe.  die  Winkel  BAC  und  ABC  balbiren,  einander  gleich, 
Md  ven  «ad  B  aeien  anf  BE  und  AB  die  Perpendikel  AF 
iad  B€  geOlt  Dam  Inf  nach  2): 


(iß  +  Ac)-^' 
Gl?  *^  Sc)^%' 


ftlao,  Heil  nach  der  Vorauaaetzung  ADszßE  ist.  durch  Division 

AG  Tn^lT^ 

ST-  I  ^  i  * 

Ware  aicht  AG^BF»  e(«ra  il^>  ///^,  so  wäre: 
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I    -    1  .    1  I 

also: 


AB^  AC^  AH  ^  BC 


ttttd  nach  einem  bekaiiDteii  ElementarMtze  wSre  also: 

d.i.  ^BAG>^ABF. 

Denkt  man  sich  nun  Aber  AB  als  Dafcbmesser  einen  Hilb- 
kreis  beschrieben ,  so  gebt  derselbe  bekanntlich  durch  F  and  G. 
Dreht  man  das  Dreieck  ABF  am  und  legt  es  in  den  Halbkreis 
wieder  hinein,  so  dass  es,  weil  nach  dem  so  eben  Bewiesenen  ^ABF 
<  ^  BAG  ist,  in  die  tage  4BP  (Tat.  IV.  Pig.  14.)  kommt,  wo  also 
AP=^BF,  BP^AF nti  so  Ut  nach  demObigen  AP-^AG,  da  doch 
nach  einem  bekannten  Satze  vom  Kreise  (Encl.'  Elem.  Lib.  VIll. 
Prep.  VIL)  AP>AG  Ist  rolglich  ist  ilC?=i»F(Taf.lV.Fig.ia), 
daher  sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ABG  und  ABF  elnin- 
der  congruent,  also  die  Winkel  BAG  und  ABF  einander  gleich, 
folglich 

k^BAC=:i^ABC\ 

also  auch  ^BAC=s^ABCt  woraus  alles  Uebrige  ohne  Weite- 
res folgt. 


Eine  fibniiche  Formel  wie  1)  kann  man  auch  für  das  spblri- 
sehe  Dreieck  entwickeln.  In  Taf.  IV.  Fig.  15.  sei  der  Whikel  C 
durch  CD  halbirt,  so  ist  in  den  sphKrischen  Dreiecken  ACD  woA 
BCD  nach  einer  bekannten  Formel  der  sphärischen  Trigonometrie: 

C08  AD  =  cos  ficosf/  -f  sin  b  sind  cos  IC 
cos  ßD  =  cos  a  cos  d  i-  sio  asincj  cos 

Ferner  ist: 

sinais'iu  BD  =  sin  BDC:s\u  ^C, 

also,  weil 

sio  ADC  =  sin  ßDC 

ist ; 

sing  sin  BD , 
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folglicb : 

sm    am  AD^  =  siüö^  sin  BD*, 

Daher  hat  man  nach  deui  Obigefi  die  lulgende  Gieicbung: 
ain  11*1 1 — (cos  Ö  eo»  d  -f  sin  6  sin  d  cos  iC)* ) 

Sklso,  wenn  man  die  Quadrate  entwickelt  und  autbeht,  waa  sich 
aufbeben  iänai,  wie  man  leicht  tindet: 

sin  o'  —  sin  6*  —  (sin  o*  cos  6*  —  cos  o*  sin  6*)  cos  ci* 
9  2sioasin6siDilc<Mii<siii(a— 6)  cos^C 

Nadi  bekaiiDteii  Formein  ist  aber: 

sin    — aio  6*  =  (sin  a  +  si n  A)  (sin  a — sin  6) 

=  sin  (a-f  6)  sin(a  —  b), 

81V  a*eoa  6*—  cos  a^aln  iß= (ai]iacoa6-|-eoaaaiti6)  (ainaeoa^--  coaoainA) 

=  sin  (a  +  6)  sin  (a  —  6) ; 

also,  wenn  man  zugleich  mit  aioilain(#E— -6)  dividirt,  naclidem 
mav  1— cosil*=3ain<{*  gesetzt  bat : 

sin  (a  -|-  6)  sini^  =  2  sin  a  sin  b  cos  d  cos  ^C» 


.  ^     .        >  sin  (a  +  A) 

3)  coaiCs  itaagil— ^      / , 

oder: 

4)  €oa|Cs=:|taDgii(oota-|-cotA)t 

oder  aaeb: 

irficbe  Formel  der  Formel  1)  analog  ist. 
ITfir  0^6  «tird  die  Gleicbeng  5): 

aiao: 

^_     tangd  tangd 
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was  Dach  eio«r  bekannten  Formel  der  ephSrisohea  Trigonomatrie 
ricbfig  ist,  da  im  vorliegenden  Falle  die  Dreiecke  ACD  und  ßCD 
offenbar  bei  D  recbtwinklig  iat.  Alao  gilt  die  Formel  5)  aucb  fiir 
as6,  und  daher  allgemein. 


Schreiben  des  Uerm  Professor  Lobatto  in  Delft  an  den 

Herausgeber. 

Üeltt  9.  iVlars  imA, 

VottS  avez  publid  dans  le  41«  Tbl.  1.  Uft.  de  votre  estimable 
Journal  une  Solution  anatytique  du  probldroe  oü  il  s'agit  de  ddter* 
miner  le  lica  gdomdlriqBe  des  polats  roilieux  de  tentce  les  eerdes 
d'nne  ellipse  passant  par  le  m^me  poiot 

Qtt*U  me  seit  permis  de  yoos  soomettre  par  la  prdsente'  une 
aulre  Solution  aeses  simple  de  ce  problAme»  et  basde  surla  tbdo- 
rie  des  projeotions.  J*y  suis  parvenii  de  la  mani^re  snivante. 

Consideroim  l'ellipse  aux  deuiL  axes  <i,  b  coinnie  la  ^ection 
d'un  cylindre  droit ayant  pour  baseun  rercle  dont  Ic  diametrusoit  egal 
au  petit  axe  26.  81  a  designe  1  inciinai^jun  de  cette  sectioD,  l'oo 
aura  enire  les  troi«  quaotU<is  a,  b,  a  la  reiation  counue 

6  =  acos«. 

Soit  AB  =  2b  (Taf.  V.  Flg.  I.)  *)  la  projection  du  ^rand  axe  sur 
la  base  du  cylindre ;  P  celle  du  point  donne  (/',  g);  [es  coordon* 
n^es  OQ,  PQ  (O  etaut  la  projection  du  ceiitre  de  rellipse)  aurool 

dvidemment  pour  valenrs  ^coscr  et  ^  oo  ~   et  g.    Heoons  la 

droite  PO,  et  soit  MN  la  projection  d'une  cortle  quelconque  tir<?e 
danft  l'ellipse  par  le  point  donn^.  8i  1  on  observe  maintenant  ^ue 
le  pied  de  la  perpendiculaire  Om  abatssee  9ur  3tN,  determiue 
le  point  m,  milieu  de  cette  corde,  et  projection  du  point  milieu  de 
la  corde  Corres pondante  dans  rellipse;  que  d'ailleurs  le  iieu 
geom^trique  des  points  m  sera  une  circonference  de  cercle  decrite 
6ur  OP  comme  diaiut  tre»  on  en  conclura  imroödiatemeiU  <|ue  les 
points  milieiix  des  cordes,  trac^es  dans  rellipse,  serout  situes  8ur 
une  autre  ellipse  ayant  cette  circonference  pour  projection,  et 
dont  les  deux  axes  seron(  öi^aux  h  OP  et  OP.^eca.  Les  va- 
leurs  de  ces  axe-s  sont  lacile«  a  calcoler.  Ed  effet  le  triangle 
rectaogie  OPQ  donne  directement 


*)  Die  Figur  wir«  mit  Ta£  V.  im  a&ahsce«  Hefte  «adigelieferl.  6. 
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et 


Le  centre  de  cette  ellipse  se  projettera  en  p  niilieu  de  OP; 
868  coordonn^es  seront  la  moUU  de  Celles  du  point  P,  donc  dans 
relJip8e  m4me  ce  centre  eure  pour  coordonn^es  If  el  ig»  Quant 
k  U  directton  du  grand  axe,  il  est  dvident  qu'elle  aera  parallele 
aceUe  du  graad  axe  de  la  aeetioa  elliptiqne«  pniaque  sa  proje* 
ctioD,  4gale  au  petit  axe,  aera  de  m^me  longaear  qua  le  diamMre 
PO;  ce  qal  s'accorde  enti^reroeiit  avec  lea  rdeottata  qae  voaa 
im  ebtenu  h  Tendroit  citd.  Je  eMsls  cette  oceaaioa  de  voua 
rwiaveller  rassoraace  de  la  conaiddratien  trte  dlatfagode  avec 
la  qpette  j*ai  l'beaneor  d'dtre 


Uen  Prefeaaor  Streb Ike  So  Daaaig  bat  mir,  Obrigena  nur 
gios  beilivfig»  dea  folgenden  Kettenbnicb  mitgetbellt»  von  den 
leb  b  jlieaea  Augenblicke  ntcbt  aogleicb  entsebelden  kann»  ob 
er  !■  dieaer  Form  acbon  anderwSrta  gegeben  worden  iat,  ibn  aber 
de  weniger  bekannt  Immerbin  abdmckeo  laaae: 


Votre  {res  huiiible  serviteur 
R.  Lobatto. 


Voo  Herrn  l*rufe«tur  Stroiilke  in  üanxig. 
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Berichtigungen. 

Der  Herr  Verfasser  der  Abhandlung  Nr.  XVI.:  „üeber  die 
cabischen  Gleichungen"  hat  nachtrli^lich  zu  den  derselben 
beigefügten   Tabellen   die  folgenden  Berichtigungen  eincresandt, 
f^'elche  vor  dem  Gebrauch  der  Tabellen  in  denselbeo  vorzunehmen 
ich  recht  sehr  bitten  muss. 
S.  127.  Z.  Ö.  V.  u.  statt  „+27^"  s.  ra.  „±11  q.'' 
S.  190.  Im  Kopf  der  «weiten  Hälfte  der  Tabelle,  also  oben 
rechts  ganz  am  Ende,  werde  für  D  =  OJDO  gesetst: 
D=£0,Q»  die  sweite  0  iat  also  au  streicbeii* 
S.  131.  Im  Kopf  der  ersten  Hftlfte  der  Tabelle,  also  eben  rechte 
vor  dem  starken  Vertibalatricb  werde  fflr  D^OJOO  ge- 
setzt :  />^0,0l  Die  «weite  0  ist  also  an  streichen, 

S.  134.  im  Kopf  der  «weiten  Hälfte  der  Tabelle,  also  oben 
rechtfi  ganzem  Ende,  werde  statt  />=0,000  gesetit: 
D  =  0,0.  Hie  beiden  letzten  Nullen  sind  also  au  streichen. 

S.  140.  In  der  dritten  Spalte  der  ersten  Hälfte  der  Tabelle  Z.  21 
und  Z.  22  werde  statt 

099854  99854 
099979  99979 

so  das8  also  in  beiden  Zableu  die  vordersten  Nullen 
Ell  streichen  sind.  Ferner  gehört  zu  {\vu  acht  letzten 
Zahlen  in  derselben  Spalte,  also  zu  den  Zahlen  100104 
(incl.)  bi»  100980  (incl.)  nieht  D^A).i)i),  sondern  I)  =  0.0, 
was  leicht  in  der  Tabelle  bemerkt  werden  kaiio,  aber 
wohl  zu  beachten  ist. 

S.  143.  In  dem  Kopf  der  ersten  Hälfte  der  Tabelle,  in  der 
dritten  Spalte,  ist  statt  „D=%**  ansetzen:  „|>sl,«<. 

S.  149.  In  der  mit  D  bezeichneten  dritten  Spalte  der  zweiten 
Hälfte  der  Tabelle  ist  statt  der  obersten  Zahl  „9548<' 
zu  setzen:  „3,U548'S  also  der  in  der  Tabelle  im  Dmcb 
sich  findenden  Zahl  links  noch  beianflpgen. 

Wenn  ich  auch  fiSr  vorstehende  Berichtigungen,  mit  Aus- 
nahme von  ein  Paar  leicht  zu  bewcrkstelligeoden,  eine  Verant- 
vvortlirhkeit  nicht  zu  ubernehmen  habe  und  überdies  dieselben 
aämnittich  sehr  leicht  vorzunehmen  sind,  so  das8  ein  I  mdruck 
der  betreffenden  Blätter  nicht  nothwendig  schien:  so  bitte  ich 
deeh  wegen  derselben  recht  sehr  um  Verseihung.  Alle  »eine 
Bemtihungen  und  Anordnungen  sind  darauf  gerichtet,  den  Dtacb 
so  fehleruei  als  nur  irgend  möglich  herstellen  «u  lassen. 

Grunert 


8.  78.  in  der  erBten  Zeile  von  oben  mnss  «s  statt  »ssj^a. 0,344....  heissen: 
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GalUeo  GaUiei. 

Wm  Vertag«  f^UteD  \m  Gi«ils««ld  wu  KriDB«ruiif  ui  lefai«!! 

vom 

Herrn  Uoctor  J ohanncs  Sireitf 
GyiuimiftUfhfr. 


■•cbfeekrie  YcnMu^ugl 

Wenige  Tage  sind  verflossen,  seit  von  jenseito  <fer  Alptn 
4le  Kunde  zu  ons  drang,  dass  man  an  den  verscbiedeosteo  Orten 
llalieiw  das  OedSchtniss  eines  Mannes  gefeiert  bat,  auf  den  sein 
Vaterland  mit  Recht  stolz  sein  darf.  Am  UL  Febrnar  d*  J.  waren 
dnilinndnri  Jahre  vergangen,  seit  Galilei  das  Licht  der  Welt 
erbllekle').  Vergleichen  wir  den  Zestand  der  Mlhenetiechett 
WIsseaschallten»  sunial  der  Astronemie  and  der  ▼erschledeneB 
Gebiete  der  Physik,  In  welchem  er  dieselhen  vorland,  mit  den 
reichen  Erfolgen»  die  hei  seinem  Tode,  grossenthells  derch  sein 
Vcrdicnat»  In  allen  Theilen  derselben  erlangt  waren»  so  wird  man 
Ihm  den  Namen  eines  Reformators  der  Wissenschaften  nicht  ver- 
ngen  hSnnen  nnd  die  gerechte  ßewnnderang  begreifen»  welche 
Ihm  nicht  hios  von  seinen  Zeitgenossen  sit  TheH  ward»  die  er 
noch  heate  Bberall  da  findet;  wo  man  die  Bestrehnagen  and  Lei« 
sfaingen  eines  Pythagoraa  nnd  Archimedes»  eines  Kepler 
lad  Newton,  nnd  so  vieler  anderer  hochbegabter  fllliioer  an  wflr« 
digon  versteht  Aber  wenn  wir  Galllei  auch  nicht  alle  die  glln» 
senden  Botdechnngen  verdankten «  die  er  am  Himmel  mid  aif 
Erden  gemacht  hat»  das  Schicksal»  welches  Ihm  In  seinem  Alter 
sein  Ebtreten  ftfr  die  Wahrheit»  nir  das  Recht  der  Ireieii  Fol- 
aeheag  bereitete^  wird  Ihm  einen  daaemden  Ptats  in  der  Geschichte 
dar  liensdihelt  and  die  Thellnahme  flihlendcr  Herten  fQr  alle 
ZeMew  ekhera.  Geetallea  Sie  mir»  Ihaee  das  LeheeshHd  dieses 
Mantse  o«d  aehi  Wirhen  hi  der  WlsseaachaH»  an  weit  ae  nir 
mmk  Measeguhu  iMlnef  Krtfte  mOglkh  let»  heate  vetsaMren. 

«liMll  XUI.  17 

r 
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Slreif:  Galileo  Galilei. 


Galileo  GallUi^  wurde  am  18.  Febraar  1864»  an  denial- 
ben  Tage  und  fast  in  dereelben  Stunde,  in  walcher  Michelangelo 
KU  Rom  seinen  Geist  aushauchte,  in  Pisa  gelieren,  we  seine  EHeni 
sich  Geschäfte  hcilber  aufhielten.  Sein  Vater,  Tincenzo  Gali- 
lei, der  als  theoretischer  Musiker  durch  eine  Abhandlung  über 
die  antike  und  moderne  INIusik  sich  einen  t^eachteten  Namen  e^ 
Horben  hat,  stammte  aus  einer  edlen  aber  verarmten  i1or(  iaiiiit»ciien 
Familie,  seine  Mutter,  u  i  1  i  a  Am  n»  a n  na  t  i  di  Pcscia,  gehörte 
ebenfalls  einem  edlen  flürentinisciicn  Hause  an.  Galileo  trar 
der  üUeste  unter  seinen  (ieschwistom ;  ein  jüngertr  lUndtr. 
Michelangelo,  der  Npätcr  als  Muöiker  in  Munclien  lebte,  nahm 
wiederholt  Galilei  s  l  iiterstiitzung  in  Anspruch,  öo« ie  ihm  auch, 
nach  dem  1591  erfolgten  Tode  des  Vaters,  die  Sorge  für  die  Aus- 
stattung seiner  Schwestern  zutiel. 

Seine  Jugendjahre  verlebte  Galilei  in  Flerena;  schon  alf 
Knabe  zeigte  er  Vorliehe  und  grosses  Geschick  fOr  IfecbtnilE. 
Er  verfertigte  Modelle  su  Mflhien,  Galeeren  und  Maschinen  aller 
Art,  wobei  er  die  ihm  an  Gebote  stehenden  geringen  HfilENaitt«! 
mit  grossem  Geschick  an  verwerthen  wnsste.  Sein  Vater  hestioMte 
Ihn  fiir  den  Handelsstand,  Hess  ihn  nber  doch  im  Lateinlscbea 
ond  In  der  Logik  noterrichten ;  an  dieser  fand  er  wenig  Geschmack, 
in  Jenem  tlbsfriHigelte  er  bald  seinen  Lehrer,  arbeitete  nnn  auf 
eigene  Hand  weiter  nnd  wandte  sich  anch  dem  Griechischeo  zu. 
Aus  seinem  eifrigen  Studium  beider  klassischer  Sprachen  erwuchs 
wohl  sumeist  jener  glänzende  Stil,  dem  später  seine  akademischen 
Vorträge  einen  Theil  ihrer  Erfolge  verdankten,  den  «ir  nuch  htuie 
in  seinen  Schriften  bewundern,  und  der  \\n\ ,  nach  dem  eigeoeu 
l^rtheil  der  Italiäner,  den  besten  Pro-^aisten,  einem  IVI  achiarelli 
und  andern,  wärdig  an  die  Seite  stellt.  Auch  in  der  Musik  und 
Malerei  machte  er  sehr  rasche  Fortschritte  und  hildete  seineu 
Ge!9chmack  in  dem  Maasse  aus,  dass  noch  später  hedeuteode 
Maler  seinen  Rath,  namentlich  in  der  Lehre  von  der  Persjiectire, 
einzuholen  nicht  verschmähten.  Diese  vielseitige  EntwlckeltH  ? 
seiner  Talente  lies«  den  Vater  seinen  Entschhuss  ändern  und  ihn 
fdr  das  Studium  der  Medicin  bestimmen.  8iebenzehn  Jahre  alt 
bezog  Galilei  die  üniversitüt  Pisa,  wo  damals  alle  Profe^jsoren 
Anhänger  des  Arit;  t  o  t  e  I  es  waren;  nur  Mazzoni  trug  die  Lehren 
der  Pythagoräer  vor.  An  ihn  scbloss  sich  Galilei  an  uod  lernte 
aus  seinem  Muude,  was  man  damals  von  der  Physik  wnsste. 

In  diese  Zeit  seiner  medicinisefaen  Stadien  Terlegt  man  ge- 
wöhnlich seine  Entdeckung  des  boehronlsmns  der  PendehMhiHn* 
gungen.  Er  befand  sich  nftmlich  eines  Tagen  im  Dom  an  Pinn, 
als  er  bemerkte»  dass  eine  von  der  Decke  herabhiogeade  Lampe 
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•idi  hin*  sad  fc«rb«wej(te*  und  dw  die  Sehwingungeii»  tnocbtoii 
«!•  gross  oder  kleis  oein»  jedcomol  in  gleichen  Zeiten  so  'erfol- 
gea  nefcienen.  Dieoe  Bemerknog  wurde  die  (jriindlage  sur 
Eetdedraog  der  Gesetse,  noch  weichen  die  Pendelschwingungen 
Ter  sich  geben.  Galilei  mnchle  sogleich  eine  Anwendung  suf 
die  Medicin,  indem  er  seine  Entdeckong  sur  BeHtimmung  der 
Pnls*Frei|uens  henutste;  unter  dem  Namen  pnlsilogium  wurde  sie 
sserst  1003  reu  Santorlus  TerOientlicht;  doch  spricht  Gsülei 
acbso  in  einem  Briefe  vom  39.  Noremher  1802  ausfQhrlicb  Üher 
das  Gesets  der  Pendelbewegung  und  die  Versuche,  welche  das- 
■dbe  bestfttigen. 

Während  seines  zweiten  Stadienjahres  fahrte  Ihn  ein  Zufall 
den  matheraatiscbeo  Wissenschaften  zu,  in  denen  er  apSter  so 
Grosses  leisten  sollte.  Hören  wiri  was  uns  dardber  aus  seinem 
eigenen  Monde  durch  Ghersrdioi  flberliefert  ist  Ein  Bekann» 
ter  seines  Vsters,  Abbd  Ricel.  der  die  grossberzoglichen  Pagen 
ni  der  Matbematik  an  unterrichten  hatte»  siedelte  mit  dem  Hofe 
nach  Pisa  Aber.  Gaiiiei  beeilte  «sich»  ihn  aofsnsucbent  fand  Ihn 
aber  Jedesmal  beschäftigt,  den  Pagen  die  Elemente  des  Euclld 
m  ofklifen«  in  einem  Saale,  welchen  Galilei  nicht  l»etreten  durfte. 
Binter  der  Tbfire  stehend  lauschte  er  dem  Vortrage,  und  der  Ge- 
gonetaod  fesselte  ihn  in  dem  Maasse,  daas  er  durch  volle  swet 
Monate  diese  sonderbare  Art»  Ünterricht  lu  nehmen»  fortsetste. 
Er  bntte  sich  Inswiscben  einen  Eudid  ▼erschaft»  stodlrte  fleissig 
auf  eigene  Hand  und  unter  dem  Verwände,  Ober  einige  schwierige 
Sitae  seine  Belehruog  einholen  au  wollen,  entdeckte  er  sich  end* 
lieb  Ricci*  Dieser  nahm  sich  mit  Wärme  seiner  an,  erwirkte 
ihm  von  dem  anfangs  widerstrebenden  Vater  dit  Erlanbniss»  sieb 
gaaa  dem  Studium  der  Mathematik  an  widmen,  und  echenkte  ihm 
die  Werke  des  A  rcb  i  me  d  e  s.  In  diese  vertiefte  sieb  Galilei  mit 
selcbem  Elfer  und  solcher  Begeisterung»  dass  er  fortan  keinen 
an^ni  Fülirer  mehr  haben  wollte,  und  es  aussprach»  wer  die* 
sem  folge»  kOnne  dreist  am  Himmel  und  auf  Erden  ein* 
ber schreiten.  An  der  Hand  des  grossen  siclüscben  Matbema« 
Ükei«  maebte  er  rasche  Fortschritte;  er  vervollkommnete  die  Lehre 
vom  Scbwefpunkte  fester  KOrper  und  trnt  bald  mit  bedeutenden 
Gelehrten  seiner  Zeit  In  Briefwechsel.  Aber  die  Mittel  seines 
Vaters  reichten  nicht  mehr  aus;  der  Groseberaog  von  Toscana 
verweigerte  Ihm  eine  nnchgesuchte  Unterstfitiung,  nnd  er  mnsste 
die  Universitüt  verlassen,  ohne  den  Doctorgrad  erlangt  su  haben. 
Die  wiederholten  BemOhnngea  seiner  Freunde,  Ihm  einen  Lehr* 
sinhl  in  Bologna  in  versebaffen,  achlugen  fehl,  und  er  durfte  es 
Boeb  als  ein  GlOck  anaeben,  nie  er  durch  Vermittlung  seines  G8n* 
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om,  dM  HaiehM»  dal  Mo  nie,  der  ihn  nnt  den  ArebimedM 
•einer  Zeit  nannte,  im  Jebre  1580,  fanfondsirnniig  Jahre  alt,  eiae 
Anatelinng  ala  Lehtor  der  Bfathematik  an  der  HochecMe  m 
Piaanit  einem  Jahrgehalt  ven  €0  Skndi  erhiell,  etwa  lH>Thator  ia 
ottaerm  Oelde. 

Die  Vorlesaiigen ,  welche  Galilei  damala  gehalten  hat,  siod 
nicht  mehr  vorbanden,  man  weiss  aber,  dass  er  in  deoselbeo 
offen  gegen  Arlatoteles  auftrat,  deasen  Autorität  bis  dabin  fast 
allgemein  als  ununtstOsslich  gegolten  hatte.  In  dieae  Zeit  tkllsa 
auch  aeine  Versuche  fiber  den  Fall  schwerer  Körper,  zu  denea 
er  den  achiefen  Thurm  zu  Pisa  benntate,  und  die  Entdeckung  der 
Geaetze,  nach  welchen  die  Schwere  auf  alle  Natnrkorper  wirkt. 
Ea  wird  erzihlt,  daaa  die  Profeaaoren  und  Studenten,  welche  bai 
aeinen  Vemnchen  aogegen  waren,  Ihn  wiederholt  mit  ZIaefaen  eai* 
pfangen  hStten.  Schon  etwas  fHlbar  hatte  der  Venetianer  Bona- 
dettl  den  Satz  aufgeatellt,  daaa  Im  leeren  Räume  Kdrper 
▼on  veraehledener  Maaae  mit  gleicher  Geacbwladig* 
keit  fallen;  Ihnlicbe Gedanken  finden  alch  auch  in  den  Ahhaad* 
Inngen  von  Moletli  Galllel^a  Vorgänger  In  aelner  apitem 
Profeaanr  In  Padua.  Aber  dieae  Priorttit  der  Anaicbten  miadsrt 
nicbta  an  Gatllel'a  Verdienet;  denn  ala  Meinnog  iat  daaaefhe 
•eben  viel  früher,  nSmllcb  im  sweiten  Buche  dea  Locrea  ana- 
gesprochen, nnd  Galilei  war  der  ernte,  der  die  Ergebniaae  aelner 
tbeoretlacben  Unteranchnngen  dnreb  Veranebe  bestätigte.  Diasa 
*  Entdeckungen  bilden  die  Grundlage  der  ganzen  Bewegungsleird. 
Sie  worden  Yen  Galilei  nebat  Unterancbaagen  fiber  die  Pendel* 
aehwlngnngen  nnd  fiber  den  Fall  auf  der  achiefen  Ebene  tn  chM 
Werke  ▼erOffentllcht,  daa  erat  gegen  daa  Ende  aeines  Lebens  er- 
eehlen*).  Der  grosae  Lagrange  spricht  alch  In  seiner  M^ca- 
nlque  nnalytique  felgendernaassea  Aber  dasselbe  aus; 

„Die  Dynamik  Iat  die  Wfaaenachafl  von  den  bescbleuDigeodeo 
nnd  TerzOgernden  Kriften  und  den  mannigfachen  Bewegung«!, 
welche  dieaelben  berverbrlogen.  Diese  Wissenschaft  gehürt  ^aoz 
nnd  gar  der  neueren  Zelt  an,  nnd  Galilei  ist  es,  der  zu  ihr  den 
Grund  gelegt  bat** 

wVor  ihm  hatte  man  die  Kräfte,  welche  auf  die  Kfiipav  wir- 
ken, nur  im  Zustande  dea  Gleiehgewiehta  befrachtet;  und  nhglaU 
man  die  beecbieunigte  Bewegung  faUender  KOrper  und  die  kram» 
Itolge  Bewegung  der  Geacheeae  nur  der  daneradea  Wkrhung  dar 
Schwere  znechrelben  konnte»  war  ea  noch  I^iemand  geglOckt;  dto 
Gesetze  dieaer  gewfihalicben  Bracheinungen  darcb  eki#  ao  ehi* 
faebe  Uinache  au  erkttren.   Galllei  hat  anamt  dienen  Sehritt 
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ftitei  «ad  dadtfdi^er  MechMiik  mm  mid  miamieMlicli«  BaImm 
«rftÜMl  Mm  EatdtdEmigen  am  Uhnmel  babes  ibm  bai  Miata 
LebMÜea  «Mbr  Rabm  verschafl;  abar  jeaea  jat  hMta  dar  aidimta 
■ad  baate  Tbeil  aetacr  Vardiaaate.'« 

„Um  die  Jupiterstrahanten ,  die  Phasen  der  TeDos,  die  Son* 
•cnflecken  aufzofioden,  brauchte  man  nur  Ferngläser  und  fleUaiga 
Beobachtungen ;  aber  es  bcdurOe  eine«  ausserordentlichen  Genies, 
uro  jNaturgesetze  in  den  Erscheinungen  herauszufinden,  die  man 
tii^lich  vor  Augen  i^ohaht  hatte,  deren  Erktürung  aber  docb  dam 
Scbariamo  der  Forscher  atete  eatgaogeo  war.*' 

Nach  dar  Sitte  danaßgar  Zait  war  Galilei*«  Braeanaag 
rar  a«r  drei  Jabre  erfolgt  Naeb  Äbtattf  daraalbea  bitte  er  alcb» 
tfots  adaes  geringen  GebaHes,  gern  von  Naueai  beatätigt  gesabaa, 
4a  er  darcb  dea  Ted  aelaea  Vatera  die  elaalge  St«M  der  Faailie 
(jevretdea  irar.  laairlsebea  batte  er  dureb  aaine  Frelmatbigkeil 
«etae Stellang  auPs  Spiet  geaetst  Jabeaa  ToaMedlei^eb  aatOr» 
Heber  Saba  Ceamoa  1.»  batte  eiae  Hafeareloigungaouiacblae  er« 
faadeaa  aad  da  er  aieb  ftlr  einen  groaaeo  Baaaielater  bielt»  eo^ 
wardeeabie  Eitelkeit  empindlicb  verleUt,  ala  Galilei  Ibre  Febicc 
aafdecbte«  Er  beacbwerte  aieb  beim  Graaaberaogt  aad  da  alle 
Anbiege  dea  Ariatotelee  aicb  «eiaen  Klagen  anaebleaaen»  ae  le^ 
«a  Galilei  vor,  dem  Stnrme  an  weiebea  aad  bebrte  nacb  Flerena; 
aarikk»  folgte  aber  bald  eiaem  Rufe  der  Repabük  Venedig  ala. 
Pfaffeeaar  in  Padua  mit  einem  Gebalte  Toa  180  IL  — *  Im  Semaier 
Ml  reiate  er  aacb  Venedig»  and  er  erilblte  gern  aeeb  Im  bebem 
Aller,  daae  damala  aeln  Gepick,  «relcben  adn  gaaaea  Hab  aad 
Gttt  eatblelt,  aeeb  keine  bandert  Pfaad  gewegea  bebe. 

lo  Padua  schuf  sich  Galilei  bald  einea  avagedehnten  Wir- 
baagskrei«.  (»eine  mathematischen  Vorleaangen  hatten  einen  aol- 
cbea  ZaUuf,  dass  er  sweimal  in  grossere  Auditorien  wandern 
maette  und  endlich  io  der  Juristenschule  einen  Hörsaal  faad»  der 
über  200(1  Menschen  fasste  und  dennoch  bfiafig  öberfuilt  war,  wenn 
Galilei  Tortmg.  Sein  Huf  zog  Zuhörer  aus  aller  Herren  Länder 
berbei,  and  ea  werden  darunter  auch  füratiicbe  Peraonen  genannt 
Er  Hebte  ea»  seine  Scbäler  in  seinem  Hause  am  sich  zu  versam- 
mein  und  su  bewirthen»  und  da  für  die  Ueherzahl  der  Gäste  das 
rorbaadeoe  Tiscbseug  bft  nicht  ausreichte,  sah  er  sich  genöthigt, 
Papier  atatt  der  Servietten  zu  verabreichen.  Hier  in  Padua  ver- 
band er  sich  mit  einer  wegen  ihrer  SchCnbeit  berühmten  Dame. 
Marina  de  Gamba,  die  ihm  mehrere  Kinder  schenlite.  Sein 
Sobn  Vincenzo,  der  den  Vater  nur  wenig  Jabre  fiberlebte,  zeigte 
aiali  apitoff  geacbkkt  ia  der  Meebanlk.  Zwei  TOcbter»  Julia  nad 
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und  C  e  l  c  6 1  e. 

Galilei  schrieb  in  dieser  Zeit  verschiedene  Abhandlongmi 
über   Mechanik,   Hefestigung^kmist ,  Sonnenuhren,  welche  MB 
Theil  verloren  gegangen,  zum  Theil  erst  viel  später  im  Drock 
erschienen  sind^).    Auch  auf  das  Gebiet  praktischer  Erfindungen 
dehnte  er  seinen  Scharfsinn  aus.    vSo  erhit  lt  er  1594  för  eine  vw 
ihm  erdachte  hydraulische  Maschine  vom  Dogen  von  Venedig  ein 
Privilegium  auf  '20  Jahre.    Bald  darauf  erdachte  er  den  Propor- 
tional-Zirkel;  zwar  behauptete  der  Mailänder  Ballasar  Capra, 
diese  Erlindung  schon  früher  gemacht  zu  haben,  doch  wurde  er 
von  dem  niedergesetzten  Schiedsgerichte  schmählich  abgewiesen, 
da  sich  herausstellte,  dass  er  gar  nicht  die  einlachstcn  Kenntnisse 
in  der  Geometrie  besass      —  In  Anerkennung  seiner  Veroienst« 
als  akademischer  Lehrer  uurde  Galilei  nncb  Abiauf  der  ersten 
s^chs  Jahre  bestätigt,  und  gleichzeitig  sein  i:inkoniiüeu  auf  oiOfl, 
bli  «einer  abermaligen  Bestätigung  aber  1600  auf       fl.  erhiibt.  Als 
er  endlich  1609  dem  Venetianischen  Senat  das  Fernglas  überreicht 
hatte,  belohnte  ihn  die  Ernennuug  auf  Lebenszeit,  mit  einem 
Jahrgebalt  von  1000  fl.  —  Aus  Holland  war  das  Gerucbt  nach 
Venedig  gedrungen,  daaa  dort  ein  Instrument  erfunden  sei.  «^urc  h 
welches  man  mit  Ufilfe  Yon  geschliffenen  Gläsern  sehr  entlernie 
Gegenstände  ganz  nahe  und  deutlich  wahrnehmen  könne.  Gali 
lei  bürte  davon  (ein  Brief  aus  Paria  brachte  ihm  die  Bestatigun^i), 
er  dachte  eine  ganze  Nacbt  darüber  nach  und  fand  das  Richtige. 
Er  setzte  sein  Teleskop  aas  xwei  Gläsern,  einem  plaoconveien 
und  einem  plaacoucaven ,  zusammen,  eine.  Form,  die  noch  heute, 
a.  B.  bei  unscrn  Operngläsern,  in  Gebrauch  ist,  und  den  Namen 
des  Galtleischen  Fernrohrs  bewahrt  hat.    Und  während  io  der 
Hand  der  boUSndiscbea  Kfinstler  das  Instrument  noch  lange  eio 
sehr  unvollkommenes  blieb,  braebte  es  Galilei  bald  zu  lOOOfacher 
Flächen vergrüsserung;  ja,  er  benutzte  es  sogleich,  um  der  For- 
schung ein  ganz  neues,  ungeahntes  Feld  au  er5ffnen:  Er  richtete 
sein  Fernrohr  gen  Himmel,  zuerst  auf  den  Mond,  und  fand  auf 
ihm  Thäler  und  Berge,  hoher  als  die  Berge  der  £rda.   Die  Ple> 
jaden,  in  denen  man  im  Altertbume  nur  6 — 7  Sterne  annahm, 
seigten  ihm  40;  Im  Gürtel  des  Orion,  wo  das  blosse  Aag^  nur 
7  Sterne  wahrnimmt,  zählte  er  deren  80}  die  Milchstrasse  und  die 
Nebelflecke  losten  sich  in  seinem  Glase  zu  Gruppen  von  ueaflhli- 
gen  Sternen  auf.  Am  7.  Januar  1610  entdeckte  er  die  Monde  des 
Jupiter,  auerst  drei,  sechs  Tsge  später  einen  vierten.  Alle  dlete 
viebtigen  Beobachtungen  veröffentlichte  er  schon  im  März  de«- 
aelheo  Jahres*). 
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Eine  andere  Entdeckung,  die  er  im  Jufi  )6IÜ  machte,  hielt 
er  noch  surfick  und  tbeilte  sie  vorläufig  nur  in  einem  Anagramm 
Bit,  von  dem  er  später  auf  Üitteo  Kaiaer  Rudolph  IL  die  Auf« 
iBeaog  gab: 

Altissimuni  pianctam  tergcminuni  ohsenavi. 

Er  hatte  nSrnfich  den  Ring  des  .Saturn  durch  seio  nicht  hlnrei* 
cbend  starkes  Teleacop  nur  undeullich  wahrgenommen;  der  Pianet 
schien  ihm  ans  drei  Sternen  zu  besteben,  und  er  war  nicht  wenig 
eretannt,  als  nach  einigen  Jahren  die  Henkel  des  Ringes  wieder 
▼erschwnnden  waren.  Er  fragte  sich»  ob  ihn  sein  Ferorohr  ge- 
tioecbt,  ob  sein  Auge  schu-ficber  geworden  sei,  oder  ob  Satnm 
sam  s weiten  Male  seine  Kinder  Terscblungen  habe«  Am  wahr- 
scheinlichsten war  es  ihm  freilich,  dass  sie  nur  periodisch  rer- 
scfawlnden  und  sp&ter  wieder  erscheinen  wflrden,  was  eich  in  der 
folge  vollhommen  bestätigt  bat. 

Diese  glänsenden  Entdeckungen,  welche  so  rasch  anf  einandef 
iblgten,  erregten  fiberall  Staunen  und  Bewunderung.  Die  Dichter 
wetteiferten,  Galilei  zu  rerberrliehen,  und  die  Jnpiterstrabanten> 
worden  anf  Maskenballen  dargestellt    Dem  Toscaniscben  Herr- 
echerhaose  zu  Ehren  hatte  Galilei  dieselben  Mediceische  Gestirne, 
benannt;  der  König  von  Frankreich  beeilte  sich,  ihn  zu  bitten», 
bei  nächster  Gelegenheit  auch  seinen  Namen  zu  beracksichtigeB^* 
Am  10.  Jolt  1610  berief  Cosmos  II.  ihn  nach  Toscana  surfick 
a/s  ersten  Professor  der  Mathematik  an  der.  Universitftt  Pisa  mil 
einen.  I  ihr^ehalt  Ton  lOOOSkudi,  ohne  die  Verpfliehtnng,  >n  Fisn 
zu  %vüliririi  uud  Vorlesungen  zu  halten,  und  zugleich  als  Mathe* 
Dia(iker  iirid  Philosophen  des  GrossherzogÜchen  Hofes«  Galilei 
iiahiit  tlie^c  ^tctlung  gern  an,  da  sie  ihm  die  Müsse  fttr  fernere 
Uütersuchunecn  sicherte,  währeiul   in  Padua  ein  grosser  Theii 
seiner  Zeit  dur  h  Vorlesungen  in  Anspruch  genommen  war.  Im 
September  liehrte  er  in  seine  Vaterstadt  zurück  und  bald  darauf 
beobachtete  er,  dass  die  Venu*»,  ähnlich  wie  der  Mond,  m  regel- 
mässiger Auleinanderfolire  vier  verschiedene  (lestallen  zeigt,  was 
schon  Co|>erriiku.s  ais  einen  Beweis  für  die  Bewegung  der  Pla- 
neten um  die  6oiine  v  orliergesagt  li  ifte;   auch  fand  er  merkliche 
Veränderungen  in  dem  Glänze  und  dem  scheinhareu  Durchnaesser 
des  !VIars.    Noch  in  Padua  hatte  er  die  Entdeckung  der  Sonnen- 
flecken gemacht,  dieselhe  aber  anfangs  nur  einigen  vertrauten 
Freunden  n»itgetheilt,  da  sie  gegen  das  peripatetische  Dogma  von 
der  Reinheit  der  Sonne  verstiess.    Im  März  1611  ging  er  nach 
Rom»  wo  er  viele  Personen,   darunter  auch  mehrere  Cardinälc, 
seine  neuen  Entdeckungen  am  Uiuuuel  sehen  iiess.  Dieselben 
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erregten  allgemeines  Staunen,  und  ihre  WlebttgkaU  wurde  fticbl 

verkannt.  Jede  einzelne  von  ihnen  war  ein  Stoss  gegen  die  Lebie 
des  Ptolemäu;«,  dass  der  Htraoiel  eich  um  die  Erde  ab  festen 
und  unbevver^üchen  Mittelpunkt  drebt^  welche  durch  das  ganas 
Mittelalter  iiindurch  gegolten  hatte,  —  jede  einzelne  eine  neue 
Bestätigung  des  Copernikanischen  Weltsystems.  Die  Frage  über 
die  Bewegung»  der  Erde,  welchr.  Galilei  seit  lange  angenommen 
hatte,  kam  Jet/.t  in  Uum  zur  ;S})raflie.  LSeiu  Freund  Sarpi,  der 
ihn  ungern  von  Venedi«?  scheiden  sah,  hatte  ilm  vor  dieser  Reise 
gewarnt  und  schon  damals  ausget-tprochen,  dass  man  aus  jener 
Frage  eine  kirchliehe  Angelegenheit  machen  und  Gatiletzum 
Widerruf  zwingen  ärde.  in  der  That  kamen  einige  einflussreiche 
geistliche  Würdenträger  auf  den  Gedanken,  dass  das,  was  Gali- 
lei ihnen  zeigte,  nur  eine  Täuschung  sei,  die  mit  dem  kirchlichen 
Dogma  im  entschiedensten  Widerspruch  stiuule;  in  Folge  <lessen 
beauftragte  Cardinal  Bell ar min  vier  Jesuiten,  darunter  den  Astro- 
nomen Clavio,  mit  der  t^rüfung  von  Gaiilei's  Enldecku«£;en, 
und  diese  konnten  darin  nichts  Verfängliches  finden.  So  kehrte 
G a  I  i  l ei, nachdem  er  unter  die  Mi  ti^lieder der  hertihmten  A  cc a  d  e  ni  i a 
dei  Lincei  aufgenommen  war,  mit  erhöhtem  Ansehen  nach  Flureiu 
zurück.  Doch  Hess  er  in  Rom  viel  Neider  und  Feinde;  von  dootn 
manche  heftig  dieUichtigkeit  seiner  Behauptungen  bestritten.  Eio 
Blick  durch  Galilei*s  Fernrohr  hätte  sie  eines  Besseren  belehren 
kSnnen;  allein  sie  weigerten  sich  hartn&ckig,  diesen  Blick  zu  tbun, 
indem  sie  von  vorn  herein  alles,  was  das  Fernrohr  zeigte,  fir 
Teufelsspuk  erklärten.  —  Jn  diese  Zeit  ßllU  die  Er&idung  dtt 
Mikroskops,  des  Instrumente,  welches  lur  alle  Zweige  der  Nator- 
Wissenschaften  von  grüsster  Wichtigkeit  gewerden  iat,  und  wel- 
cbem  wir  namentlich  in  Bezug  auf  den  inneren  Baa  der  Tfaiett 
und  Pflanzen  eine  Reihe  der  gl&ozendsten  Aufschlüsse  verdanken. 
Ee  iat  darüber  gestritten  worden,  ob  Galilei  auch  diaee  Eria- 
dung  gehtibrt.  Viviani,  sein  treuer  ScbQler  und  Biograpb,  be- 
richtet,  das$:  er  schon  1612  ein  Mikroskop  an  den  Kuuig  von  Pale« 
geaehenkt  habe.  Soviel  steht  feat,  dasa  ea  ihm  im  Jabie  lOM 
gelang,  daaaelbe  bedeutend  20  vervollkommnen  und  ibm  eiaeEiik 
richtung  zu  geben,  welche  lange  Zeit  in^  Gebrandi  gefresen  iit 
Auf  Varanlaaaung  dea  Grosahersega  von  Toacana  gab  Cralilei 
aeine  Abhandlang  über  die  achirimmenden  KürperH 
lieraus,  worin  er  eine  Menge  intereaaanter  Beobacbtongen  aafilbrt 
und  die  wahren  Uraacben  deraelben  nacbwebt  Er  bat  hier  anaiat 
daaPrincip  der rirtnellen  Geschwindigkeiten  anfgoatnllr. 
weiches  eine  so  Tlelfacbe  Anwendung  in  der  Physik  gefunden  bat 
Auch  bandelt  er  In  dieaem  Werke  Ton  den  Pbaaen  der  Venus, 
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den  Umlaofsseiten  der  Jupiterstrakaoten  und  von  den  Sooneo* 
flecken.  Die««  Utitere  Eiitdeckiiog  nahm  der  Jesuit  Scheiner 
für  sich  in  Ansprach  and  veranlasste  dadurch  Galilei,  im  Febr. 
J61.3  seine  Briefe  en  Marco  Veleeri*)  von  der  Accademia  dei 
Liftcei  herausgeben  xa  laeeeo,  worin  er  die  Behauptung  Scbei- 
eer's  widerlogt»  dass  die  Sooooolleckcii  Geetiroe  seien,  welche 
4m  feelett  «od  onverJUiderllchen  Soonenkfirper  vmkrcioea. 

Wir  filbern  nno  Jetst  der  2eU«  worin  otck  die  Katastrophe 
irorbereitete»  in  welcher  der  grosse  Forscher  endlich  onterliegen 
sollte.  Schon  seit  Ttelen  Jahren  hatte  er  die  Copemtkatiische 
Lehre  yom  Wettsystem  als  die  richtige  erkannt  Er  spricht  dies 
a.B.  In  einem  Briefe  an  vnsero  herOhmten  Landsmann  Je  bann 
Kepler  rem  4»  Angnst  IS^  aas,  und  fügt  hinan»  dass  er  viel 
dnrflber  geschrlelien,  eher  noch  nicht  gewagt  habe,  damit  herror* 
antreten,  abgeschreckt  dnrch  das  Schicksal  des  Copornikns,  der 
«war  bei  manchen  onsterbllcheo  Rohm  erlangt  habe,  aber  hei 
nendlleh  Tieien  IScherlich  geworden  sei.  Seinen  Schalern  und 
f  ertranlen  Preoiidon  gegenaber  hielt  er  mit  seinen  Ansichten  nicht 
snrflck ,  halte  aber  bis  jetat  nichts  darflber  voriiffeniricht  Zwar 
bette  die  Kirche  noch  nicht  fHIr  nOthlg  gehalten  gegen  die  neoe 
Lehre  einznschreiten;  hatte  doch  der  Pahst  selbst  die  Widmung  tob 
Cep er n Ihne  Werk  De  orbivm  eoelestinm  re? ototionibns 
llbri  VI  angeoomroen.  Aber  Galilei's  Gegner,  xamal  die  AnhXnger 
der  Aristotelischen  Schule«  rohten  nicht.  Von  dem  Erzbischof  Ton 
Florens,  dem  Bischof  Ton  Fiosole  und  andern  ging  die  Beiregung 
aas,  die  Dominikaner  schlössen  sich  offen  sn;  der  Pater  Cac* 
cini  eiferte  von  der  Kanzel  herab  gegen  dengrossen  Astronomen. 
Er  legte  seiner  Predigt  die  Worte  des  Lukan  zu  Grunde:  „VIrl 
Gelilel,  quid  statis  adspiclentos  coelum.  Ihr  («alileiscben  Minner, 
was  steht  Ihr  und  schaut  gen  Himmel",  und  Aihrte  ans,  dass  die 
Geometrie  eine  teuflische  Kunst  sei,  und  diiss  aus  allen  Staaten 
die  Blathematiker,  als  Anstifter  särorotlicher  Ketsereien,  verbannt 
Vierden  milssten.  Unaafburlicb  wiederhotte  man  die  Worte  der 
Schrift:  Terra  in  aetemuro  stat  und  die  Stelle,  wo  erzfthlt  wird, 
dass  Joona  d\o  Sonne  still  stehen  hiess.  Galilei  antwortete 
auf  diese  Angriffe  durch  einen  Brief  an  dioGrossherzogin-Wittwe 
Christine  von  Lotbri  ngen ,  in  welchem  er  sich  auf  den  theo- 
logischen Standpunkt  stellt  und  nachzuweisen  rersncht,  dass  die 
SchriH  falsch  ausgelegt  worden  sei.  Die  Anmassnng  eines  Ge« 
lebften»  dar  keinem  geistlichen  Orden  aogeburte,  die  Bibel  intern 
prelfrea  sn  wollen,  veranlasste  in  Rom  einen  allgemeinen  Sturm, 
da  sie  ab  ein  Eingriff  in  die  ausschliesslichen  Vorrechte  der 
Kirche  angosebea  wnrde.  Die  beiden  DomlnikanermCoche  Cac- 
clsi  «ad  Lsflnl  dfln»dftaD  Galilei  bei  der  InqalsltioA  nnd 


250 


Sireii:  Caliito  GaUM, 


dieser  begab  eicb,  mit  EmfehlungsbriefeD  de«  Groesbenogs  v«r- 
«eben»  persOolicb  nach  Rom,  konnte  aber  nicbt  Terhindem,  dass 
im  Februar  1616  die  Lehre  yoo  der  Uobeweglicbkelt  der 
Sonne  und  der  Umdrebeng  der  Erde  flir  fahwb  und  ketieriicb 
erklart,  sowie  die  Werke  des  Copemikne  und  des  eeapolitanlechf r 
Mvncbes  Foeeariai,  worin  dieser  den  Worttaut  versehiedeacr 
Scbriftstellen  mit  dem  System  des  Copemikus  in  Uebereinstfanumiig 
zu  bringen  snehte,  der  Gensur  unterfrorfen  wurden.  Die  Goagie- 
gation  des  Index  machte  dabei  einen  Unterschied  zM-ischen  beiden 
Werlcen;  das  des  Foscarini  viard  gSnslich  verboten,  während 
jenes  des  Copernilcus  bloss  corrigirt  und  darin  urit<jr  an<!ern  alle 
Stellen  gestrichen  werden  sollten,  worin  die  l>de  aU  Astern  be- 
zeichnet wird.  Galilei  wurde  /.iinächst  von  dieser  Maasregel 
nicht  per8r>nlicb  betroffen ;  doch  ^^  urde  ihm  das  päi)stliche  Decret 
.ausdrücklich  mitgetheilt,  und  ilim  untersagt,  die  falsche  Lebre 
vorzutragen.  Er  blieb  nichtsdestoweniger  in  Rom  and  benifihte 
sich  noch  immer»  der  W  ahrlieit  (>eJtung  zu  verschaffen,  bis  er 
endlich  vom  lirossherzog  selbt^t  zurückgerufen  wurde  in  Folge 
eines  Berichtes  des  toskanischen  Gesandten,  Gui  c  ciard  i  n  1 ,  nrin 
dieser  auf  die  Gefahren  hinwies,  denen  man  sich  aussel/.le,  wenn 
man  Galilei  länger  j>rote£;irte  „unter  einem  Pabst,  der  das  Ta- 
lent und  die  Wissenschaft  verabscheue  urul  Neuerungen  und  feinen 
Üntersuchuni^en  so  abhold  sei,  dfiss  dicjonii^eii ,  welche  etivas 
verständen,  sich  unwissend  stellten,  um  nicht  verdächtig  zu  »Ver- 
den und  sich  Verlotgungen  auszusetzen."  Galilei  schöpfte  neue 
Hoffnung,  als  1023  sein  langjähriger  Freund,  Cardinal  Maffee 
Barbarini,  unter  dem  Namen  Urban  Vlll.,  den  Stuhl  Petri  be- 
stieg. Die  Accadeniia  dei  Lincei  widmete  dem  neuenPabsttvali- 
lei's  jüngste  Scbrift«  den  8aggiatore,  ein  Meisterwerk  des  Stils 
und  der  Dialektik,  worin  er  die  Ansichten  des  Pater  Sarsi  Ob« 
die  Comelen  widerlegt  und  seine  eigenen,  freilich  nicht  sebr 
glücklichen  Vermnthungen  über  die  Natur  dieser  Himmelskürper 
darlegt;  und  Im  nächsten  Frühjahre  ging  Gali  lei  selbst  nach  Roia, 
wo  er  eine  sehr  freundliche  Aufnahme  fand.  Dies  ermutigte 
Ihn,  ein  Werk  zu  vollenden,  in  welchem  die  beiden  WalteyslBias^ 
das  Ptolemäiscbe  und  Copernikanische»  mit  einander 
Terglichen  und  die  Grtlode  ffir  und  wider  das  eine  und  das  aadsie 
gegen  einander  abgewogen  werden  Er  wShIte  l&r  diese  Dir- 
Stellung  die  Form  von  Gesprichen.  Alle  Grffnde  fllr  die  Richtig» 
keit  des  Copernikanischen  Systems  legt  er  aweieo  seiner  Frenndb 
Sagred o  undSalviati«  in  den  Mund»  denen  er  als  Vertheidigir 
der  ptolemiiscben  Ansichten  einen  Peripatetiker  Slmpiicio  gegis* 
ffberetellt.  Dieser  letalere  erscheint  dabei  In  einem  sebr  ungflnstigsa 
Liebte;  er  bringt  die  «Iberneteo  Dinge  au  Platse  und  erklirt  a.  B.  alle 
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imflwiDatMebeii  Eiowlirle  seiiwr  Gegner  flir  SaMilititen,  die  Ariele* 
tdee  eeinco  Sehlilero  mitereege,  weil  er  eelber  oicbfe  devoe  veretaD* 
dee  balie.  Wenn  man  diene  Geeprlclie  licet»  kenn  nnn  nicht  nwel* 
feibnft  nein,  nnf  welebe  Seite  der  Verfnneer  eich  etelten  wollte. 
Jeden  Augenblick  nebeint  der  einfliltige  Sinplicie  Im  Begriffe» 
vollständig  matt  gesetit  na  werden,  bin  er  gans  nnerwartet  am 
Scblonee  die  Oberband  bebilt  vnd  die  £ntncbeidnng  an  Gnnaten 
den  Ptelemian  getrofen  wird. 

Es  Ut  ein  Heweisi  von  den»  llntjeschick  oder  der  Un^vissen* 
beit  der  Ce>i»<>reii,  welchen  die  Gcjsjiräclie  zur  Ueurtbeilung  vor- 
lagen, dass  Bie  den  Holin  und  Spott  nicht  erkannten,  welche  axis 
dieser  Art  der  Behandlung  Hprechen.  Vielleicht  lievseo  sie  sich 
durch  iltc  Vorrede  tiuischen,  worin  (iaiilei  sagt,  es  sei  vor  eini- 
gen Jahren  in  Rom  ein  «ehr  heiit^anies  Kdikt  erschienen,  v^e!che8 
über  die  P\ thajjorhische  Lehre  von  der  Bewegung  der  Lrde,  um 
dem  Skainial  des  Jahrhunderts  ein  Knde  tai  machen,  gänzlicbes 
iStUllschu  eigen  auferlejje.  Einige  Verwegene  hatten  den  Gedanken 
gefasst,  daü8  dies  Dekret  nicht  aus  reiflicher  Prüfung,  sondern 
aus  »thiechl  untetrichteter  Leidenschaft  hervorijepaniieii  sei  ,  und 
ausgesprochen,  datis  in  der  Astronomie  vollständig  ujicrlahrene 
Richter  durch  ein  iihereiltes  Verbot  den  spekulativen  Geistern 
die  Flügel  nicht  beschneiden  «JiirUcu.  .Sein  tiler  könne  zu  diesen 
Klagen  nicht  stillschweigen.  Er  ^ei  von  jener  weisen  Maassregel 
unterrichtet  gewesen  und  habe  sie  vollkomnieD  gebilligt;  jetzt  wolle 
er  alsZeuge  der  Wahrheit  auftreten  und  durch  dieses  Werk  den  frem- 
den Volkern  zeigen,  da:»;*  man  von  diesem  Gegenstande  in  Italien, 
und  besonders  in  Rom,  ebensoviel  als  anderwärts  verstände;  duss 
alle  seine  Betrachtungen  über  das  Copernikantsche  System  schon 
vor  der  Verdammung  desselben  10  Rom  bekannt  gewesen  seien» 
und  dass  man  diesem  Laude  nicht  nar  Dogmen  ffir  dae  Seelen- 
heil verdanke,  sondern  auch  ninnretcbe  Entdeckungen  inr  Ter* 
gnOgung  der  Geieter. 

Genug,  die  Druckerlauhniss' wurde,  nach  Abänderung  einiger 
Stellen,  gegeben,  und  da  eine  in  Tosc.ina  aussebrochene  Kpiilemie 
Galilei  von  der  Reise  nnch  Unm  abhielt  so  erschien  das 
Werk  M»3'^  in  1  Inrenz.  nach  einer  nochmaligen  Revision  diirrh 
die  dortMjcn  Tensoren  und  den  General-Inquisitor,  und  wurde  mit 
pTos-Kcin  lieifal!  aufgenommen.  At>er  sogleich  regten  sich  seine 
Feinde:  es  erschien  eine  !VIenge  von  Gegensehrilten ;  er  wurde 
abermals  bei  der  Inquisition  denunrirt,  und  dem  Paltst  die  Mei> 
Bung  beigebracht,  dass  Galilei  unter  dem  ^implicio  ihn  gemeint 
habe.  Mit  unerbittlicher  Strenge,  ohne  l^üekBirht  aul  seine 
Kfäniüicbkeit,  auf  die  {Strenge  des  Wintere  oder  auf  die  Gefabren 


252 


Sireit:  ettlH90  MM. 


des  lierr8ch«Dden  Cootegiams»  «rard^  dtt  fast  TOjfthrige  Griifl 
nacli  Rom  vor  di«  Congregation  Ata  Sant'  Officio  geladofi,  nm 
sich  SU  verantnrortoo.  Ain  13.  Fobraar  1633  luini  er  dort  an  «ad 
alieg  bei  Nlecoüai,  dem  flofentiaiachen  Geoandtoa,  ab,  dem  der 
Ruhm  gebfibrt»  daaa  er  bei  der  gaoaen  Aogelogeahell  warm  ead 
eifrig  fiir  Galilei  Sorge  gelragofi.  Zwei  Monate  veiginges, 
ohne  daaa  In  aeiaer  Sache  irgend  etwaa  geaehah.  Mitte  April 
maaate  er  den  Goaaodtacbaftapalaat  mit  den  Gefilagatoaea  der 
laquiaitlon  Tertaaechen«  wo  er  uagefthr  14  Tage  blieb.  Dann 
erhielt  er  die  ErUuboiaa  au  NIceolini  aurOckanlrebren»  wnide 
aber  am  70*  Juni  noch  .einmal  vor  die  Inquisition  gefdbrt,  mm  nein 
Urtheil  au  rernebmen.  £a  laotote  auf  Haft  la  den  Gef^ngosaeen 
der  Inquisition  auf  eine  vom  Pabate  au  bestimmende  Zeit.  Knieend 
mnaate  er  aeioe  Irrtbfimer  abacbwGrea  und  faierlleh  verspreclien, 
fiber  die  Bewegung  der  £rde*  welche  ala  eine  Taladie,  unainnige, 
itetaerische  und  den  Lehren  der  Schrift  widersprechende  H^nnog 
verdammt  wurde ^  niemala  an  reden  oder  an  aehrelben^.  Haa 
bat  bezwelfeltj  ob  Galilei  gefoltert  wordoo  iat  Ihm  aelbat  war 
jede  Mittheilnng  Uber  daa,  was  mit  ihm  Im  InquisitioBagefkngniaa 
vorgegangen,  streng  untersagt.  Es  finden  sich  aber  io  dem  Ur- 
theil, welches  nebst  den  übrigen  Processakten  erhalten  ist,  foi- 
geiide  Worte: 

,,Und  (la  es  Uns  so  vorkam,  ala  hättest  Du  nicht  aurriclitig 
die  Wahrheit  über  Deine  Meinung  gesagt,  «chien  es  uns  iiHthig,  * 
mit  dem  exanien  ri^orosum  gegen  Dich  vorzugeben,  in  v^elcheui 
Du  katholittch  geantwortet  hast*'....  Die  Sprache  der  Inquisition 
kennt  nur  eine  Bedeutung  für  examen  rigurosum:  die  Tortur  — 
Gebrochen  am  K<»rper,  aber  ungebrochen  am  Geist,  verliess  Ga- 
lilei Rom  und  brachte  mit  Erlaubniss  des  Pabstes  bei  (iem  Ers- 
biächoi  von  Siena,  seinem  Schüler  und  treuen  Freunde,  fünf 
Monate  zu;  dann  bezog  er  die  Villa  di  San  Matteo  in  Arcetri  bei 
Florenz,  die  ihm  als  Gefängniss  angepriesen  wurde.  Die  von  ihm 
,Dachi?esuchte  Erlaubniss  nach  Florenz  gehen  oder  wenigstens 
den  üe^uch  seiner  Freunde  empfangen  zu  dürfen,  wurde  ihm  nh- 
geschlagen  mit  dem  Bedeuten,  sich  künftig  jeder  Bitte  zu  ent- 
halten, wenn  er  nicht  in  das  Inquisitionss^eränt^niss  zurückwandern 
wolle;  und  diese  unnienj^chliche  Aiikündif^iing  des  Inquisitors  er- 
hielt er  an  demselben  Tage,  tin  welchem  die  Aerzte  ihm  die  be- 
vorstehende AuHrrsung  seiner  Lieblingstocbter,  der  Schwester 
Ce!e8te,  die  ihm  die  Tage  seines  Unglücks  hatte  erlekhtsm 
helfen,  ankündigten.  Alles  schien  sich  zu  vereinigen,  nm  ihm 
die  letzten  Jahre  seines  Lebens  su  Terbittem.  Sein  Sohn  machte 
ihm  Kummer  dureh  acUechte  AnfMnmg.  Schon       hatte  aiali 
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ein«  m«rklM#  Abnalim  adser  Sehkrafl  gezeigt;  Ende  1637  er* 
Uindeten  ilie  Augen  Alf  Immer»  weldie  eo  viele  kenliche  and 
glXozende  Enicheinungeii  entdeckt  ketten.  Auch  aelne  wieeeii* 
Bcfaartlichen  Cnteroebmungen  »chlngeD  fekl;  die  MOncke  kOrteo 
nicht  nof,  ihn  tn  TcHotgen,  und  wekle  er  eelee  Werke  «ckIckeD 
mochte,  fiberall  traf  toii  Rom  der  Befekl  elo,  den  Druck  sv  ver- 
hindern.  Schon  vor  20  Jahren  hatte  er  dem  epaoisekeo  Hofe  eine 
neue  Methode  der  geographischen  Längenbeetimmung  vorgeschla- 
gen; die  Verhandlung  vrar  wiederholt  abgebrochen  und  wieder 
auf^enomraen,  aber  noch  stets  fruchtlos  geblieben.  Er  bot  seine 
Erfindung  auf  den  Rath  seiner  Freunde  den  Generalstaaten  von 
Holland  an;  die  Unterhandlmigen  waren  noch  im  Gange,  als  er, 
78  Jahre  alt,  am  8.  Januar  Jd42  starb.  Die  irdische  liülle  des 
grossen  Geistes  %vurde,  seiner  letztwilligen  Bestimmung  gemäss, 
in  der  Kirche  Santa  Croce  zu  Florenz  beigesetzt;  aber  es  bedurfte 
daiu  er«^t  eines  Ausspruches  der  berühmtesten  Lehrer  des  kano- 
nischen  Rechtes,  da  seine  erbitterten  Feinde  sein  Testament,  als 
eines  iui  Hanne  der  Inquisition  verstorbenen,  für  null  und  nichtig 
erkllren  vvollten.  140  seiner  Bewunderer  wollten  ihm  ein  Denk- 
mal setzen;  aber  Nicco  lini  rieth,  die  Ausführung  besseren  Zei- 
ten vorzubehalten.  Sie  geschah  fast  ein  vlahrhundert  spSter,  im 
Jahre  1737;  und  erst  in  unserer  Zeit,  1841,  wurde  in  l  lorenz,  im 
Museum  der  Naturgeschichte,  bei  Gelegenheit  des  3.  italiäniscbeu 
ni^senschaftlichen  Congresses  eine  prKchtige  Gedenkhalle  mit 
seiner  lehen5;gros5;en  Bildsäule  errichtet.  Heutzutage  wird  in  Italien 
die  Lehre  des  Copernikos  von  Mitgliedern  derselben  geistlichen 
Orden,  welche  bei  Galilei's  Vernrtheilung  dio  Hauptrolle  spiel- 
ten, uffcntüch  vorgetragen  Das  wissenschaftliche  Märtyrerthuro, 
2u  ^\p|(:heni  man  den  Vertheidiger  der  Wahrheit  stempelte,  bat 
ihrem  eodUchen  Durchdringen  eben  so  sehr  genützt,  als  dem 
Aoseben  der  Kirche  geschadet,  und  es  hat  jetzt  auch  jenseits 
der  Alpen  die  Ueberzeugung  Platz  gegriffen,  daaa  man  die  Um- 
kehr der  Wissenschaft  nicht  dekretiren  kann,  nnd  ob  auch  dae 
Cebelwollen  Einzelner  oder  die  Vornrtbeile  des  grossen  Haufens 
ile  teitweise  im  Fortschreiten  hemmen«  —  sie  kann  nickt  still  ste* 
kea,  «le  bewegt  sink  dockl 
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A  B  n  e  r  k  K  A  i;  e  i. 


1)  „Die  300 ja]iri;;c  Jubelfeier  des  Geburtstags  Giililei'a  ist  iu  Pisa  auf 
das  glantcndstc  vor  sich  ^gangen;  fünfzig  ÜniversitHtea  und  Akademien  waren 
bei  derselben  vertreten;  auch  der  Uuterrichts-Miabter  wohnte  der  Fe<tlichkeit 
bei.  tu  Turin,  Mailand,  Coneo  und  andern  Stldtea  ist  dieM  Slknlarftkr 
«benfUli  flintlkb  begangen  worden.  Üeberall  wurden  Beden  gehalten  und  die 
B«ale  Galilei*»  bekttnat«   Nat-Zeit.  Toni  17.  Febr.  1664.  Vr.  97. 

2)  Nelli,  Vita  iH  Galileo.  Losaiina  17  93.  2  vol.  in  4"  und  KACConto 
istorico  della  Vita  di  Galileo  fecritto  da  Vicenzo  Yiviani,  wovon  mehrere 
Ausgaben  erschienen  und  der  sich  wieder  abgedruckt  findet  in  der  unter  Lei- 
tang  Yon  Engonlo  Alb^ri  von  1842—66  an  Florent  eraehienenen  Geeamnft» 
au«gabeTOo  O all lei*s Werken  in  16  Binden:  Xie  opeitdi  Galileo  Galllei, 
firinia  edialone  eömpleta  condotta  tugli  antentici  nanoeerittt  palatini  e  dedirate 
a  8u  A.  L  •  B.  I<eopo]do  II,  Graadnca  di  Toeeana,  auf  die  wir  nns  Im  Fol- 
gM^B  stell  be^hen  werden« 

#   

Llbrii  Hisloire  dea  Sdenoee  Iffath^matiqnea  en  Italie,  depnis  la  renais- 

sancc  des  lettree  jnsqa^k  la  fln  du  dix^septibne  ai^ele.  Paris  1638-^1. 
T.  VI.  p.  I57-*S94. 

Arago,  Oenvrea  eomplVtes  T.  IIL  p.  940^S97. 

K.  T.  Littrow,  Kalender  Ar  aUe  Stände  1666.  p.  108—193,  ttüttt  mh 
in  Besag  auf  Galilei 's  Froeess  namenUieh  auf  Renmont,  Beitilge  snr 
itaUeniechen  Qesehichte,  die  mir  leider  niefat  an  Gebote  standen. 

NaDBen  wlQ  ieb  hier  noch: 

Galileo  Galilei.  Oeschichillcher  Boman  von  Mathilda  BaTon.  Ldpilg 
bei  Broekhaus.  1860. 

Das  lieben  Galileo  Qalilei's.  Qedenkblatt  anr  Feier  seinea  dOOjilizisen 
Geburtetagee  von  Lina  Morgenstern.  Berlin  1864. 

Galllei.  Trauerspiel  von  Heinrich  Boise.  Cottbus  1861. 

8)  1638  bei  den  Elzeriers  in  Leyden.  Es  lührt  den  Titel;  DiflOOrsi  c 
dimostrazioni  matematichc  intomo  a  due  nuoTo  odence  oder  Dialoghi  deUe 
naoTc  science,  Opere  T.  XIEL 

4)  Deila  Bdenia  Meeeaniea,  TreHato  dl  Fortificasione,  Opere  T.  IX 

5)  Usoi  et  fkbriea  cheini  proportiottis  Balthasaria  Caprae;  Difesa  di  Ga- 
lileo oootro  II  Capra,  Opere  T.  XL 

6)  Sidereus  Noncins,  Opere  T.  IIL 
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7)  DifeoTM  iatamo  allft  eoM  qw  ittaiio  vn  ni  l*«cqiui  o  que  in  qaetk  li 
BMvoBo  od«r  DiMonw  intorno  i  galleggiftiitl,  Opoie  T*  XU» 

8)  Lcttcrc  iDtoroo  alle  macchic  solari ,  Operc  T*  III* 

9)  JL  SaggiAtore»  ml  qiwlfl  con  bÜMiciA  «fqoWta  e  ghuta  ai  poodmiiD 
!e  COM  eonieDat«  mUa  Libm  Aitroiioittica  «  FOMOie*  di  IioCtario  8ani,  Opere 

T.rir. 

10)  Dialogo  iotorno  al  dne  nMttmi  tiMemi  del  mondo,  Tolemaico  e  Co- 
IseniietDo,  Opere  T.  L 

11)  Die  A<'CHdemia  doi  LincH,  welche  wiedcrnm  die  Hcrnnsjjmbe  fibernch- 
mcii  sollte,  hutto  sich  iu^wihrhcii  aufgelöst.  Eine  Epfitfre  Fortsetzang  der- 
itlbea  ist  die  noch  heate  in  Kom  biaiiendeAccadeo|iaFoQUficia  de'  naovi  Liacei. 

11)  Die  oft  dtirten  Worte:  B  |wr  li  nnov«,  welch«  Galilei  naeli  Lei- 

stang  des  Abschwöniugseides  ansgerufcn  hnbon  soll,  sind  nicht  beglavbigt  and 
sdMiiMn  ibiB  von  einer  ipltera  Zeit  in  den  Mund  gelegt  norden  in  sein. 

13)  Appendlee  niaüra  al  prooeiao  ^  Galileo,  Opere  SoppL 

Srei  wtlvend  des  Dmeka  dieeer  Zeilen  iet  mir  dnrdi  die  GOle  des  Herrn 
Bceanig.d.  Areh.d.iLn.P.  du  Anfrali  von  Moria  Canlor  b^aant  geworden, 
«eleber  ttach9:nwelsen  vertndit,  «in^  mt  r  dem  peinlichen  Verlij^r,  we* 
aigetens  in  diesem  ipeeiellen  Falle,  nur  die  Befragung  vor  Anwca- 
dong  der  Tortur,  vielleicht  in  Gegenwart  diTMurtcrinstmmcntc  und  nntcr  Bedro- 
huo{;  mit  den  Qualen  derselben,  ««  verstehen  sei.  Jedenlalls  scheint  in  den 
i^ruces«ftcten  «  ino  Lück«3  zu  sein.  Vielleicht  t^t  es  der  Zuliunft  rorhehalten, 
an»  den  geht'im<-n  Arehiveti  des  Vaticans  «h'ece  Läeke  anssuAUeo  and  IchlieM« 
iich  den  wahren  ihatbestand  unzwcifclhait  IcäUustelleo« 
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Kugel  der  mittleren  KrAmmaQg  des  Ellipsoidf. 

Von 

dem  Herauageber. 


Ich  witl  In  diesem  knrxen  Aafoatie,  al«  eine  Anwendung  d« 
in  TbL  XLI.  S.294.  entwickelten  allgem^nen  Satiea,  die  Kegel 
der  mittleren  Krdmmung  dea  durch  die  Gleichung 

■)  ©•^a)"+ö'=' 

cbarakterisirten  dreiaxigeii  ElJipsoids  ¥olls(Sodig  bestimmeo. 

Wenn  {xyt)  ein  beliebiger  Punkt  dieaea  £lli|iaoida  iat  bb4 
durch  H' ,  R"  der  kleinate  und  grOaate  Krfimmnn^halbmeaaer  ia 
dieaem  Punkte  heaeiehnet  werden;  ae  iat  in  Tbl«  XLL  8. 
achen  geneigt  worden»  daaa 

iat  Beaeichtteu  wir  nun  den  Halbmeaaer  der  Kugel  der  mitt- 
leren Krflmronng  In  dem  Punkte  {xyt)  durch  R,  so  ist  oicb 
dem  in  Tbl.  XLI.    Ii.  anfgeatenteti  Satze: 

R  =  VTä'S*, 
alao  nach  dem  V^orbergehenden : 
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wobd  wir  bcmcrlceii,  iMm  \n  Tbl.XLI.  8.209«  S.  291.  «elioo  be* 
wieieii  wordeB  \mi,  dass  im  vorlitgenden  Falle  die  GrSaee  T<0, 
die  GrSeee  8  poeifiT  1«t,  ireebalb  wir,  wenn  die  Coordinete«  dea 
lUHelpunkle  der  Kogel  der  mittleren  Krfimmung  durch 
T,  Z  beseiebnet  werden,  in  den  in  Tbl.  XLI.  5.  293.  Air  dieae 
Coerdinaten  gefendenen  allgemeinen  Formeln  die  oberen  Zeichen 
tebdieo  mtoen.  Weil  nun»  wenn 

geaetit  wird» 

Bx     a*  *    By     6* '    dz  ^  c* 

und  (oigUcb 

ist;  so  ist  nach  den  io  Rede  steheodeo  allgemeinen  Formeln: 
lifo: 

(.=.„-^V"(f.)-+©-t(4)-'. 

so  dass  also  nun  die  Kogel  der  mittleren  Krflmmung  voll- 
ftiadig  beatiromt  iat. 

Tktil  XLn.  18 
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Die  Gleichung  der  BerfihruDgsebene  des  Ellipsoids  in  tlcm 
Punkte  {xtfz)  iat  bekanntlich: 

und  bezeichnen  wir  nun  ilas  von  dem  Mittelpunkte  des  EUipsoids 
auf  diese  Berübrung2»ebene  gefällte  Perpendikel  durch  p\ 
nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 


aiao,  weil  (xfjt)  ein  Pmikt  de«  EUipsoida  M: 

4) 


folglich  oadi  8)  md  3): 


5) 


Well 

*^-y=-^y.  «-«-^»i 

also : 

abc  X      „  «Äc  V      ^  a6c  x 

i-*=--p   ?'    »'-3'=--^  6»'  ^-»=-7-? 

ist,  so  ist 

folgllcb  Dach  4)  Qttd  6): 

(jr-.).+(r-,).+(z-.).«^V^=(^^)-«.. 

wie  «c  sein  msa. 
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( tTiier  ist: 

X^at  _    abe     F—  y  _    übe     iS— t  


«•  &  c« 

ilso : 

a«         6«  «» 


irimot  sieb  ergiebt»  dasn  der  Mittelpunkt  (A FZ)  der  Kugel  der 
»ittleren  Krdmmung  in  der  dem  Punkte  (;r^:)  ent«precheDdeD 
Noneale  dee  Ellipeoide»  deren  allgemeine  Gleichungen  Iwkanntlieh 

X  y  * 

««  6« 

siad,  liegt,  wie  ee  nacb  dem  oben  erwihnten  altgemeioen  Satie 
sein  moes. 

Bezeichnen  wir  die  Breite  und  redufttrtc  Breite  des  Punktes 
(iyx),  über  welche  Beariffe  die  AI)handlung  ThI.  XXXVI.  Nr.  VIII. 
ZQ  vergleichen  ist.  durch  B  tind  B ;  so  ist  nach  einer  in  Tbl.  XL. 
S.  279.  Nr«  26.  bewiesenen  Formel : 

aUo  nach  4): 

_    sini?     I      I  »in  P . 
''-'^•in»*  p^'c'SnS' 

■ad  folglich  nach  5): 

/sin  BN* 
c  Wn^y  ' 

^  «  sin^ 

a  6  sin  15 

oder,  «eil  nach  Tbl.  XX\\  1.  6.  ua  Nr.  19): 

«seeeeCcee]^,  ysAelnfeosB,  «ascsinH 

16« 


5) 
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igt: 

.  C08£sinl5co«]Ö 

X  =-  acoA£co8jp — 6  .  />  » 

sm  D 

,  „     .  .  ^     ^  »liiir«in>5co«3J 
•7).  .  .    <  F5s:Ä»wi£co»J>— a  * 


ab  8inl08in}$ 
c 


oder: 


8)   <  F«  (A-ci^)«iD£c<w», 


ab  sin^  . 


Nach  6)  ist  aber : 


s 

ilD 

also: 


_  aT £Ä . 


.ßinia      ^fbck       sing     4 /  caÄ     a6  sinB  _A/"a6Ä. 

\\oraus  sich  die  folgeiiden  eleganten  Formelii  zur  BesUmoiaog 
der  Kugel  der  miUieren  KrümmuDg  ergeben; 


oder: 

nA  /sin  B  . 
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Pflr  die  Kugel  ist  #is6acnr»  «reiiD  r  den  Halbmeeeer  der 
Kugel  IwzeiehDet,  imd  BsJI;  aleo  naeli  den  Toreteheadeii Formeln: 

Ä  =  r,  A  =  0.    F  =  0,  Z  =  0; 
wie  M  sein  muss. 

Ffir  dji8  Kotation«-Ellij)^ioi(]  i.st  «  =  ä  und  £  ==  X,  zu  setzen, 
wodurch  man  nach  9)  und  iO;  die  lolgendeu  Formeln  erhält: 

e  \9mBJ 
X  »  (a — Vc£)oosX<eosB, 

F=:  (<i— V  cii2)6inLco83, 

Z=(c-^^)sio»s 

oder: 

i„  a*/8in)$\* 
A  =  (a-V^)|, 
a 

«Iao  ist  in  diesem  Talle  X'.Y^xiy. 

Belunntlieh  (Tbl.  XXXVI.  S.  86.)  bezeichnet  L  die  Lengedes 
Psaktes  welcher  hier  die  reducirte  Länge  £  gleich  ist. 
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Consid^ralions  theoriqaes  sur  Ia  Chimie. 

I>«r 

k  Bciiicnrest. 


I. 

Malgr^  le  grand  d^veloppemeot  que  la  chimie  a  prU  daiis  ces 
derniers  temps»  Ton  est  pourtant  encore  loin  d'aperceroir  Ics  lois 
g^D^rales  qui  prd»ident  aax  pbdnomdnes  chimiques,  ce  qui  doil 
Afre  attribaä  en  partie  aaaai  k  ce,  qu'en  göneral  on  n'a  pas  teoD 
compte  des  forces  mtses  en  jeu,  lorg  des  reactiotis  chiroiqaes. 
C'est  cctte  coosideration  qai  fara  le  poiiit  de  depart  du  präsent 
travaii,  qwi  dcvra  ^tre  regardd  comnic  une  introduction  k  la  sola* 
tion  natb^roatique  da  probl^me  gdadral  da  la  cbimie  thdoriqoe. 

Si  r<in  jctLü  u!i  coijp  d'oeil  atteufif  «or  riminensc  doniaine 
<le  la  chiuiiu,  oii  recouuailra  saus  pe'mc  ijuc  tout  s'y  passe  sui- 
vant  des  lois  bleu  döteriiiiriees ,  l»ieii  (ielinies,  ipioiqtM?  \)(nir  la 
plupart  encore  inconnucs.  Ceci  tious  conduit  a  Inlroduire  o 
chimie  le«  methoden  divs  auln-s  science^.  exactes,  surtout  celles 
de  la  mecanique  rationnclio  (jiii  nie  paraU.sent  les  plus  appropriee« 
k  la  cbimie  et  capable.^  de  Ucvenir  pour  eile  d'une  fecooditt» 
immense.   Un  cxempic  va  eclaicir  ce  qui  vient  d*dtre  dit. 

Qu'on  expose  la  pyrito  ä  raction  simulfanee  de  la  chaieur 
et  de  l'oxygene,  on  dötruira  par  la  1  e(|uilibre  d^jä  ezistant»  et 
le  fer  et  le  soufra  ne  pourront  plus  exisler  sous  forme  de  pyiite« 
Mais,  de^<:  forces  noavellea  se  mettent  en  jeu,  des  attractions  aou- 
vclics  sc  font  valoir,  un  nouvel  öquilibro  s^'etablit  et  devieot  ma- 
liifetitc  par  la  formalioo  du  sulfate  da  fer.  Soit  €  la  aomme  das 

i 
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attioM  que  sablt  une  moMcale  do  Ter  de  la  part  des  moltoiM 
aofiroDnaDtes  de  fer  eo  dtal  d'agir  sur  eile  par  suite  de  la  eo* 
iidaion,  en  d*autre  termea  la  force  de  eobäaion;  aoU  de  m^me 
e'  la  ferce  de  eob^ion  pour  une  mol^ule  de  aonfre;  «  Taffinitd 
d*oae  moUcule  de  fer  ppur  une  noldeule  de  aoufre,  e'eat  k  dire» 
la  ionime  dea  actione  que  aabit  une  moldcole  de  fer  de  la  part  de 
cdlea  de  aeufre  en  ^tat  d*agir  aar  eile»  plua  la  aomme  dea  actiona 
qae  sabit  une  laoiecule  de  aoufre  de  la  part  de  cellea  de  fer. 
L'eibtenee  du  aulfnre  de  fer  ezigera  leqaHibre  de  ces  trois  forces, 
0t  Ton  aura  näceaaairentent  une  eqoation  de  condition  pour  cet 
^oilibre  entre  lea  trois  forces  c,  c'  et  a;  F{c,  c\  rt)=^Ü;  la  iliffi- 
cuKe  consiate  a  preciser  la  forme  de  cettc  et{uatiun. 

Soit  roaintenaiit  c"  la  force  de  coliösion  de  rozygAne>  a  et  a*' 
ien  aflinit^  poor  le  fer  et  le  soufre«  t  la  temperatore  k  laquelle 
ea  epire.  L'actien  de  la  chaleur  äquivaut  a  pne  certaine  force 
que  je  ddaigne  par  /(O-  Or,  il  eat  dvident«  que  rintroduction  de 
eea  qoatre  nouveliea  forcea  pourra  bien  ddtruire  rdquilibre  ezprim^ 
par  rdquatton  ci  deaana  et  en  dtablir  un  uouveau  dont  l'dquation 
de  condition  aera:  ^(c»  e%e*;  a,  a',  a^; /tO)  ^0-  Ob  pourrait 
dltniner  de  cette  dquatlon  la  fonction  fify,  ei  l*on  aavait  de  quelle 
Ottniere  la  cohdaioo  et  Tafflnltd  varlent  avec  la  tenp^rature. 

Parmi  les  forcea  molöculairea,  daoa  lacceptioa  du  mot  laplua 
g^närale,  qui  soiit  en  activitd  daiis  rint^rieur  dea  corpa,  il  y  en  a 
qoi  aont  inherentea  aux  mol^culea  meinea  de  la  mati^re  (p.  ex. 
la  coh^sion) ;  d'autreft  n*exercent  leur  iiifluence  que  par  rintermd- 
diaire  de  l'dtber  Intereald  entre  lea  rooli^culea  de  la  matidre  (for- 
cea caloriquea,  dlectriquea).  Mala,  quelle  que  aoit  laction  de  eea 
igenta,  on  peut,  comme  oo  le  fait  aouvent  en  pbyaiqoe»  imaginet 
qne  cette  actton  aoit  produite  par  le  travail  de  forcea  dquivalentea» 
iabörcntea  aux  moldcolea  mdmea  de  la  mati^re. 

La  repulöioii  calorii|iir  qui  est  une  (orce  permanente,  mais 
d'intensite  variable,  excrrc  sitr  Ics  niolernloK  <r!in  norps  compowe 
one  actioii  rtMnar(iiial>le.  Chaque  mok-Lulc  etaiit  cntouree  de  IVHlier 
calorique,  regoit  sur  tous  les  polrüs  de  sa  siirlacc  raeüon  de  cette 
force  repuUivc  et,  >i  i'oi)  ne  tient  loaipte  que  des  coniposantes 
oorroaies  tic  ces  diverses  actione,  rel!es-ci  exerroront  sur  la 
nolecule  une  pression  de  dehors  en  dedan«,  qui  contribue  ä 
maiDtenir  la  stabilite  du  conipose  chimique  et  que  je  designerai 
«0H8  le  nom  de  pression  calorique.  Quant  aux  coniposantes 
teiigentiellea  de  la  rdpuiaion  calorique,  ellea  peuvent  inprimer 
aoi  meldculea  divers  roouTements,  vibratoir«'-"  ou  autres,  qui  fon^ 
■OBi  «Q  autre  point  de  vne  Tobjet  dea  reciAerche«  de  pluaieurs 
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pliysiciens.  St  mainleoant  on  admet  que  Im  atones  qut  cos- 
atitaent  Ia  mol^ule»  ne  Ia  reniplisaent  paa  d'one  maDi^re  contiaD«, 
il  an  r^atilte  qoa  Ttfllier  interatornlque  manifeatera  da  aon  c6tt 
une  actioD  repalalve,  directameat  oppoa^a  a  calle  de  la  presslM 
extdrieure  et  fiaira,  paar  «ne  femp^rature  aaaea  elavda,  par  vaiacn 
cette  preaaion,  iaquelte  diminue  d*allleara,  ä  meaure  qua  lea  8M»> 
Idcalea  8*dcartant  le«  unea  des  autrea  par  Fallet  de  la  cbslcar, 
ce  qoi  amenerait  en  d^finitire  la  ddcoropoaitioa  chimiqaadB 
corpa.  Gatte  manl^re  de  voir,  ce  double  effet  de  la  chalear  •« 
rdther  qai  antoure  la  inoldcule  et  aar  l'Mer  iateratomiqoe  ne 
paralt  rendre  complACemeat  coropte  d*uaa  faole  de  pMaontees 
cbiniiquea  dana  lesqueln  lea  aubstancaa  qoi  ae  combineat  i  ioe 
tempdratare  moddrde»  aoaC  ddcompoadea,  laraqu'oo  dlive  la  tem- 
p4ratüre. 

On  congoit  d'apres  ce  qui  präceHe  qtie  le  probldme  geoänü  de 
la  cbimie  consiate  üana  lea  cinq  queations  saivantea: 

1)  Quelles  aont  lea  forcea  aetlvea  dana  an  corpa  didoieateirey 
par  queiles  relationa  aont  ellea  lidea  entre  dies  et  qneHes  soot 

les  conditions  d'equilibre  de  ces  forcea? 

2)  De  quelle  aatiire  sont  les  modificationa  que  gubissent  lea 
forcea  activea  d*nn  öl^nient,  les  relatioiid  qui  les  lietit  et  lea  coa- 
ditiona  de  leur  ^qullibre,  lorsqd'on  fait  rdagir  aur  lui  un  on  plii- 
flieufa  au t res  corpa,  avec  ou  aana  la  concoura  d^autrea  forees 
eztdrienras? 

3)  Quelles  sunt  les  uunditions  du  nouvel  equililire  et  la  ria- 
ture  des  itouvelle$  iorces,  resuUuiit  de  lu  coiubinaUou  de  ce« 
Corps  ? 

4)  Quelles  modificationa  aublaaent  lea  foreea  et  lea  caaditioos 
d*dqailibre  dana  un  corpa  composd,  loraqn'oa  falt  r^agir  aur  hn, 
adpardment  ou  alniultandnieDt»  certaioa  agenta  ou  autrea  corpe, 
almplea  ou  compoada,  et  quellea  aont  lea  coaditlona  da  aeatel 
on  dea  nouveaux  dquilibres  rdaultant? 

5)  Quelles  relations  existent  entre  les  propri^tes,  physiques 
ou  chiiiiiqiies ,  d'un  corps  et  les  forces  qui  s'y  fönt  ^quilibre,  et 
comment  ces  relations  sont  elics  modifi^ea»  loraqu'on  cbaage  les 
conditions  d'öqutlibre  suivant  2)  ou  4)? 

Pour  r^soodre  ces  probl^nies,  il  y  a  deux  voies  a  suivre:  la 
veie  expdrimentale  que  Ton  a  si  ricbenient  exploit^e,  et  la  voie 
thdorique  et  de  Taiialyse  mathematique ;  et  le  probleroe  ne  sota 
compUtement  resolu,  la  science  n'alteindra  le  degre  de  perfectlon 
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qu  eile  comporfe,  que  lorsqu  on  aura  coiiduit  i\  b^ne  lin  ki  Solu- 
tion par  rette  doubie  %ote:  ia  physique  en  donue  ia  [ireuve  ia 
piiiä  eciataote. 

Je  d^ignerai  soot  le  Dom  d'iltat  moUculaire  d'un  corps 
rdtat  dmoM  leqael  se  tronvent-ses  mol^coUs  sous  HoliaeDee  de» 
forces  actives  daos  aon  inUrieur,  et  ceC  tftat  poorra  «Svideminent 
aebir  des  modifications  par  Teffet  de  caaaea  ext^rieore«,  On  coo^oit 
d'apres  cela,  qoe,  loraque  deaz  ou  ploaieurs  corpa  diaaeniblablea 
▼leDBent  cd  cootact  imm^diat,  laura  ^ta(a  moleculairea  reapectifs, 
qai  oe  sont  que  le  rdaaltat  de  l*actbn  de  forcea  divergente«,  tendront 
i  ae  mettre  en  concordance»  aoivant  lea  priocipea  de  la  m^caoique» 
relatife  k  ia  compeaition  dea  forcea;  T^tat  moldciilaire  de  eea^orpa 
aera  d'antant  ploa  trovbld,  qu*ila  aeront  moina  aemblablea  eatre 
•HZ,  etj  dana  ce  eaa,  le  nouvel  dqoilibre,  ainai  qa%rdtat  muldcn- 
laire  Im-mdme  du  corpa  ou  dea  corpa  nouvellement  formda,  di- 
▼ergera  d'autant  plaa  de  l'dtat  primitif  dea  corpa  mia  en  rdaction. 
Ceci  ezpliqoe  lea  diffdrencea  conaiddrablea  que  Ton  obaerve  entre 
lea  propridt«^  d'un  corpa  et  cellea  dea  dldrodata  dont  II  ae  com- 
poae*  II  en  rdaalte  donc  que,  loraque  plusieura  corpa  ae  combi- 
nenf,  leura  forcea  moidculairea  reepectivea  ne  aont  point  ddtruitea, 
mala  etlea  ae  conipoaent  entre  ellea  d'apr^a  lee  loia  de  la  md* 
canique;  que  par  cooadquent  Idtat  moldculaire  et  la  nafure  dea 
Corps  rdanltanta  dem  bien  dtre  diffdrent  de  ceux  dea  corpa  qui 
ae  aufit  combtoda,  et  qu*enfin«  lora  de  la  ddeoropoaition  chlmique 
d*nD  Corps»  cbacune  de  sea  partiea  conafituantea  devra  reparaltre 
avec  fotttea  aea  propri^tes  priniitivea,  ya  que  lea  forcea  moidcu- 
lairea, aanaavoir  dtd  ddtraites,  n'ont  dtd  que  modifidea  dana  leura 
effeta. 

On  est  eonduit  par  t-es  consi(l«?rations  conclnre  (pi  une  cer- 
taine  (^Uctntitö  de  rnatiore  ptuKk'rable ,  qui  renfernu'  rn  cllc  une 
certaine  quanlite  d  ether,  doit  ötre  reLiardee  coiDine  lorepresen- 
tant  materiel  ou  l'equivalent  ponderable  des  forces,  que 
cette  eubstance  inet  en  jeu,  lors  de  ses  conibiriaisnns  (  himiques. 
Comme  cette  equivatence  a  licu  pour  chacune  des  parties  Con- 
stituantes d'un  conipos^  chimique,  il  s'ensuit  qu'on  ne  peut 
fair  Tarier  leur  quaotit^  ponddrable,  Sans  modifier  en  ni^me  temps 
les  forces  qoi  se  font  equilibre  dans  ce  composd,  et  di^truire  par 
cot  dqnilibre.  D'ailleurs,  corome  l'existence  de  ce  dernier 
exige  UD  rapport  dätermind  entre  le  forces  en  öquilibre,  il  en  rd- 
aolte  encore  que  leura  reprdseotants  matdriels  ne  peuvent  entrer 
dana  ces  coroposds  que  dans  des  proportions  ddfinies,  ce  qui 
eonatitue  la  notion  thäorique  des  dquivalents  cbimiques 
den  corpa,  qne  Teipdrience  et  lea  faita  forceot  d*admettre,.  mala 


Digitized  by  Google 


206     ßacaiopio:  CouHiüraUüHB  tkioriguu  $ur  la  efUrnie, 

dont  Oll  ne  p^t  ae  randre  conpte  qn'e»  ae  fondaot  «itr  lea  no- 
ttotia  exposdas  ci*davant  ralativemant  ä  rdqallilira  naldaalaire 
dee  corpa.  Ja  raviandrai  dana  au  travail  ultdrtaur  aur  caa  diffd» 
rantaa  qaaatioaa,  an  laa  aottiDettant  aaaai,  aataot  qna  paaaible» 
au  caicttl  niatbdmatiqua;  mala  je  ma  boraaral  pour  la  aiomant  h 
appliqaar  caa  prtocipea  k  qualquati  qaaaliana  gdndralaa  at  tr^* 
iroportantea  de  chimia  Ifa^orique,  tellea  qaa  fa  volatilitd»  la  aolu> 
bilitd  daa  aabalancaa  et  laa  chaleura  apdeifiqoea. 


Laa  moldculaa  d'oa  corpa  aont  malntanaaa»  cooNiie  on  aait,  k 
dea  petitaa  djatapcaa  aoua  l'actfao  ainialtaiide  d'uaa  farca  attrac- 
tive>  la  eohdaioa,  at  d*aaa  forca  r^potaiTe»  la  rdpolaloa  ealoriqne  «1 
aea  caagdjt^raa«  Mais,  quelle  que  aoit  la  forca  rdpolaira  oo  attrac- 
tlvc  qui  agit  aur  la  moldcule  intdriaara  d'an  corps,  que  cea  forcea 
aoient  dgalea  antra  allea,  ou  que  Taue  aarpaaaa  Tautra,  la  moldcole 
ae  trouvara  an  dquilibra,  aauf  laa  mouvamanta  infinimant  patlts 
qu'elle  paurratt  azdcuter,  ainai  qua  ja  Tai  annoncd  plua  bau^  puia- 
qu'elie  aat  affactda  aymmdlriquemant  dana  touiaa  lea  directioti« 
posaiblas  par  laa  moldcolaa  at  laa  dtbara  anvironaanta.  II  a'an  est 
paa  «Adroe  des  moldculaa  aitudea  k  la  aarfaca  d*an  corps ;  cellea  d 
aa  re^oivent  que  la  moitid  daa  actione  dant  ana  maldcala  intiS- 
rieure  eat  affactda«  an  eorte  que  lear  rdanltanta  n'dtant  paa  d^ 
traite,  conima  pour  cetta  dernidra,  par  rantra  moitid  daa  actians, 
aura  una  certaine  influanca  aur  la  moldcula  appartanatit  k  la  eot^ 
face  libra  du  corpa  et»  ai  la  rdpulaian  caloriqua  Temporte  aur 
rattraction  ou  la  eobdaion  nioldculaira,  laa  moldculaa  anperfic'ielles 
manifeateront  une  tendance  A  ae  ddtaebar  du  corpa  auqael  allea 
appartiennent,  tendance  qui  n*eat  dqoilibrde  juaqu*^  ua  cartaia  point 
qua  par  la  preaaion  de  Patmoapbdre  enviroanante.  L'accrois* 
aemant  de  cette  tendance  amöna  la  ddtacbemant  dea  moldculea 
aaperficicliaa  qui  ae  contlnua»  tant  qua  la  rdpulaian  calorlqoe 
maintient  aa  prdponddrance* 

Ln  plupart  des  soliiieu  t  u t reut  d  ubord  en  fusioii  pour  subir 
enKüite  reva|Mirution  a  Tetat  liquide.  Cepcndant,  H  y  en  a  qui 
ne  passouJ  puint*  du  nioin.s  dan«  les  conditions  ordiimires,  par 
cct  (*tat  iiitermödiaire,  mais  qui  volatiligent  inim&diatemeot, 
des  q  Oll  eleve  convenablement  la  temperatare.  La  vdritable 
cau^e  de  cette  diverprence  n'est  point  connue,  mais,  iuiaginons, 
ainsi  qu'oii  l'a  fait  er»  op(iquc,  que  Tdther  calorique  posrfede  uue 
elasticit^  variable  d  un  corps  ä  li  aytre,  considdrable  duus  les  sub- 
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mitmem  fondent  matt  d«  «e  Tolatilber,  trd»  faible  daiis  les 
MbatiDcas  Tolatiles  «aas  foaion«  La  cbaleur  apportde  de  dehon 
Ii  cea  dernl^ea  aera  absorbda  par  ce  tnilieu  nallement  ou  peu 
diaatique;  moia,  paar  oae  dldvatioo  convenabla  da  taoipdratura» 
Ia  rdpulaion  ae  manifeatera  preaqaa  braaqoement,  comroe  cala  a 
lica  avec  laat  corpa  pau  diaatiqae  quand  oa  Ja  aaumet  k  uaa 
aclian  iBdcaniqaa  vialaate.  at  axercera  son  inilueace  da  prdfdreaca 
aar  laa  partiea  auparficielles,  ea  ddterminaiit  aiiisi  la  volatilisation 
da  cea  aobaUncaa.  Celles -ci  peutrenC  d^ailleura  entrar  eii  fusion 
aooa  des  preaaiana  conaiddrables ;  c'est  que  Telasticite  de  l'ether, 
ddvalappda  aoz  partiea  supcrficiclles  par  reffet  da  Ia  chaleur»  n*dtant 
paiat  ddtroita  par  teor  vaiatiliaatian»  ampdchda  quelle  eat  par  la 
bauta  preaaion,  8*etend  succcssiveroent  k  rintdriaar  da  la  subataace 
at  ea  amina  ddfialtivciaent  la  fusioa. 

I.a  aolubilit^  dun  corpa  dans  un  liquide  dcpend  iirincipaie- 
roent  daa  troia  forcea  aulvantcs:  1)  de  la  cohösioa  des  nioldculea 
de  la  anbstance  solide;  2)  de  la  räpuUiori  calorique  qui  a'exerce 
eur  les  niolecntes  et  qui  varic  arec  la  t^riipcratiire;  3)  de  Tat- 
Uraction  niutuelle  des  moleciiles  du  Corps  solide  et  de  callaa  da 
liqaida»  c*est  a  dire  de  Tafünite  qa'aat  antra  dies  les  deux  sob- 
stances.  8i  Ton  de^igiie  8om  le  nom  de  coh^Hion  relative 
la  differenee  entre  Ia  cobesion  et  la  repulaion  calorique  du  corps 
aalide,  oii  peut  dire  que  aa  aolubilit^  dans  un  liquide  depeitd  du 
rapport  entre  «ia  -  cohesiuii  relative  et  l'affinit^  de  aea  moMcule8 
paar  celksa  du  liquide.  Eile  irest  doiic  aaip^liee,  an  j^öneral» 
^a  par  une  trop  grnnde  coh^^ion  relative,  ou  bien  par  la  Faible 
aiffinit^  de  la  sulixtanco  k  dissoudre  poar  la  disaolvant  aoiployd* 
00  bien  entin  par  le  concours  de  ces  deux  ctrconatauees.  II  en 
rdsvlte  que  niainte  subalance  qui  est  r^gard^e  comme  inHoluble, 
»e  dissondrait  ait«ement,  h\  Von  pourrait  porter  la  tempörature  du 
diaaoUant  jusqu'^  un  [mint  pour  lequel  la  cobesion  relative  de 
la  substance  deviendrait  assez  petite,  poor  iie  plus  niettre  obstacte 
ii  sa  diKsofntinii .  et  c>8t  cc  qu'oti  pcnt  en  effet  rdaiiaar  ea  aou* 
aietlaal  le  Uquide  a  de«  praa«ians  «oo«iddrabla8« 

Vf\  lait  rciuarquahie  nouvcnt  inasqoe  par  des  circoiistanccs 
second.iircß  ,  t  "est  I '  a I) a  i  s s <» lu e ci  t  de  tcmperature  qui  ac- 
conipaiinp  toujourti  l  acte  de  la  disHoluti(»ri  <;t  qui  serait  du,  Huivant 
flotre  ni  inn  re  de  voir ,  ä  une  jicrte  fl  rla^stirlte  que  «ulüt  I  ether 
rnlnrique  iciileriu»'  dan^i  la  Kulistanctj  qui  sc  dissont.  En  eflfet, 
tjrn-  <oift  «itir»  \:\  ro[H«.».i(»ii  du  <'orps  eil  dit^solutioii  est  vaincue« 
t  ether  calonque  n  exerct»  plus  mtciinr   {trrssffin,  II  sc  ileterid :  il 

y  a  daac  perto  delaaticit^,  cest  ä  dire,  perte  da  trafaU  et  d« 
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force  Viva;  Ia  febalear  «st  absorb^e  des  corpa  enviroiinaotB  |KNir 
^  lendro  k  r^tber  aon  dlaaticitd  perdoe. 

Lort.qu  Uli  c<»rp8  solide  est  recluit  a  une  Solution  claire  et 
homogene,  on  peiit  et  I  on  doit  aihnellre  (jue  chaque  niolecule  de 
cette  liqueur  est  con.stituee  pai  les  atoiues  de  tous  les  eleracnts 
qui  y  entrcnt,  reunies  dans  des  pioportions  defir»ies.  Ces  atomes 
«Gilt  niainlenus  daufj  Ia  nioi^cule  par  les  forces  raoleculaires  connues 
et  en  outre  par  cette  actioii  reniarquablc  de  repulsion  calurique, 
signaläe  plus  haut.  Aussi  e^t  ce  dans  les  modifieatiotis  des  rap* 
ports  niutuels  de  ces  forces  qu'i!  faut  chercher  rexplication  de  ia 
difTereiite  sulubilite  dun  cur^is  a  des  temperatures  diff^rentes, 
tsoliibUit^  qiii  croit,  en  «eneral,  avec  Ia  teniperature.  En  effet, 
plus  on  eleve  Ia  teniperature,  plus  la  coliesion  relative  du  corps 
dinnnue,  plus  la  pressioii  calorit|ue  dans  la  dissolution  augiueote, 
en  Sorte  que  les  niolecules  de  la  dissolution  acquiereiit  par  la  Ii 
douljle  lacultö  et  d'attirer  plus  eneigiqueinent  les  particules  de  la 
suijstance  ä  dissoudrei  et  de  les  niaintenir  avec  plus  de  viguenr, 
des  qu'elles  s'y  sont  incorpoi  ees.  Cependant  certaines  sobsfance« 
presenlent,  ä  partir  d'une  certaine  teniperature,  une  diroioutioo 
de  sülubilite.  On  ])eut  attribuer  ce  pheuomene  h  un  snroroit  de 
la  repulsion  interatotniquc  nir  plus  haut  I.),  oii  bien  au  develop- 
penient  d  autres  forces  (resultant  de  la  combinaison  chiniii[ue, 
deshydratation  etc.)  ä  la  faveur  desquelles  la  cohesion  se  fai^ant 
prevaloir,  il  y  a  aäparatiou  d'une  parüe  de  la  substauce  dissoute. 

C*68t  ici  le  li«u  de  faire  noe  femarque  Importante  rabtivtaMit 
ans  disaolutioDS  aaraatvrdes»  quI  retienoent,  aprda  le  rtf* 
frotdiaeemeut»  dea  qoantitda  de  la  aabafance  diaaoote  plaa  tfiOM- 
ddrablea  qae  cellea  correependant  ä  la  tempdratnre  fioal^  at  fd 
laiaaent  ordioairement  ddpoaer  cet  axc^a  dana  des  intervaHo  ^ 
temps  plus  00  moloa  longa  et  aurtout,  quaad  an  intredaiC  du* 
la  dissolution  de  petitea  qoaatitda  de  la  aubstance  eile  n^n«  ^ 
l'dtat  solide.  Ne  aerait  il  pas  permis  d'admettre,  pour  expüqo^ 
ce  pheooiuene,  que  Tdtber  calorique  possede  une  force  colr^'' 
tive  qui  sert  h  lui  conserver  T^lasticitö  considerable  qall  a  sc* 
quise  sous  l'influence  des  temp^ratures  ^levees  et  a  Ia  faveor des- 
quelles la  sursaturation  s'est  effectuee.  Lorsque  la  solutioD  M 
refroidit,  r<$tber  exerce  encore,  par  suite  de  cetto  force  co^rdÜV^i 
sa  pression  calorique  8iir  les  niulecules  de  la  dissolution  et  ni*W' 
tlent  la  Saturation.  Tonfefois,  cet  etat  des  choses  n'etant  p«* 
naturcl,  ne  peut  i>c  niaintenir  ind^finiment;  les  forces  actives 
la  dissolution  tendent,  au  contraiie,  ä  ramener  l'etat  ooriii»!» 
ce  retour  est  accälere  par  diflferentes  circonstances,  p*  W.  paf 
l  acces  bruaque  de  Tair,  par  1  alfinite  (action  de  contact  des  iV^ 
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fke«8)  etc.  Des  pb^oomftiiee  aoelognee  ee  prtfeentent  dane  d  aa- 
trtm  eireonataiicea  eocore,  et  le  d^veloppement  de  cbalenr  dont 
ile  «oot  ordinairement  acconpagDifis  montre  bien  ^e  T^tat  pro- 
vieoire  dont  il  est  qaestion,  n'est  qoe  le  r^sullat  dn  tmail  d*ofie 
certaine  fores,  äquivalent  m^niqae  de  Ul  ebaleor  di^gagee  apr^s 
le  retour  de  Tdtat  normal. 

La  solubiiite  d  une  subsfance  est  encore  modiflee  par  le  dö- 
gr^  de  concentratioD  de  ia  liqueur  qn'on  emploie  corome  dissoh 
vant,  lorsque  cette  liqueur  contient  eile -meine  en  dissolution  des 
substances  autres  que  celles  qu'on  falt  dissoudre.  Certaines  con« 
^döratioos  tb^oriques  me  fönt  penser  qae,  pour  des  concentra- 
tlons  iDoyeones  des  dissolvants,  Ia  solubilitö  d'une  subatance  est 
i  peil  prte  proportionnelle  k  cette  concentration.  Quelques  ex 
pdriencea  qoe  j'ai  falles  avec  Tacide  arsdnieux  conduisent,  du 
niolns  pour  certains  cas,  a  cette  meme  conclosioo.  (Voir  Erd- 
mann,  Journal  für  prakt  Chemie»), 

L'älevatioii  de  teniperatiire  d'un  corps  qu'on  echauÖc  est  <iue 
ä  raccrobsement  d'amplitude  des  oscillations  de  l'etber  cali>ri(jue 
renferm^  dans  cc  corjis.  (.'et  accroissemeitt  de  tetupckaturc  depend 
eFidemment  de  Ia  iiattue  parti*  uliere,  de  l'^lasticite  de  l'etber 
calorique  a})[»irtenant  acbaque  8uiiatance,  et  d  ailieurg,  Ia  cbaleur 
apportee  de  dehors  n'est  pas  loute  utilisöe  ä  cet  effet;  une  partie 
eo  est  perdue  dans  ies  chocs  de  l'etber  contre  les  mol^cules  ma- 
terielles de  Ia  suhstance«  plus  ou  iiioins  ela^tiques.  De  la^  len 
diff^renceä  ( oriKid^rables  dans  les  capacites  calorißqties  des 
differente«  substances.  Plus  oii  eleve  Ia  temperature  d'un  corps, 
plus  lä  repulsioii  calorique  de  son  ^ther  s'accrolt  et  sert  a  detruire 
en  partie  l  effet  de  Ia  forcc  de  cohesion ,  et  d'autant  plus  £»rande 
sera  dans  ce  cas  Ia  portiuji  de  chaleur  apportee  de  dehors 
fera  equtlibre  l\  cetfc  lorce  et  refusera  de  con(  ourir  ä  TäleFation 
de  teroperature.  De  lä  cette  loi  rentarquable,  que  Ton  n'a  su 
etablir  jusqn'a  ce  jour  que  sur  des  experiences:  Ia  capaoite 
calorifique  d'une  substanoe  est  d'autant  plus  grau  de 
que  ta  tempörature  de  cette  »»ubstaace  est  plus  elevee. 
Mais,  »i  pour  des  masses  egales  de  diverses  substances,  les  cbaleurs 
sp^citk^ues  ne  sont  pas  ö^alf"«,  on  peut  calruler  des  masscs  telles, 
que  Ia  quantite  de  rhaleur  (ju  elles  exigent,  pour  que  leur  tempe- 
rature s'^l^ve  de  Ia  rtieme  quantite,  soit  Ia  menie.  Les  niasses 
ainsi  calcul^es,  nti  bien  les  poids  correspondants,  contiendront  des 
quantites  äquivalentes  d'etbcr  talorique  et  seront  par  consöquent 
les  Äquivalents  ponderaMes  de  ce  dcrnrer.  Si  Ton  effectue 
ces  calcnla»  on  trouve  que  les  equivalents  ( alori(|ues  a[iprocbent 
ploa  ou  inolna  des  dqnivaleots  cbimiques  correspoodaots.  Cepeu- 


r 
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dant,  les  divergenm  «ont  dum  ee  cas  beaneoop  plas  consid^ablM 
que  Celles  qu'on  obttenl  en  coiDparaot  entre  eox  iea  produito  6m 
capacites  calorifiques  par  lea  poid«  atoiniques,  ainai  qnt  le  moa* 
trent  lea  exemptes  aaivanto: 


Capacit^s  ca- 

Poids  atO' 

miqucs  ;). 

Frodoit  p.e. 

EqQhralaito 
eftloriques. 

Cuivre 

0.0952 

31.7 

3.02 

31.7 

Platine 

0.0324 

3.20 

93.2 

Plonb 

0.0314 

103.7 

3.26 

90.9 

An  liaa  d'dluder  cea  divergancea  et  de  tftcber  de  les  cacber 
aouB  la  petiteaae  des  prodaita  3.02,  3.20,  a26,  ob  n'a  qo'i  m 
rappeler  de  ce  qua  j'ai  dit  plus  haut,  que  les  poids  atomiqoe« 
ne  aoDt  que  iea  dqaivaleata  ponddrablea  dea  forces  qui  ae  feot 
iSqailibre  dana  les  diffdreata  eonipos^a  chiniiquea,  pour  aa  cod- 
vaiocre  qoe  cea  diFergeaces  ne  pr^aentent  rien  de  contraire  k  la 
natura  de«  eboaes.  En  effet»  outre  lea  forces  caloriques,  il  y 
eil  a  d'autres  encore  qui  sont  actives  dans  les  compos^  chiDH 
ques,  et  il  est  ais^  de  voir  que  ies  poids  atom'iques»  qui  doireaC 
representer  Tensemble  de  ces  forces,  ne  peuvent  £tre  ideatiqaes 
avcc  les  nombres  qui  repräsentent  l'uae  d'elles,  la  Force  calorique 
8eule,  ce  qui  fait  voir  que  la  loi  de  Dulong  irest  pas  vraie,  ou 
du  uioins,  qu  elle  n'est  qu'approxiraafive.  On  peiit  cependant 
detluire  de  ce  fait,  que  les  öqui\  aletifs  calorique»  s  approchent  si 
sensiblenieiit  des  equivalenls  chiiniques,  une  cons^quence  inipor- 
taiite,  ü  savüir  que  lunes  calurique*»  predoniiuetjt  dans  les 
combinaiHODs  cbiiniques  et  I  cffet  des  autres  forces  est  compara- 
tivemeiit  tr^s  petit,  ou  du  moins.  il  est  traasporte  en  majeure  partie 
sur  Tetber  calorique  et  sc  luauileste  comnie  un  effet  calorique. 

On  voit  par  ee  qai  prdcöde,  comment  cea  nonveauz  priadpts 
a'adaptent  ans  qoeationa  lea  plna  importaiitea  de  la  chtniie  tb^ 
riqne  et  comment  IIa  peaveot  aervir  paar  en  donner  une  expllea- 
(lon  compl^tement  rationelle.  Je  reviendrai  dana  un  travall  pro* 
cbaio  aur  cea  tbdoriea  pour  lea  ddvelopper  plua  amplemeat  et 
lea  appliqner  aus  combinaiaona  cbimiquea  ellea  «1040108. 
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XXVIII. 

BfaugeB  aber  die  Richtung  der  Vertikale  bei  verschie- 
denen Hohen  über  dem  Erdboden. 

Voa 

Herrn  £•  Batai^^i^ 
in  Boctreal. 


Schon  vor  längerer  Zeit  habe  ich  Etnit^es  über  die  Kichtungs- 
inderang  der  Vertikale  tnid  über  die  (icstalt  der  Atmosphäre 
mit»cthcilt  (siehe  8chi<» milch,  Zeitnchr.  Iiir  Mathem.  und 
Hbys.  IHüO.  p  51).  und  Cosnios  vonMoigno  1«62.  p.732.);  ich 
raOcbte  jedoch  noch  einmal  in  aller  Kürze  auf  dienen  Gegenstand 
suröckkommen ,  ela  sich  niaiiclu;  Hechniini^  rr^n.mer  ausfuhren 
iSsst  uiui  «ia  ich  i\\  dem  cinfaclirn  l>(:^\eise  eines  interessanten 
geomctrlsrlieri  Satzes  gekomiueu  hin,  aul  welcbeia  bauptA&eblicb 
diese  gause  ßemerkuog  berubt 

Es  Iflt  klar»  daM  die  Ricbleng  einer  Vettikalen  «owohl^  el« 
Mcb  die  Gestalt  der  Atnoephlre  ▼ein  Gleicbgewfehte  eines  Ober 
dem  Erdboden  befindliehen  materiellen  Pnnktee  abbingt,  dass  die- 
•es  Gleich gefvicht  seihst  durch  die  Gcetalt  des  anslebenden  KSr^ 
pM  bedingt  wird  nnd»  Ineelem  keine  fremden  Kilfte  mit  einwir* 
keo«  dem  bekannten  meckaniscben  Gesefxe  nnterwerfen  Ist»  dass 
nimlieh  die  Vertikale  eines  Ponktes  nach  der  Normale  eines  durch 
ihn  gelegten  Ellipsoldes  gericbtet  ist,  welches  mit  dem  ansleben* 
den  Empsotde  homofecal  Ist 

Betrachten  »vir  nun  Hotatl(iiisclli[is'nt(le  und  ihre  IVferidiaii- 
ellipseo  (Taf.  VV  Fii,'.  "J.).  I>er  crwiihnte  .*Sat/.  lautet:  Wenn  man 
an  den  Punkt  ü  eiaer  Ellipse  die  i>iormale  ilfiV  legt  und 
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dieseibe  bis  lum  Parkte  JV'  einer  mit  ersterer  boniofo- 
caien  Ellipse  TerlSngert»  so  näbert  «ich  die  Normale 
dieeee  letsteren  Penktee  BfN*  dem  Mittelpunkte  C 
mehr,  als  die  Normale  MN> 

Man  ziehe,  um  dies  nachzuweiäen,  die  Leitstrahleo  EM,  FM, 
EM'y  FM'.  Wenn  man  bemerkt,  dass  die  Normale  einer  Ellipse 
den  Winkel  der  beiden  sie  einschlicssenden  Leitstrahlen  bat- 
birt  und  auf  dem  längeren  Leitatrable  EM  das  Stuck  Mf  ^  MF 
abschneidet,  so  erhfilt  mar)  die  zwei  congruenten  Dreiecke  M'Mf 
und  M'MFy  woraus  folgt  ^MM'f^^MM'F,  folglich  Z^3f£ 
>  ^NM'F;  also  wird  die  Halbirungslinie  des  Winkels  EM'F, 
d.  i.  die  Normale  im  Punkte  W,  in  dem  Räume  NM' E,  also  dem 
Mittelpunkte  C  näher  liegen.  £s  ist  übrigens  leicht  in  zeigen, 
dass  die  Abplattung  des  ftiisseren  Ellipsoides  kleiner  ist  als  die 
des  inneren.  Denn,  bezeiehnet  man  mit  a,  6;  a',  b'  die  Halb* 
achsen  der  Meridianellipsen;  mit  c  die  gemeinschaftliche  lineare 
Ezcentricität;  mit  e,  e'  die  rcspectiven  numerischen  Excentrid« 
titeo;  mit  9,  ^  die  entsprechenden  Abplattungen;  so  findet  oua 

o»  -  6«  s=  Ii'«—*'«  =  c«  =  oV  =  tt'««'«  (I) 

und  folglich: 

a  a'  * ' 

Ist  nun  a  <a',  so  folgt  e>  e',  indem  ae  =  a'e',  woraus  ferner  fo^: 

l-c«<l-e'*   und  ^<^i. 

also 


und  sttletsCi 


1    ^sl  t'- 


 > — -   oder  cr>e. 


Nehmen  wir  nun  (Taf.  V.  Fig.  3.)  auf  der  Verliingei  uiig  Her 
an  das  Ellipsoid  AMB  gezogenen  Normnle  Mm  in  der  Entfer- 
nung MM'  =  d  einen  Punkt  M' ^  legen  durcli  denselben  ein  mit 
dem  ersteren  honinfocale»  Ellipsoid,  ziehen  die  Normal an  das- 
selbe Miiiii,  und  surti<  ri  den  Winkel  «i  zu  bestimmen,  uuler  der 
VoraussetzuriL' ■  dass  der  Winkel  a  der  ersten  Normale  Mm  be- 
kannt ist.  Wenn  man  die  Leitstrahien  OM  und  OMg  zieht,  io 
erhält  man: 
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taiig9  =  ^  taug«  SS  (1  -IT)*  lang«,  (3) 
b  ^ 

tangg?,  =  Ataug     =:  (l  — 0i)«tangoi,  (4) 

rsinop  +  dsincf 
tango.  =   .  .     -  , 

a«6«  a  1 

r  SS 


\  I  +ptaog«9 


1  4  /  €08« 


COS  9 V 1  -f  taiigatang  9       '  cos  9 cos  («—^p) 
uud  wenn  man 

^costt     6    yf  cos  o  cos  op  cos  (a — cp) 
'        rsin (p     a  sin 9  ^  ' 

sotsty  ao  folgt: 

co8acos(9— t^)  ' 

woraas  man  successive  9,  <p,  und  a,  bestimmen  kano,  wenn 
naii  an?or  berechoot  hat;  dies  kann  dareb  die  Formeln  (1>,  (2) 
orsielt  werdeo,  denn  es  ist: 

(l~a)«  =  l-e«, 

woraus 

e=V^o(2-«)  (7) 

and 

iKier  näheraDgaweia« 

folgt,  indem  man  ohne  merklichen  Fehler  a-{6  (Vir  «ij  ^schreiben  kann. 

Fflhrl  man  nun  »och  die  Umdrehung  der  Erde  ein,  so  ist 

r.*  a* 

noch  aiil  die  Kralt  /  ~  Kücki»icbt  zu  nehmen,  weiche 

die  Uifferens  der  Centrifogalkräfte  in  den  Punkten  und  M 
sBsdrflckt  Darens  ergiebt  aicb  sur  BeatimmoDg  des  Winkels  o^ 

Tiitil  XLtl.  19 
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oder  der  durch  HomofoealitKt  uodRofatloii  bedingten  Bichtuiig  der 
Normale,  die  Ctteicbong: 

sin  (g^«— Ot)  _  P 
s\na%  "^ö* 


woraus 


ta«g  («*-^)  =  p  t«i»g  I  d» 


loigt.    Es  iöt  (er Der 


F     G>'(r|  cos  yi  —  r  cos  y)     a>*dco6C!  »j* 
G'^  G  ^  9 

  cos a   8\n\a  —  (p)  1_    öcosct    8in*(a--y)  --^ 

wo  flo  die  Umdrebungsgeschwindigkeit  der  Erde  nnd  g  die  Infes- 

sität  der  Scbwere  io  M  bezeiebnet,  nnd  nodi  m  bmerkeo  ist, 

.       Q)«a  l 
dass  -^=^9- 

Wendet  man  obige  Fomein  auf  ein  Beispiel  an«  wenn  nämlidi : 

a  =  45o.  d  =  lOOÜ  Meter  und  u  —  Gu/TJUh  Meter,  ^^^g^yjS 
=:O.OÜ3343  angenommen  wird,  so  findet  man: 

(1— <j)«=0.yö3325,  9=44^48'  29'',     i|;  =  ü"U'  32"i, 

0^=44050' 59».«,  ^=0000000378«  tn=iU^fS9'tff'.1- 

Hieraus  ergiebt  sieb»  dass  in  einer  Breite  von  4SP  die  Vertikale 
eines  1000  Meter  Aber  dem  Erdboden  befindlichen  Punktes  mit 
derjenigen  des  entsprechenden  Punktes  auf  dem  Erdboden  eisen 
kleinen  Winkel  von  obngef&br  3'  einsehiiesst,  und  xwar  so,  daM 
die  Abweichung  nach  dem  nfichsten  Erdpole  hin  stattfindet. 

Dieselben  Formeln  können  noch  dazu  dienen,  die  GestaH 
nnd  Abplattung  der  Atmosphftre  zu  bestimmen.  Wird  ninKcii 
ds  185000  Meter  oder  =25  geograpliische  Meilen  angenommeo» 
was  beinahe  die  von  (>.  G.  Schmidt  berechnete  Hohe  der  AtiDO' 
sphfire  ist»  so  ergiebt  sich  (ür  diesen  Falls 

^=;1«40'13^   91=44«  48' 48^6,  (l-^oj»  =  0^993096, 
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iTi  =»0.003157  =  ^«  «,s44<'59'40*J,   ^=3  0000075, 

Di«  gesuehfo  Abplattung  S  wird  nun  durch  die  Fmiel 

tang  44^  48'  48\5  =  (l  ~  2:)*  Ung  44«59'  6P.  5 

bestioioit;  mau  üntlet  ^=U.UÜ3209=:^,  uod  dieser  Wertb  neicht 
aar  ironig  von  der  Abplattung  der  Erde  ab.  Scbmidt  findet  fOr 

die  Abplattung  der  Atmosphäre  den  Wertb  ^ ;  es  ist  jedocb  m 

bemerken,  das«  im  Obigen  keine  Rfickiricht  auf  die  Ineolation 
genommen  wurde,  wodureh  die  Abplattung  der  Atmespbire  be- 
deutend vergrOssert  wird. 


Problemata   quaedam  geometrica, 

propo«{|«  a 

D''^  CkrislianQ  Fr,  Liudmau, 
L«et  8trengn«a*ntt8. 


1.  De  parallelogrammle  circa  £llipain  datam  circum- 

aeriptie. 

Aequatio  £llipab  ait  ^ 

et  coordinatac  |)uncti  cujusdam  extra  EUipsio  ß;  aequatio  tan- 
gentiti  per  punctum  a,  ß  dnctae  erit 

ende 
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ubi  est 

F  ijuolibet  igitur  [luiicto  duae  hingenles  chici  posaunt  et  coordi- 
iiatae  |iiinctorum  contactus  sunt  a:  et  y.  Coordinatae  punctorum. 
ubi  tangentes  |>er  punctum  —er,  — ß  diictae  FlMpsin  contingunL 
inveniuntur,  si  in  (1)  — er,  — ß  pro  a,  ß  substitunnfur.  Coordi- 
natiK  illis  per  j:, ,  y^ ;  a^,  jf^;  cett.  deifignati«,  iovenimus  ae<]iia- 
tiooes  tangeutium : 

quae,  ut  liquet ,  parallelogrammum  formant.  Liiicae  priiua  et 
quarta  cunveuiunt  in  puncto,  cujus  coordinatae  sunt 

X  —      »  y  —  — > 
secunda  et  tertia  in  puiieto»  cujus  coordinatae  sunt 

Facile  patet»  diagonales  per  originem  transire  et  unam  eue 

=2V««  +  /5*,  alteram  =^  +  6*A   SI  «la  diagonant  «t 

axis  abscissarum  angulum  =  9,  baec  et  azis  angalum  =  ^  coo- 
stituufit,  inveoitur 

tgv=5.  igv'^ — 55-^.  *«<^-9'>='-;^^)^ 

atque  ideo,  positu  parailelogrammo  circunjscripto  inveoitur 

Jam  quaerendam,  qaodoam  ex  omnlbnabi«  parallelogramiiiitiin- 
nimam  sit  vei  per  qnod  pnncCora  («,  ß)  tangeotes  diic«ndae  M, 
ttt  P  miniiDum  fiat   Nihil  prorsus  impedit,  qneminita  ponaimii» 
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puijctuni  (o,  ß)  in  diametro  quadain  situm  e9se>  quo  facto,  patet, 
esse  o  et  variahilp«^  et  rationem  earnm  constanteai.  Posita 
igitur  ßz^uk,  ae4|u.  (2)  tranait  in 


•ade,  poaito  minimo  ipaius  fi^p,  valoribua  coordiaatanini  «, 
■iaimo  coovenicntibtta  sso^,  ß^,  colito  modo  reperiemaa 

Poatqaam  invanimua,  ex  quo  puncto  diametri  cujusdani  tangeotes 
doceadae  aiot»  nt  mininiuni  parallelogrammutn  Gircumscriptam  oria* 
tor,  restat»  nt  defiaiamos,  quodnaro  ex  orotiibas  bis  parallelogram- 
mia  aiiainiaai  ait.  Quam  vero  valor  ipsios  p  neque  ab  a  «t  /I 
aac  a  k  paadaat,  eoigici  licet,  ipsum  p  eaaa  miDimom.  Na  quid 
tamaa  dabii  raliaqaatar,  ia  baae  rem  oltariaa  iaqairamua»  lotro- 
dactia  raloribaa  o',  ^'  in  rormalia  ante  iaveotia,  habebimaa 

a*— Qiak-^b)*    a!  ^s^'^  a(ük b) 

andc 


'  —  jfi 'a*— 4rj  a** 


quae  €>t  notissiiua  illa  correiatio  inter  iangeiites  coruin  au^MUirinn. 
quos  di.iinetri  conjugatae  cum  axi  abseissarum  efticiunt.  ^»e^(uilur, 
ut  par.i!leloi:ramniüni  miuimum  circuiDScribatur ,  mI  fans;entes  per 
puni  la  oxtreiua  ejusdem  \mn^  diamctrorum  roiijugatarum  ducun- 
tur,  vi  ut  omnia  faaec  parallflo^ranuna  inter  .s(- siiit  aequalia.  Res 
illa  luiiiinie  est  iguota  aed  demonstrationeiu  auaiyticain  nus- 
quiuu  inveni. 

EiCetmiaata  k  ta  (3)  poaitiaqaa y  pro  o*,      prodiC  aaqaatio 

«el 

quae  est  aequatio  loci  geometriii  puncloruni  (a' ,  ß')  et  KIlipHin 
repraesentat  datae  similero  et  altero  taiito  majorem  riijus  axe.s 
priocipalcs  Buni  ov2>  b\^2,  Taogentibus  igitur  e  puncto  quudam 


*")  Md«  V.  c.  Boardon,  Ajtplicaliun  de  l'Alg.  a  1^  bcuiu.  l'^ri«  IH;i7. 
pag.  371. 
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bujus  Ellipsis  ad  Ellipsin  datam  Uucli»  |juraiidograii>muui  luiuiiuura 
inveuitur. 

Postqoain  iDventum  esf  miDimam  parallelogranunuin  circomacri* 
ptom»  quaeratnr,  num  P  quadratom  fieri  poasH.  Diagonale«  tum 

aequales  sint  et  angulus  earum  ==2'  ^^^^^^^  usa 
'    venit*  aive  a  aive  /3  =  0  est.   Poaita  igitur  ^  =  0,  evadit  altera 

diagonali«  =2o,  altera  =  unde,  ei  inter  se  sunt  aequa- 

les» ioveDitur 

Superficie  huju»  parallelogramiui  =  Q  posiia^  habebiniu« 
et  coordinatati  pooctoniin  eontacfus 

.  Si  igitur  EHipsis  et  Hypcrliola  eosdem  hahent  axes  2»,  2^,  tan* 
gentes  illae  per  focos  HypcTliolae  transibunt  et  quadratuni  Q  erit 
aeqoale  octiea  poteslati      quam  vocant,  Uyperbolae. 


IL  Duabus  sectionibuw  conicis  se  iotoa  in  vertice  axis 
mftjoris  (ptincipalie)  contingenlibue»  ^eometricum  in- 
venire  locam  punctorum,  vbi  ea  pars  seeantls  per  rer- 
tieein  tranaeantis,  quae  Inter  curvas  jaeet«  In  deaa 

partes  aequales  dividitur. 

Aeqoatio  aiterins  sectionia  ad  verttcem  et  ailn  prlncipaleni 
relatae  est 

alteriua 

Positis  yi=sr|Sin9,  Xx^rtQw^i  ^ar^Sin^,  jr^=r^Cos^, 
invenientor  aequatlonee 


*)  De  vi  „poleaCalli*'  Hjr|ierbolae  oon  bene  contentiunt  srriptorei. 
Alli,  nt  Klfigel,  Montferrier,  Francoeur,  qaaolitati  + 
alll,  Ol  Beordon  et  Garnier»  qoantitati  Mb  oooieB  „pottttaiia** 
doderoat. 
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  2|yt  €os  q>  ^p^Cos  gp  

onde 

Haee  est  aeqoatio  loci  quaetiti  et  ras  -■g-  *  est  radiiw  vector  an- 

golo  9  respoodens.  Cnrva  Hla,  ai  ad  coordioataa  orthogonales 
relertar,  quartt  ordinia  esse  reperitur;  quod  ai  aectioaea  datae 
alflillea  aant  vel,  quod  idem  eat,  ai  qi^q^  ponitur,  locos  quaa* 
aitoa  evadit  aectio  conica  datia  siroilis,  cajns  parameter  est  = 

aedio  aritbmetlco  parametrorum  jj^>  atque  ideo  eat  aeqaa» 
fio  ejna 

III.    l'er    [)iiiictiini    intra  circulum    tlutuia    i!u;i>  iccta» 
iDter  fi»e  orthogonales  ita  ducere,  ut  figura  inter  ca8  et 
arcom  ab  lia  abaciaaum  roaxima  aut  minima  Hat. 

8iot  coordiuatae  puncti  dati  x  =  a,  ^  =  0  et  aequatio  circuli 

Qaum  vero  coorHinatae  polares  huic  problcmati  aptissintac  viilean* 
tor,  poiuö  in  puncto  dato  collocetur  vel  ponatur 

(juo  facto  iovenitur 

^  «  —  oCoa^  4  Vf* — a*Sin*9. 
Soperllcle  qnaaalta  s  ¥  poaita,  babebimua 

r^ij^"^  ^dtp^^J^'^  <i9>(rSf a^CoaV-SaCoa^V^ r«-a>8inV) 

+  ^Sio29^|Sin9  V  r>  -    Sin^  -|Ca89V^  r«-o«Coa«9 

—  qt  (Are  6m—  •      -|  Aic6iri  ). 

A  T  T 

bifiereatiaitiiu  et  reUuctionibus  quibuaiiutu  (actis,  reptiiitur 
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j—  =  a*  Cos  2qp  —  a  Cos  ®  r* — c^Si ft*op  -f  a  Sin  od  V^r*—  a*Co8*aj, 

• 

Prima  derivata  =0  posita  sappeditat  aeqaafloneni 

dCoaS«»-'  Cos  7  Vr«— rt»Sin«v+Sln  9  Vi*— o*CosV— 0, 

quae,  substituto  Co8''^9> — 610^9)  pro  Cos'if),  traosit  in 

Cos  9  (a  Cos  <p  —  Vr«-a«Siii*9)  =  Sin  (a  Sin  9— Vr*-«*Co8V- 
Facile  patet  huic  aeqnationi  satisfieri  non  posM,  aiai  est  Sin  9 

=  Co5  9  vel  qp  =  ^,  97=^,  e  quibus  illud  minimo,  hoc  maximo 
respondet,  id  quod  derivata  secunda  consideranda  cogooscere  licet 


lieber  den  Schwerpunkt  des  Vierecks  und  der  Viel- 
ecke überhaupt 

Von 

dem  Herausgeber 


§.  1. 

Fiir  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  eines  Vierecks  AiA^A^A^ 
kann  man  sehr  einfache  und  bemerkenswerthe  Ausdrücke  durch 
die  Coordinaten  der  Ecken  A^,  A2,  A^,  finden,  und  daraus 
auch  leicht  eine  einfache,  übrigens  dem  Wesentlichen  nach  schon 
bekannte  Construction  des  Schwerpunkts  des  Vierecks  ahlelteDi 
wie  ich  jetzt  zunächst  zeigen  will. 

Zu  dem  Ende  beaeichneo  wir  die  Coordinaten  der  Ecken 
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^1»    ^»  -^4 

« 

10  Bezog  uf  ein  beliebiges  CoonlinaleRsysteiii  respective  dercb: 
Deeken  wirvu  die  Diagonale  AiA^  gezogen,  so  ist  deren  Gleicbong: 

Bod  die  Coordinaten  der  Schwerpunkte  der  beiden  Dreiecke 
AiA^A^  and  A^A^Ai  siitd  bekauiitlicb : 

«ed 

oder»  wenn  wir  der  Kfirse  «regen: 


and 

*  • 

Die  Gleicliting  der  dnrcb  diese  beiden  Scbwerpnnkte  gebenden 
Geraden»  in  -welcher  liekenntiieb  der  Scbvrerpnnkt  dee  Vierecke 
Jederseit  liegt,  Ist: 

Denken  wir  ans  ferner  die  Diagonale  geaogeo ,  so  iat  deren 
GMchnng: 


and  die  Coordioaten  der  Schwerpunkte  der  beiden  DrtMccke 
^A^A^  und  A^AiA^  »iiid  bekanntlich: 

etd 

oder: 
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Die  Gleicbnng  der  dufdi  diese  beiden  Scliwerpaakte  gehenden 
Geraden,  in  weleher  bet^anntlicb  der  Schirerpunkt  den  VIeradks 
gleicbfalle  liegt,  ist: 

«)  .    .  .  y-*(*ir-yi)=|^^i«-i(**-«i)l. 

Bezeichnen  wir  also  die  Coordinaten  des  Schfverponkts  des  Vier« 
ecks  durch  I:,  P;  so  haben  f^ir  zu  deren  Beetimninng  naeh  3) 
und  5)  die  beiden  folgenden  GJeicbnngen: 


_  »-♦(•,-Sf*)=;*_!rl»-4(».-*i)». 
6).  .  .  ' 

P  -  i  («j,  -  . ) = U  -  i  (u  -  *  J I . 

Bezeichnet  man  ferner  die  Coordinaten  deü  Durchschnittspunkts 
der  beiden  Diagonaler»  (Imcli  X,  F;  so  hat  muri  /.u  deren  Be- 
etimmuDg  nach  \)  und  4j  die  beiden  folgeodeu  idleicbungen : 


7) 


8t»ttt  na«  aim  tber,  wm  oiMbar  vwstattat  bt,  die  beides  GM- 
cbungen  0)  auf  folgend«  Art:  * 

t 

(i«,-W-i3n=^^i(i*r-arj-ia!,i;  , 

die  beiden  Gleichungen  7)  auf  folgende  Art: 

dar;  so  überzeugt  man  sich  ohne  «nlle  weitere  Rechnung  durch 
Vcrgleichung  dieser  beiden  Systeme  von  f^leichungcn  auf  der 
Stelle  von  der  Richtigkeit  der  beiden  folgenden  einfachen  nnd 
bemerkensHcrtben  Gleichungen: 
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auH  denen  sich  Hie  (oluemleri  »uerkvMiKÜ^Lii  Ausdrücke  lür  die 
Coordiaaten  des  K^chirerpookU  des  \  ierecks  ergeben: 


2. 

Aii0  den  vorateheodeii  erafacben  Formeln  ISMt  eich  eioe 
Mchte  Conatractioe  dce  SchwrerpmikCe  de«  Vierecks  ableiten,  wie 
wir  Jetzt  zeigen  wollen,  wobei  ee  genflgen  wird,  rechtwinklige 
Coordiaaten  an  Grande  au  legen. 

Znnächsl  8chicken  \^\x  ilie  loli^tMitiü  allsrcmeine  analytisch- 
ct  iMiielrisehe  lietrachtunu  vornu«.  ilerpti  h'esulfnt  auch  anderwei- 
tig zweckmässig  Anwcndunu  iiiMltü  kann.  \N  enn  auf  einer  helie- 
bisrcn  !»eraden  Linie  im  iiaunie  zwei  Punkte  Cr,,.yü*o)'  ^-^i'/i^i^ 
ceueben  siinl ,  iiiid  von  diesen  beiden  Punkten  a»r«  aiii  der  (ie 
raden  zwei  Strecken  abuesthuitten  u  erden,  die  sich  wie  Wq,  w, 
i\\  <'inander  verhalten;  so  wollen  wir  die  Endpunkte  dieser  l»ei- 
»kn  Strecken  durch  (Ao^^Z,,),  (X,  und  deren  Entfernungen 

\Q\\  den  Punkten  (aroyon>)*  (*'i.yi2|)  durch  »»^p,  Wjt>  bexeichnen. 
Die  von  der  einen  der  beiden  Kichtuni^en  der  gegebenen  Geraden 
mit  den  positiven  Theilen  der  Codi dinatenaxen  eingeschlossenen. 
180*^  nicht  übersteicrenden  Winkel  seien  o,  /3,  y.  Sind  dcinn  die 
beifU  fi  Str{'(  Ucii  vüii  tieri  Punkten  (-'li/ih)  aus  auf  der 

Geraden  ri,i(  Ii  (Irnselbcn  Seiten  hin  abgeschnitten  worden,  so 
gelten  offenbar  mit  lieziebun^  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander  die  folgenden  Gleichungen : 

^o=yoi:«oeco«^,  l'i  =  .»/!  Jb  «ipcos/J; 
2o  =  «a  J:>«o*coay,  dt«i^co»y; 

welche  aul  der  Stelle  £u  den  folgenden  Uelationen  führen: 

Ml  (lo^dto)  SS  noiXi  — «, ) , 

wi  (^o  —  «o)  =  wo(^i  —  »1^ ; 

oder: 

%  (^o~«ft)— »o(A'i  —  X|)  =  0, 
wi  (Zo  -  «o)  — "o(%  -  «i)  =  0; 

oder. 
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Wenn  dagegen  die  heidt  n  Strecken  \  un  den  Punkten  (x^^y^,^^y}. 
(^i^ih)  ^'^  '^  Geraden  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin 

ahgesehnitten  worden  sind,  so  selten  ofFenliar  mit  Beziehnn?;  »1er 
oberen  und  untereo  Zeichen  aufeinander  die  lolgendenGleichungeJi: 

aus  denen  sich  auf  der  Stelle  die  folgenden  Relationen  ergeben: 

«I  ( *o  -  yo)  =  —  «o(  *i  —  yi), 

oder: 

«i  (  > 0— yo)  +  «o(  J'i  -yi)  =  0, 
«1  (Zo -«o)  +  «o(A  -  *i)  =0; 

oder: 

«i  J^o  +  «o  J\  =  «lyo  +  "o.yi . 

»1^0  +  «0^1  =«1^0  +  "oh' 

Es  ist  al«o: 

**i<^  T  Wo^i  —  ni*o  ^  •o*!  i 

«i    T  Wo F,  =  t/.i/o  T  »oyi . 

«1^0    «0^1  =  »1*0  +  «0*1 ; 

wenn  man  die  otieren  oder  unteren  Zeichen  nioimtj  jenaclideai 
die  beiden  Streclcen  von  den  Punicten  (Sf^^fQ)^  (^i^ih)  nne  «if 
der  gegebenen  Geraden  nach  deneelben  oder  nacb  entgegenge* 
setzten  Seiten  hin  abgeschnitten  worden  sind.  Wenn  die  beiden 
Strecken  einander  gleich  sind  und  also  ifo»ii|  istt  no  tre»^^ 
die  voratehenden  Relationen: 

Fo  T  F, 

mit  derselben  Bestimmsttg  wegen  der  Zeichen  wie  vorher. 
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Wenn  oon  O  den  DiiTclwchiiittfipiinkt  der  beiden  Diagonalen 
AiA^  and  A^A^  de«  Vierecks  A^A^A^A^  (Taf.  V.  Fig.ö.)  beseicb* 
aet»  so  sebneide  man  von  A^  und  A^  aas  auf  den  Diagonaien 
AiA^  and  A^A^  xwei  Strecken  AtOi  und  il^O^  so  ab,  dass 
4iO|^4|0.  A^O^^A^O  Ist,  und  die  Strecken  ^lOj,  il,0 
anf  der  Diagonale  AiA^  yoo  ilf  nnd  A^  aas,  die  Strecken  ilf^t» 
A^O  auf  der  Diagonale  von  A%  nnd       ans  nacb  entge» 

gengesetsten  Seiten  bin  liegen;  dann  ist  jederseit  der  anf  be> 
Iwnnte  Weise  leicbt  so  constroirende  Scbwerpnnkt  des  dnrcb  die 
Ponkte  O,  Og,  Oy  bestimmten  Dreiecks  OOfOi  der  gesackte 
Scbwerpankt  des  Vierecks  AiA^A^A^.  # 

l'rii  ilirs  zu  beweisen,  bezeichne  man,  übrigens  alle  in  §.  I. 
gehraT]' htm  Bezeichiiunucii  auch  bier  beibehnlten(] ,  die  Coordi- 
naten  der  l*unkte  Oj  iind  respective  dirrch  If,  ,  }\  und  .Y,,  F^. 
Dann   ist   nacf»   (im    \orlier  he>viofipn»^r»  jiMiit'iiu'ini'ii  ixclatioiien. 


wenn  man,  wie  bier  erlorderlicb,  die  unteren  Zeicben  nimmt: 
X-^Xt  =  ar,  -l-a?,,    K+  F,  =  i-y^; 
A-^X^^jr^^x^,    F+  F,  =:3f,+y4; 


Weil  nun  nacb  §,  1.  Ö) 

tat;  so  ist: 

I=.^;(2A'  +  A,  +  A,)  — Ai::=i(A'  + A,  [  A^, 
f=itCiF+F,  +  F,)-  F|  =  |(F+  Fj+  r^; 


aUu  nach  der  belcannten  Bestimmung  des  Schwerpunkts  des 
lireiecks  durch  die  Conrdinaten  seiner  Ecken  der  Schwerpunkt 
{U^)  des  Vierecks  AiA^A^A^  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks 
00|0a,  w  ie  behauptet  wurde. 

Matürlicb  kann  man  die  Conslructioo  ancb  so  abändern,  dass 
man,  wie  in  Taf.  V.  Fig.  6. ,  etwa  nur  A^Oi  =  A^O  macht,  dann 
A^A^  in  ü  halbirt,  JfO|  siebt,  und  MS  =  li^Oi  macht,  wo  dann 
•S  der  gesuchte  Schwerpunkt  des  Vierecks  AiA^A^A^  ist.  So 
ladet  sich  die  Construction  u.  A.  in  „Elemente  der  Mccha* 
nik  und  Maschinenlehre  von  W.  Schräder.  Tbl.  I.  Malle. 
IH60.  S.  62  ".  «TO  aber  die  Darstellung  eine  ziemlich  oberflfich- 
liebe  ist,  indem  die  bei  dieser  Coostmctioo  notbwendig  an  neb* 


also: 


2F+  Fl  +  F,  =  y,  +  3^4  =  »»• 
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WB^iitm  BeradcsicbtlgangeB  nicht  mit  gehurtger  DentHdikeit  qqiI 
Scblrfe  bervorgeholMii  worden  sind,  nach  der  hier  Forzugswelce 
Intereesanten  Besiehnng  in  dem  Dreieck  00|  keine  iMnendnre 
Erwftbanng  getban  worden  let 

Wir  denken  uns  jetzt  ein  h«  liebigeb  rieck 

An, 

und  beielcbnen  deseen  InluK  durch  Jm,  die  CeordbiateD  a«ines 
Schwerpunkte  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  recbtwinkligee  Goordi* 
nateneystem  der  jry  durch  Xn,  F«.  Ziehen  wir  die  Diagonale 
AiAm^i9  90  erhalten  wir  dae  (ti — ])eck 

A^A^^^A^  ••••  Aw"! 

und  dae  Dreieck  An^iAnAi,  welclies  letztere  entweder  ausaer- 
halb  oder  inoerbatb  dee  erateren  liegt;  den  Flächeninhalt  diesen 
Dreiecke  beaeichnen  wir  durch 

D 

H-I,  fli,  1 

und  die  Coordinaten  aeinea  Schwerpunkte  durch 

ff— 1,  n,  1        n— 1,  ff,  I 

Liegt  das  Dreieck  Am-iA»Ai  auaaerbalb  dea  (ii^])ecka 

^ J 1      /Ij      ....  An—l f 

84)  hat  man  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  die  folgenden 
Gletehungen : 

liegt  dagegen  daa  Dreieck  Au-iAuAg  inoerhaib  des  (ji~l)ecks 

Ai  A^  A^  A^  •  •  • .  Am—t  9 

so  hiiUeu  wir  oach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  die  folgeaden 
Gleicilungen: 

Jm-lXn^%^JmXn-¥     D     .     X  , 

F»-i  =  J„  Fn+  D.Y; 


Digitized  by  Google 


nHä  der  Vielecke  üöerkaupt,  287 

oder: 

«—1,  n,  i       l,  H,  1 


1)  .  .  .  . 


wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt»  jenachdem 
das  Dreieck  Am^i^mAi,  desseo  Flächeninhalt 

D 

ist»  ausserhalb  oder  ifloerlialb  des  (n  ~  l)eci(s 

»«et. 

Der  KOrse  wegen  wollen  wir  jetzt : 

O.  8.  W.  U.  S«  W. 

■ 

and 

3)....     />*     =    ^»~i(3fi-*jr«)s=— ^11-1(^1— «a^) 
sdieii. 

WeoD  das  Dreieck  An-iAuAi  ausserhalb  des  (n  —  i^eck^ 

i^l  iif  A$  A^ .  • . .  An—\ 

Iii ,  i>4t  *)  mit  Beaiehuog  der  obereo  und  unleren  Zeichen 
aot  einander: 


*)  Hierbei  iit  überall  die  Abhandlung  Tbl.  XXXVIli.  Nr.  m  tu 
veigleicbca. 


Digitized  by  Google 


288         €  runer  t:  Deker  dm  Sekwerpunkt  da  Vierecke 
wenn  aber  das  Dreieck  An^iäpAi  innerhalb  des  (n— l)ccl» 


liegt,  ao  ist  mit  Besiebnng  der  oberen  und  unteren  Zechen  auf 
einander: 

n— l,  II,  l  n— 1,  m,  I 

also  ist  nach  I)  offenbar  in  völliger  AUgemeinheit: 


S.4. 

Die  vorstehenden  allgemeinen  Formeln  (^j.  ;i.  4))  wollen  wir 
zuerst  wieder  auf  das  Viereck  anweudeu.  Iii  diesem  Falle  ist 
n  —  i,  also  nach  §.  3.  2)  und  §.  3.  3): 

J^'^  *i(srs— 3%)— — yi(*4— «i) 

+  3:3(^/2—3/4)    —  ys(^«— -2^4) 
+^4(ys  -3/1)   — ^i)» 

+ «i  (y  i  —  ^s)    — (^1  —  ^s) 
+ ^«  (^r« — y  1 )   —  y  s    — ^1 ) . 

=  «iCyi— af4)=— y^(«i— «t) 

3»  4, 1 

+•^1  (.74 — ;/3)   —  yi  (^4  -  ^s)- 

Ferner  ist  nach  den  bekaunten  Formel [i  für  die  Coordinateo  des 
Schwerpunkts  des  Dreiecks  darch  die  Coordinaten  der  Ecken: 

X*  =  K^i      +  ^s)»  ^8  =  i(yi  +  yi  +  yt) 

und 

A  =i(a?»  +  a74  +  jri),  .  1"  =iCV8+y4  +  yl)• 
Also  ist  nach  }.  3.  4) : 
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+  (^1  —^4)  +  ^4(^3 — ^1)  +  (^4—^3)  \  (^3 + ^4  +  -^i). 
+  i    (yi  —  ^4}  +  •'^4(^3  -  y I )  +  ^1  Cy4  -  ys)  Uy3  +  y4  yi ) ; 

worios  «icb  mittelst  leieliter  Rechnung  die  folgenden  Formeln 
erteben: 

ly*(*4— -«t)  +  yi(*i --a:,)  +  ya(Jft— <a^4) +y4(*i--*i)*^4 

t*i(f4~3rt)    ««(yi— jfe)  +  *f(yi— y*)"*-  *4(yii— yi)i  »4 
—  1*1  (y4y4  —  yf  y«  +  yi  y4 — yiyi) 
+  i^z^yiyi  —  ysys  +  yiyi  — yiyi) 
+ *«»(sf^fi — ^4^4  +  yM  —yw^*) 

oder : 

iyi(*4-"*i)+y^(*i— *•)  +yi(*e— *4)  +y4(«»— ^»1)1-^4 
=  Jyi(«4-*i)(*4+*i+*i) 

+  i.y4(-'^3  — C-^»  +  -^i  +-*^4)» 

»*i  (f4-y^  +  «i(yi  — y»)  +  *i(ye— ^4) + «4(y^— yi)i  »4 
—  i*i(y4— yi)(y4+yi4-yt) 

+  iJ^«(yi  — ya)  (yt  4-  y3  +  v«) 

+  t^4(y3— yi)  (yi +yi  +y4) 

Diene  beiden  Fenneln  laesen  eich  ancb  auf  folgende  Art  dtr- 
■teilen : 

Tktil  XLU.  W 
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Sfsi)y4 

— ♦*»(yi-y4).vi 

—  i^4(y8— 

Nach  §.  1-  7)  müssen  die  Coordinaten  A,  F  des  üurchschDitt«- 
ponktes  der  Diagonalen  des  Vierecks  miUeist  der  beiden  fotgeo* 
den  dleichuDgeo  bestimint  werden : 

LSat  man  diese  Gleich uogen  auf  gewOheliche  Weise  auf,  so  er- 
hSIt 


,Vi(^4— *t)  +  3fa(«i  -«ii)-f  ^(«a— «4)+|f4(^'-*i) 

•^i  Cy4  -  3/2)  +  -1«  (^i  -  ^s)  +  ^1  (^2 — ^4)  h       — ^i) 

also  iai  nacli  dem  Obigen  offenbar:* 

felglich  nach  {.  1.  8): 

wie  es  sein  moas. 

Offeobar  ist  nach  Veratebendem  auch : 
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otier 


also,    vollstäodig  entwickelt  dargestellt: 

8) 

(jr,  —  jfg)  (jTgy^  -  y^:c^)  -  (.t^  —  ^4)  ( j:,  ya  -  yi  J's)  [  » 

—  jr,)  (yt— y«)  —       «4)(yi  -y«) 

!yi+yi  +  yi  +  y4  \ 
A.  (yi  — ys)  (^ay» — yt'U)  —  (ya —.74)  (^lya— yi^s)  J  ? 

wo  in  den  Zfihiern  und  Nennern  der  obigen  Ansdrücke  von  Ä,  ¥ 
die  Zeichen  umgekehrt  worden  sind. 


5. 

Nach  diesen  besonderen  Betrachtungen  Ober  den  Schwerpunkt 
des  Vierecks  wollen  wir  nun  noch,  unter  Voraussetsung  recht- 
«rinkliger  Coordinaten,  allgemeine  Formeln  ffir  die  Coordinateo 
des  Schwerpunkts  jedes  siecks  entwickeln,  za  denen  wir  mittelst 
der  Delationen  {,3.  4)  ohne  Schwierigkeit  gelangen  können.  Zu 
dem  Ende  wollen  wir  aber  xuvürderat  den  genannten  Relationen 
einen  etwas  veränderten  Ausdruck  geben.   Setzen  wir  nämlich: 

+  «s(yi  — y»)  +  yi(j?i  —  jp») 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 

+  ^«-1  (yn-* — y»)  +  yii-i  («»-2  -  xn) 

-f  ««(y—i — yi)  +yii(«ii-i — «1) 

ond 
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7) 

offenbar  aneb  uf  M* 

—  i^«  (y     ^  Y  . 

— iXj  ,*-rr  •=4,  so  ist: 

Nach     1.  7)  mflsscn  di-  ^         D'  .  X  , 
punktee  der  Diagonalen  (U    *  4.4»i  s,4,l 

den  Gleicbuogeo  bestimiu  ^        .   V  ; 

Z*"^  4V4  5,4,1 


LtfSt  mao  dieae  ^  r  I 
bSit  man:  »  » 

alao  iat  n-  »  ^ 


X    -t  •  +  yt  + 

I 


rolglich 


wie  c 


^  ö»^'"  M       4 tat  KcfaUioa: 


I 
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unä  der  Vielecke  überhaupt, 


0 


•7  / 


tt 


■ 


eon  man  y  fttr  a:  scbreibt;  folglich  nach  dem 

ö) 

+  4y4(«8^«i)  («« +*i 

1^4  =  h-^x  (^4— slii)  (y4  +^» 

welche  Ausdrücke  ganz  mit  den  in  $.  4.  gefundenen  Pormdn 
ilbereinetimmen. 

PCfr  ffr=5  ist  nach  3): 

4,5,1  4,5,1 


*)  Die  Richtigkeit  Hic<*t'f  Uoliiiion  crheJIu^  aut  der  Sttllo  wenn 
wan  die  Grösse  uuf  der  liukvu  ^citc  Aca  GieichhetUvoicheiic  uater  der  Form 

«cfcreibt. 
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n-'l,     1  11—1,11,1 


tro 


«—1, «,  1      II— 1,  fl,  I 


ist«  8o  küiiiieii  wir  die  Relationen  3.  4)  offenbar  auch  aaf  foU 
geode  Art  schreiben 

Betzen  wir  nuu  zuerst  wieder  »  =  4,  so  Ist: 

3,4,1  S,4,l 
3,4,1  3,4,1 

also  nach  1)  und 


V  >'4  =      \  +'^2  (//i  -i^a)  I  .  i(i^i  +  3^2  + 
'  +«8(3f!i-3ri)  ' 


^9) 


/  ^3(^1—^4) 


V  +^^1(^4-^5) 

iSuii  üudet  aijor.  nie  eine  leichte  Kecbuung  sogleich  zeigt« 
zuischcn  vier  Grüti«eu  a,  6,  c,  c/  iuimer  die  Relation: 
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nuä  der  V/eiecke  überhaupt.  '2S\6 

\)    («-6)(a  +  6  +  </)  +  (Ä-c)(6+i,  +  //)  +  (c-a)(c+«+<0=0 
2»taU*);  also  ist: 

+  (^8— arj  (a-j  +     +  x,)    ■  =0, 

{xi  —x^  {xi         j- arg)  \ 

also: 

dfi)  (arg    jeb  -t-^a^t)  +  (*i  — «4)  (*»  +  *4  i  «1) 
SS  (j^—jr«)  (ort +«4-1-«»); 

ihm]  efieu  SO,  wcDo  mau  y  iür  o:  schreibt;   fulglicb  iiacb  d«m 

5) 

Ja  A4  =  iyi  (*4  -  «t)  («4 + *f 't) 
•^4  ^4  =    i«i  (3f4— 3%)  (ys  +3fü  +3^1) 

— ys)  (yi  +ys  +  y«) 
+  i*4Cy»— ^1)  Cy» + yi  +  ^4) ; 

welche  Attsdrddce  gani  mit  deo  io  {.  4.  gefondeDen  Formeln 
dbereinstiiomeii. 

Für  II  =  3  ist  nach  3) : 

j/A4  =  J4*ji4+      .  X  , 

J.'  n  =  «^4  ^4  +  >  J 

•  )         ilicluii;  I« 1 1 1    (luit  i    iiul.iiion   erliellul   aiit   «ler  Su  lh  mcuh 
ittttn  die  Grü««e  uui  der  linken  Suite  i\vh  tileichheitssoichenc  oulcr  ctiT  t  ürm 
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al8o  nach  dem  Vorhergehenden: 


1^1  Cy*  -yi)  (y4 + y-i  yi) 
+  i^s  iyt—yd  (//« +  y4 + yi) 


C  a^4Cyi"-yö)9 
+  <  +  ^4(^4— .Vi)  r  •  i(y4  +     +  yi)- 

Nach  der  RelaCioii  4)  ist  aber: 

(«,— ar4)(^t+*4+*i)  7 

%  +  («4— *6)(«4  +  ^ft+*l)  ^=*0, 

(:ri— art)(ari+JtB+«4)  i 

+  (0:4— ^i)(j:4  + 3:1+^4)  3 

aUo: 

(«4  —  a:*)  (0:4  +  «a  +  J^i )  +  ( J^ft — <a?4)  (^4  +     +  ^1 ) 

(^4  —  0*1)  (5*3  +  .r,  -f-       +  (.Ti  —  ^5)  (:r4  +  0:4  f  arg) 
=  (j:* --;r4)  (0:4  +  .4:4  +  «4) ; 

ond  eben  ao,  wenn  man  y  fttr  «  aetat;  folglich  nach  dem  Obigen: 

6) 

+  te4(*t— «»X^a +^»+^4) 
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+  i^aCy»— y4)(//«+y4+y3) 

Kur  ff=s6  ist  nach  3): 


also  nach  dem  Voihcrgehenilen : 


<  +  *«8(yi— y4)(y«+y«+Ä) 

i  +i*4(yt-.v»)(3ri  +  y«+y4) 

«  +     (y4 — i/i  J     I  yi  +  2/0) 

i  *4(yi  — yo)  ) 
'  -f- (y« — y»)  7 


+  ly«  (*i  —  *3)  (^^1  +  *3  +  -^2) 


Nach  der  Relation  4)  Ut  aber: 


(»1—0:4)  (J?i  + 0:4  + äfft) 

+  (*4  —  *6)  (*4  +  *0  +  *ft) 


also 
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also  nach  dem  Vorbergehtiiden:  t^^iU 

Nacb  der  Relation  4)  K  '•^Ä**»> 


^  _^  »«^«4vr  i>fh«<i  kann,  unlerliegJ 


5 


also:  •'-^^i 


unil  ebet 
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und  der  Vielecke  üöei  haupt.  207 

von  n  auf  n  -|>  1  lelehC  beweisen  kann, 
»führt  au  werden  braacbt.  Fflr 

*^  TAX  setzen. 

in  1)  und  8): 

a(yi*-yt><yi+3f»+art) 

i-^^a  {3l<i  — yi)  (*Ä  +  .Vi  +  31^) ; 

<lie  ailgenieineii  Formeln  5)  selbst  noch  fClr  das 

n, 

*rm,  welche  ich  den  allizcnieiixMi  F^irmoln  8)  pegeben 
terscheidet  sich  von  der  Forn>,   wclrh«:'  man  *vohl  sonst 
mein  ffir  Hen  Schwerpunkt  ciru's  beliebigen  \  ielcrks  gege- 
it*);   ich  halte  aber  die  von  mir  ol)cn  pevxiifilte  Form  für 
iM.quem.ste  zum  Behufe  der  l^eclinung.    Jedoch  habe  ich  nicht 
[•t^ichiich   deshalb  diese  Entnickeiungen  hier  mitgetheilt, 
ndern  hauptsächlich  der  von  mir  gegebenen  Beweise  wegen, 
^eil  dieselben  nach  meiner  Meinung  meistens  nicht  mit  erfordere 
lieber  Strenge  und  Evidenz  geführt  werden. 

i>ie  Nenner  /»'  von  Än,  y%  werden  nach  1)  auf  folgende 
Art  gebildet: 

(o?» — «i)  und         o-i  {ifn—yt) 

+  3üi(*i  — «•)  +  ^(Sfi  — y») 

+  y4(a^8— ^5)  +^4(^8-^») 

n.  8.  w.  o.  s.  w. 

+  y«fei-i'-^)  +  *ii(3f«-»— fi)» 

*)^  «.  I.B.  Mathematische  Tabellen,  Porneto  a«fl.w. 
'»>H.  Herlser.  Berlin.  1864«  S.  WS.   Nr.  16«. 

90* 
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(.r4  -  ar, )  +3:5) + -  jr^)  ) = {x^  ^x^)  (.r4+.r« ; 

uiui  eben  so,  wenn  man     för    setzt ;  folglich  nach  dem  Obigen : 

7) 

+  4y«  («i  — «3)  («I  +ar8  + 
+  Iif4(^i— ^»)(*8+^»+ar«) 

+  (V'i—yd  ivi  y  !h  +  z/3) 
+ 1-^4  (.78  -^d)(y»  +  y»  +^4) 
+ 4*5  (y4— ye)  öf4 + 

Wie  man  anf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kamt,  unterliegt 
nicht  dem  geringsten  Zweifel.   Allgemein  ist: 

8) 

Jn"  Xn  —  Urn  —  .Tj)  (ü  „  f  .r^  -|  .T, ) 

U.  8.  W. 

+       (.Vi  — y»)  (yi  +^3 

+  i*4(y»— ^^4)  (^»+^^4+^4) 

U.  0. 

+  |«)i-s(Sffi-s  — Sto-i)  -l-yb-Ji) 
+  lafn-i  Öf«-t  -  y  n)  (y  «-2  +  y«  +  y»-^) 
+  i««  (yn-i  -  yi)  (yii-i + yi  +y«) ; 
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wie  ntn  liarch  den  Scblo««  von  n  auf  n  -|>  l  leicht  lieweisea  kann» 
iras  aber  liier  nicht  weiter  ansi^elütirt  su  werden  bravcbt.  F8r 
Jm  nnA  Jn"  bat  man  die  Aaadrficice  1)  lu  setsen. 

F0r  »  =  3  erhält  man  au«  den  FormeJn  1)  und  ö): 

+  —  ^3)  (^1  +  ^3  +  ^2) 

=  i J^i  (ys  -  y«)  (ya  4  y-i  +  »/i ) 
+  iJ^(yi  — ya)  (^i  f  y3  >  y«) 
+  l«t(yk— yi)(yt +  yi  +yi)i 

=  i(jr,  i  j-,  +  ^j),      F3  =  Uyi  +  y«  +  yj) ; 

80  fltca  also  die  allgemeiDen  Formeln  5}  aetbat  noch  iBr  daa 
Dreieck  gelten. 

Die  KoriQ,  welche  ich  den  allgemeinen  Formeln  8)  gegeben 
labe,  nntcracheidet  eich  von  der  Form,  welche  man  wolil  aonat 
den  Formeln  Air  den  Scbwerponlct  einea  beliebigen  Tielecka  gege* 
ben  hat  *) ;  ich  halte  alMr  die  von  mir  oben  gewghlte  Form  ftSr 
die  beqnamate  snm  Bebufe  der  Rechnung.  Jedoch  habe  ich  nicht 
btoptalchlich  deahalb  dieae  Entwickelungen  hier  mitgethell^ 
•ooderp  baupta&chtich  der  von  mir  gegebenen  Beweiae  wegen» 
weil  dieaeliien  nach  meiner  Meinung  meiatena  nicht  mit  erforder- 
licher Strenge  and  Evideoa  gefUhrt  werden. 

Die  Nenner  Jm",  Jn  von  Xm,  Yn  werden  nach  1)  auf  folgende 
Art  gebildet  i 

jPt  is» — Jp,)  und         jTj  (y»— j!^) 

+  yt(^i— a**)  +«k(yi— f«) 

-f  y4(^8— -f  •'^4(y»-y») 


M.  ■.  t.  B.  Metbenatiacb«  T»bell«B,  Formeln  n«e.w. 
von  n.  Her  teer.  Berlia.  1864«  8^  M.   ffr.  !«*• 
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die  enUpr^f^henden  Zähler  erhält  man,  ttenn  ratifi  die  ein- 
Mhen  Glieder  der  Tertteilettden  Nenttef  eech  der  Reibe  ttiC 

a?»  +  ar,  +  dfj ,  und         yn  \  y%  V  yi , 

e.  s.  fr.  «•  «•  w. 

multiplicirt;  die  auf  dieae  Art  erhaltenen  ßrUcbe  aber  snlefat 

noch  durch  3  dividirt. 

bei  der  Berechnung  von  A«,  uwd  n^itürlich  eben  so  bei  der 
Berechnung  von  Yn,  verföhrt  man  am  Beöteu  «ach  folgeodem 
Rechnunga  -  Schema : 

■ 

itn»    SBi,    X%,  «Ph— 9«  d?a— S»    9m— l 

X2,  ^4»   ^n-Ii     ^n^  SCi 

9%»         *,**f  Xn^x, 

wetaaa  nan  dorcb  Subtraetion  vnd  Addition,  ntiter  Beiffigung  der 
Reibe  der  y  aegleicb  die  folgenden  Leihen  ableitet: 

ifi*        ifa>  y*'  

Werani  naii  den*  defch  Multiplicatioti  der  gleichstelligen  Glieder 
der  ernten  and  drittes  Reibe  und  aller  drei  Reiben  leicht  Nett* 
ner  vnd  Z&hler  der  geaaebten  BrOcbe  ableitet«  worauf  man  noch 
durch  3  divi^iren  muaa,  um  Xm  aelbst  au  erhalten. 

An  merk  «ag.  Daia  die  bier  ortprOnglicb  nur  für  reehtwinklig«  Coor- 
dinatott  beiwiesttMi  F«kttdti  auch  gani  «UgsiBein  far  jedes  beliebige  schief- 
winkh'ge  CoordJneteoejftem  gelten,  ift  mittelst  der  bekannten  elalaeben  Formehi 
der  Coordinatenverwaadtamg  in  der  Ebene  leicht  neebsaweiiea,  was  dem  Leaer 
aberlaaaen  bleiben  mag. 


Als  Nachtrag  zu  diesem  Aufsätze  theilo  ich  in  der  folgeiulen 
Abhandlung  noch  einige  einfache  Conetriictionen  des  Schuerpunlrts 
des  Vierecks  mit,  die  ich  von  einem  raein  er  liebateo  Zuhörer« 
Herrn  Eiideraaun  aud  der  Lausitz,  erhalten  habe. 
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%XJLM. 

Bioige  CanstructMMieii  des  Schwerpunkts  des  Visiecks. 

Herrn  Endemann, 
l^u^kfuinm  äpr  lUiheiMtik  i«  ti  r  e  i    w  a  1  d. 


Aufgabe. 

ici  MwcfpiilLt  ebic«  flcrecfcf  «p  cmtnlKi* 

Er^to  ConstruQtion, 

Mm  siehe  cKe  beiden  DiagonalM  d«t  Viereck«»  haibire  die- 
tetben,  verbinde  dieec  HalbiruaKsponktc  dorcb  eine  gerade  Linie 
mai  4iielle  dieae  Verbindungslinie  in  drei  gleiclie  Theiie.  Dardl 
jerfen  der  beiden  Theilpunicte  siehe  man  eine  Paralleie  su  der 
üm  niebt  caaichst  liegenden  Diagonale  des  Vierecks  (der  Durcb- 
•cknlllfipuHkt  dieser  beiden  Linien  ict  der  tfebirer- 
M«kt  den  ViereelL«. 

Beweis.    Ks  seien  O,  und         (Taf.  V.  Fig. 7.)  die  Hallii 
rungspurilcte  der  Din^onaien  Oh  und  A(^,   und  die  Linie  O^O^ 
sei  durch  a  um\  It  in  drei  i^leicbe  Theiie  getbedu 

mhftU  eiob: 

Da  nun  Sb  parallel  su  DB  gezogen  int,  so  wird  sich  auch 

▼erhalten,  d.  h.  .S|  uiul  iS,  sind  die  Schwei ptuikto  der  I>reiprl(© 
AUC  uud  AÜC,  in  welche  das  Viereck  AUCD  durch  die  Dja- 
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goiiale  AC  zerlegt  ist.  Die  Linie  bS  geht  also  durch  die  Schwer- 
punkte der  beiden  Dreiecke;  auf  ihr  muss  folglich  der  Schvret« 
punkt  des  ganten  Vierecks  Ites^en.  Aehnlich  lässt  sich  zeigeD» 
dass  der  Schwerpunkt  des  Vierecks  auch  auf  der  Linie  aS  lie- 
gen muss;  er  kann  also  nur  im  Durcbschuitt  der  beiden  Linien 
aS  and  bS,  d.  h.  im  Punkte  ^  liegen. 

w 

Zweite  Construction. 

Man  kann  die  vorbergehende  Censtructien  auSh  in  folgender 
Weise  abSndcm: 

Man  balbire  in  TaC  V.  Fig.S.  wieder  die  Diagonalen  AC  ond 
BD  in  and  Oi,  und  nenne  den  Durebecbnittepnnkt  beider 
Diagonalen  O.  Dann  theile  man  OOg  and  OO9  in  drei  gleiche 
Tbeile  und  siebe  darch  die  dem  Of  und  0^  anllegeedea  Tbeil« 
punkte  Parallelen  su  den  Diagonalen»  so  ist  der  Durcbschnitte- 
punkt  dieser  Parallelen  der  Scbwerpunkt  des  gansen 
VIereeks. 

Dei  Beweis  ist  aus  dem  Vorigen  von  selbst  ersicbtlicb. 

■ 

Dritte  Construction. 

Durch  Ol  und  (Taf.  V.  Fig.  ü.)  ziehe  man  Parallelen  su 
den  Diagonalen  AC  und  BO,  welche  sich  in  O3  schneiden,  eo 
haben  wir  das  Parallelogramm  00^0^0^.  Man  ziehe  in  diesem 
Pnralleiogramm  die  Diagonale  00%,  theile  sie  io  drei  gleiche 
Tbeile,  so  ist  der  Theilpunkt,  welcher  dem  Punkte  €^ 
am  nächsten  liegt,  der  Schwerpunkt  des  Vierecks. 
Beweis  ebenfalls  klar.  Es  verhält  sich  ja  Oc.OO^—  OS-.OO^ 
SS  2:3,  d.  h.  iS  liegt  auf  dem  aweiten  Theilpmikte  der  Linie  OÜ^. 

Vierte  Construction. 

Man  siebt  leicht  ein,  dass  der  Schwerpunkt  des  gao- 
zeo  Vierecks  mit  dem  Schwerpunkte  des  Dreiecks 
0|0,0b  (Taf.  V.  Fig.  10.)  susammenfftllt.  Dies  iSsst  sich  auch 
aoalyUsch  leicht  nachweisen. 

S^ien  die  Coordinaten  von 

A      B       C      D  O 

'  xy  *y  x^y"  jr^jT  xr, 

so  sind  die  Coordinaten 
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von  O,:   \{x'^jr)  und  ^y+^O» 

«od 

von  O,:        +  +  und  1(3^+^+^*'+^'')-^'. 

Bekanntlich  sind  nun  die  Coordinaten  de«  Schwerpunktes  eioM 
Dreieck«,  deeeeo  Spitsen  die  Coordioaten  o^yS  ai'y*,  jr*;y*  babeii, 
felgende : 

♦(«'+^4«^  und  + 

Es  sind  al8o  die  Coordinaten  dea  ^Schwerpunkte«  uDaerea  Drei- 
eck« OiOfOf  folgende; 

H«-i-*'+«*+*-'-;r)  and  i(y+y+y*+3r-n. 

welches  nach  der  vorhergehenden  Abhandlung  auch  sogleich  die 
Coordioeten  de«  Schwerpunkte«  de«  Viereck«  «ind. 


laam. 

Losung  einer  Aufgabe  der  Yariations  -  Rechnung. 

Von 

Herrn  Sim^n  Spii%€rf 

«MMrerrfendichcni  Prafettor  der  höheren  Mnihenallk  am  k.  k.  pely« 

leehnitchen  Inelltnte  an  Wien. 


Man  eott  jene  Linie  von  gegebener  Lfinge  bestimmen,  welche 
durch  A  und  B  (Tal.  V.  Pig.  4.)  geht,  und  wot^elbst  die  Fläche, 
welche  begrenzt  iat  durch  diese  Linie,  durch  die  beiden  Ordina- 
ten  der  Punkte  A  und  B  und  durch  die  Ab«a««eii«ze«  ein  Mezi- 
BOfli  oder  MiDimuai  wird. 

Ee  Ut  also,  fveoo  »an  die  Fticbe  ABtA  nlt  /*•  die  Liage 
AB  mit  f  und  die  Aliadaeaa  der  lieldea  Pankte  Ä  nad  B  mit 
Xf  aad  baielehaet: 
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(j)  F= y* ' 


und 


(i)  #  =  /  vi+y-tfa? 


und  nun  »oll  y  so  als  Function  von  a  bestimmt  werden,  aul 
dass  F  ein  MaKiumii  ©der  Miaimmii  wird,  wÄhrcnU  sugleich  i 
cooatant  bleibt. 

AttflSaong.    Nach  den  bekannten  Regeln  der  Variation« 
Rechnung  hat  man  jenen  Werth  Fon  y  in  auchen,  für  welcben 
daa  Integral 

(3)  l/asy '*  (y4-AV\+y*)^ 

ein  Mazimiim  oder  Minintim  wird»  hiehei  unter  k  eine  conatantc 
Zahl  verstanden.  Wire 


woselbst  y  eine  Function  von  ar,  //.  y\  y" ,  ist,  so  hätte 
ff  aus  folgender  Differentialgleichuitg  xu  eiuiiUeln : 

Für  den  vorU^genden  Fall  ist: 

(4)  F=ry+ilVT4yV 

folglich 


(6) 


tlV 


und  somit  die  anfsaiftBende  Differential -Gleiehnn^ 

(0)  .  ......  '-Stv  i  +yM^''' 


Inte^rirt  man  selbe,  so  erhilt  man: 
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ODter  tt  eine  willkürliche  Constante  verstanden.   Uieraos  folgt: 

uod  integrirt  mau  diese  Gleichung  abermals»  so  erhlllf  itian: 

(9)  y=:--VAt-(*-«)«  +  /5, 

woselbst  ß  wieder  eine  willkOrliche  Constante  vorstelli  Diese 
tiielchmig  iSsst  sich  aucli  so  schreibt n : 

(10)  («-«)« +  = 

und  ist  bekanntlich  die  Gleichung  des  Kreises. 

Die  Linie  AB  moss  somit  eine  Kreislinie  sein»  ß  onil  X 
wefden  durch  die  Bedhtgungeo  bestimmt»  dass  die  genannte  Linie 
darch  A  und  B  geben  und  eine  bestimmte  Linge  haben  soll. 


!)leil>t  Hri8  noch  äbri{^,  genauer  m  ermitteln  ,  oh  und  unter 
welchen  Umstanden  diese  liösung  >v}rlclich  zu  einem  Maximum 
oder  Minimum  fuhrt.   Setzen  wir  demnach  in  (1)  und  (2)  statt  ^ 

jfi-iif;  femer  statt  y  v'^'J^*         S*^^  lAfAe 

AB  zu  einer  anderen  Linie  über,  welche  äusserst  weiii^  von  der 
AB  verschieden  ist,  dieselbe  Länge  hat  und  auch  durch  die  Punkte 
A  und  B  ß;eht,  so  muss.  wenn  man  das  Resultat  der  Substitation 
in  (1)  und  (2)  mit  ^^4^^  Und  t -f  bexeicbnet, 

F+dF=  y*''  i$^i$f)dx,  »k^i^-f'^^lHw'V^Ydx 

seis.  Die  erste  dieser  Gleichungen  geht  fiber  in: 

(U)  öt  ^J"'*  d^dai 

«ntwtekelt  nmii  eedune  die  xweite  Gleichung  in  eine  Reihe,  so 

erhält  man,  wenn  man  der  Kürze  halber         mit  bezeichnet, 

hl  oM  MÜtJ**'  V  I  +  ^'*dx  ist  und  vermöge  der  Veraus- 
Übung  gleich  Null  sein  soll,  so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung: 
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Man  bat  demnach,  wmn  nan  diaM  Gleicbmig  mit  l  oiultiplicirt 
ond  ra  (II)  addirts 

(13) 

Üas  erste  dieser  Integrale  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  gleich  Null. 

Denn  es  ist  verniGge  der  Gleichueg  (7):  r^x-^a^  folg* 

Vi  I  y  * 

lieh  ist  der  erste  l'heil  von       von  folgender  (>estalt: 


/ 


Behaiulelt  man  den  zweiten  Theil  dieses  Ausdruckes  mittelst  der 
Methode  des  theilneisen  Integrirens,  «o  hat  man: 

Nun  ist  (ar  — f/)r5//  Null,  sowohl  för  x  =  Xi,  als  auch  für  x  = 
weW  A   lind       auch   Punkte  der  gefinderten  Linie  8ind,  somit 
versc}n\ indct      sowohl  für  x  =  Xi,  als  auch  fOr  x^.x^t  folglich 
hat  muii: 


Nun  folgt  aus  (10): 

folglich  ut:  f'  (k-»'(^)' 

Dieser  Ausdruck  bleibt  stets  positiv,  wenn  y  —  /3  innerhalb  der 
Integrations- Grenzen  stets  ^msltiv  bleibt,  und  bleibt  stets  negativ*, 
wenn  y  —  ß  innerhalb  der  Integratioiis- (jren/cii  stets  negativ  bleibt. 

Sucht  MKin  diess  j^eometri/scfi  zu  deuten,  so  findet  man,  das?, 
soll  ein  Maximum  sein,  der  Mittelpunkt  des  Kreises  tiefer  als  alle 
Punkte  des  Kreishof^ens  AH  liegen  müsse,  und  scdl  ein  IMinimun» 
sein,  so  muss  der  Mittelpunkt  des  Kreises  höher  liegen  als  alle 
Punkte  des  Kffisbofjens  AB. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  ein  Maximum  oder  Minimum  auch 
dann  sein  kann,  wenn  einer  oder  beide  Punkte        ü  mit  dem 

Mittelpunkte  gleiche  Höhe  haben. 
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Anweudung  der  Sekanten  zur  Aufiiadung  der  Sinus, 
Tangenten  und  Bogen  kleiner  Winkel  ana  Tafeln  von 

fünf  Stellen. 

Von 

Mcirn  (iiafen       v.  Pfeil 
auf  Hn Ilsdorf  hei  Neurode  in  Schleeien. 

J.  I. 

Ketrachtet  man  die  fricjnnonw  trlschen  Logaritfimen  einer  fflnf- 
stelligeo  Tafel  (z.  H.  de  \  :\  I.ande's  Tafeln,  fi  e  r  a  usgegeben 
von  Kühl  er,  Ijcipzig  bei  Karl  Tau  c  b  n  i  f /. ) .  nie  diese  Loga- 
rithmen von  Minute  zu  IMiniite  verzeichnet  sind,  so  findet  man, 
Hass  bei  klein f"n  Winkeln  die  Differenzen  sehr  ijrnss  werden  nnd 
ein  AufTinden  der  Lognrifhmen  für  Bruchtbeiie  der  iSIinuten  aus 
diesen  Differenzen  ungenau  raaehon.  So  würde  z,  B.  bei  einem 
kalben  Grade  aue  den  Tafeln  gefunden  werden: 

Diff.  für  30"  =  712 
Iogsin30'3(r  =  7/J471)6 

iribreod  richtiger  log  ein  30^30*=:  7,94802  iet 

Je  kleiner  der  Winkel,  um  so  grSeeer  wtfrde  der  erhaltene 
Fehler  nein.  Eret  bei  betrSgt  der  Fehler,  welcher  durch 

Anwendung  der  Minutendifferens  entsteht,  weniger  als  eine  halbe 
Einheit  der  Ainften  Zifer,  denn  es  ist: 

logtang]''45'  =  8,4860505 

logtangF44'  =s  8,4808920 

D  fT  :=  41585^ 

Halbe  Diff  =  2071)2.5 
log tang  1044'  -|-  halbe  üiff.  =  8,4829712,9 
logtangl^^dd'aO*  =  8,4829762 
Fehler  40,5 

*>  ISenaner  49,6. 
Thcil  XLn.  91 
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Ist  die  Zahl  der  Sekunden  nahe  an  der  Tollen  Miinilc,  sowM 

der  durch  Anvveruiutig  der  Differenzen  zu  begehende  Fehler  kW' 
ner.  So  fällt  dieser  I  thler  für  10"  und  50"  schon  bei  tBtW 
eine  halbe  Einheit  der  fünften  Ziffer. 

$.  2. 

Bei  Sehl   kl(  ineri  Winkeln  sind  die  Sinus»   Tangenten  ond 
Bogen  einander  gleich,    üei  grösseren  Winkeln  liegen  die  Hoger» 
zwischen  den  Sinns  und  Tanijpnfen,  und  zwnr  findet  t)ti  Win 
kein,  «reiche  wenige  Grade  nicht  übersteigen,  folgendes  Gesetz  statt: 
Die  logarithmiscbe  Differenz  des  Bogens  and 
Sinus  ist  halb  so  gross  als  die  iogaritbmiscbe 
Differenz  der  Tangente  und  des  Bogens,  und 
ein  Drittheil  so  gross,  als  die  I ogarithniische 
Differenz  der  Tangente  und  des  Sinus;  wpUbe 
Letztere  gleich  ist  der  logaritbmischen  deca- 
dischrn  ErgftDsulig  des  Cosinus,  also  gleich  den 
Logaritbmns  der  Sekante. 
In  Formeln  ansgedrflekt  lautet  das  Gesels: 

logarcx — log  sin =  ^.(lojTtanjr  .r  —  logarc x) 

=s  i*(iogtangx  —  log  sind;) 

 logcosc 

3 

logsecj? 

  3 

*)  DicKe  \vicliligcn  Formeln  finden  sich  wahrscheinlich  sueril  io 
MaHkelynes  Einteitnng  zn  Taylor'«  Ing^arithmisrhen  TafrlD' 
de«  letzteren  Trensnry  of  thc  ^1  a  t  tt  rin  ati  c« ,  und  werden  dahrr  die 
M  « s k  f  t  y  n  ' sch en  U  e g- 1- 1  n  g^cpHniil.  (J.  H.  T.  M  n  II  t; r  in  »f  in» m  Hand- 
buch der  Trigononie  tr  i  c,  Halle  1852.  S.  1 70.  des  Anhiings. »  VergJ- 
auch  Hefisen  TierstcIIige  Luguriihiuen  S.  XI.  a.  f. ,  wo  diese  For- 
meln unter  dem  iSaiuen  der  31  aii  k  c  I  ^  n  '  sehen  RegelnBn  ^eführl  werden. 

Jene  Bezeichnung  Ist  auch  in  Frankreich  bekannt.  In  den  Noovsl- 
lea  Annalea  de  Mathematlqnoa  Bd«  17.  S.  19.  des  Aohaagt  (Bnl- 
lelin  de  bibliogroph ie  ele.)  hei««t  es  bei  Gelegenheit  elser  Bew 
tiOB  der  •eehactelligen  Tafeis  von  Brem  Ibers 

Pont  les  arct  plus  grandt  (grosser  als  5  MioaCon)  Joiqn'i  «* 
degrt  euviron,  on  eorrfge  eetie  Tslenr  (den  Logarilhniaa  des  BagiHT 
aosgodriickt  in  Thailen  des  Radius)  an  mojen  de  la  fsnnnle  de  M atft«' 
Ijoe : 

"  •   ^ 

sin^r  =5^T  eo«4P,   tang^=  , 

V  eea*dr 
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Es  lässt  8irfi  mit  Hüffe  dieses  Gesr  ixes,  sobald  der  Winkel 
eine  iiewisse  (Grösse  nicht  übersteigt,  der  Logarithmus  des  Bohrens 
jeder/pit  aut*  dem  Logarithmus  des  Sinus  oder  der  Tangente,  vod 
auä  dem  Logarithnius  des  Tot^imis  finden,  indem  mae  deaaeo 
decadische  Ergänzung  rnmmt  und  ein  Ürittbeil  davon  zum  Loga> 
ritbmus  des  JSiniis  addirt,  oder  af»er  zwei  DritftbeiJe  davoD  TOID 
Logaritbmua  der  Taogeote  abzieht  iat: 

log8in2o6'  s8,5e(399M 

^^  =  0.0000972,6 

logarc2"6'  =  8,5640967. 

Deagieicben : 

logtang206^  =  8.561*2912 

-2.=!^=  1946.2 

Iogarc2«6'  =  8^5640967. 
ßbeaao  direct  gefaodeD: 

log  arcl"  =  4,6855749 

log  7560"  r-^3.8785218 
  log  arc  2^6'  =  b.664(>y67. 

In  deinaclbeo  Journal  T.  15.  «af  S*  106.  weiien  dieLogarithmir 
Übte«  CO  «even  plaee»  of  «iecimca  by  Rebert  ShorCredn, 
C4inburg  beaprochen,  irnd  twar  heltat  e«  unter  Andam: 

Ponr  le  premler  degr^,  on  lee  differeacea  Tarient  ■enaiblement  d'ane 
■ecoB^e  k  ta  «nlTanle»  ranteor  •«  terl  4*nn  eoefllcfenft  ponr  corrigar  le« 
Mwadet  dilfereacee,  oa  biea  «ncore  de  eea  deus  fonnule«  de  Matke- 
lyne: 

logsinX  =  logain  \"  -\-  Xnf^x"  —  l  Ing-iecJ?, 
log  Ungarn  lag  taagl''  -f  tog^  -f  flogaecX, 

a  ^tant  nn  Ud%  petit  arc. 

In  den  dcntarhen  Tafeln,  in  denen  die  Formeln  Torlcommen ,  c.  B« 
in  den  Tafeln  von  Stnnipfor,  vierte  Aull.,  1659,  eo  wie  in  den  An- 

fnatarhen,   werden  sie  ohne  Xamen  an^rcgeben. 

Trli  verd.'inkc  die  vori^lclienden  Nnii/cii  c!('r  Güte  de»  Herrn  Profes- 
sor Dr.  (« e  n  t  in  Tncgnitr.  Rcincrkt  sei  \\v\  dli-Kfr  Gelegtnhpit.  dnas 
die  lienntznn^  der  gednrfitin  Fopnicla  l»r  iiichrsttlli<;e  Logariilijuen 
Wohl  weniger  von  Redfiilung  iüt,  ul«  fnr  fünf-  und  vicrhlelligc.  Auch 
•Aeinl  die  \i\n  iirir  vorgeKchlH^ene  Art  der  Anwendung  etwas  nbwei- 
dictd,  da  ich  die  Elemente  log  «in  l"  (=l<»KtHng  l'')  und  \o^x"  gar 
>Mbt  benntie,  arle  dieeea  nna  der  folgenden  Darstellung  hervorgehen  wird. 

Die  Maaiteljn'achea  Regeln  reichen  nbrigena  um  «ehr  ▼lelaa 
Weiter  ntt  la  den  obigen  Citaten  angenommen  vird.   (Vergl.  §.6.) 

21* 
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Die  Richtigkeit  des  vorstehenden  GeaeUes  erhellt  aus  fol 
gendeo  Grüoden. 

S«ttt  man  (iii.ii.  nachstehende  Figur): 


in  einem  Kreise  den  Halbmeuer  AC^  a,  die  AbeciMe  Ctfss«, 
die  Ordinate  BM^^,  den  Winliel  ACB^x  und  den  Begee 

AB—Z,  so  erhält  man  aus  der  Gleichung  für  den  Kreie  3f=  STifl^, 
Venn  mau  dieselbe  differeozirt; 

2jy=  — cap(a*-i7*)-4 

und 

Snhstitnirt  man  den  Werth  iHr  dy*  in  die  allgemeine  Gleicbmig 
ffir  die  Rectificatloii  Itrommer  Linien  mit  senktecbten  Ordtaiileii: 

so  erhält  roant 

dl  =  adv  (a*  —  tJ^)~A, 

und  wenn  man  den  Werth  (a* — o*)~i  in  einer  Reihe  entwicklH 
und  den  Ausdruclc  integrirt,  so  erglebt  eich: 

_      l.p»      L3e*   .   l.a.gey  , 
'  -  *  +  2 . 3««  +  *2.4.6a«  +  3.4.6.7«i« +  — 

Diese  Entfvickelung  findet  sich  in  den  bezfiglicben  LebrbücherD. 

Setzt  man  in  der  verstehenden  Reibe  den  Halbmesser  «sl  und 

BE 

v=^CM=^BE=-g^.BC=^Biojc,a=:8lna:,  endlich  z^mcs,  so  ist* 
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sin'x     3610  *jr    3.5  sin ^jr 
arc*  =  8.o^+-2^+  2.4.6.7  +  " 

iii«f«tt8  folgt: 

feg  .     sin*x    3«in*r     3.5sin*x  , 

Bio«     '  +  2X  +  274.5  *^  2.4.6.7  ""^  * - 

Es  sei  der  Winkel  x  so  klein,  dass  neben  der  zweiten  Potenz 
von  sino:  mit  ihrem  CoefBzienten  die  vierte  und  die  tolgenden 
Poteuzeo  mit  ihren  Coeffizienten  för  die  Rechnung  keine  Bedeu> 
tung  mehr  haben.   Alsdann  wird: 

2.T 

and 


UinJ  + "4:5- +5727='  + 


sin'jf 

weil  die  folgenilen  Glieder  verecbwindeD. 

Ebenso  wird  der  Werth 

toagdp_   1    I 

eia4P  ""ooe*^  V  1  ->«in*ir 

 1   1 

.    eio*^    ein^jr    3«iii6«          ,  alii*;r' 
^  9  5X""Ti:8"-'-    '  5- 


weil  dia  übrigen  Glieder  der  Reibe  vergeh fiioden,  und  auch 


aus  denaelben  Grunde. 
Da  nun 


«in'jr  j  ^   tanpj:     ^  ,  sin'j: 


+  "-^  oiid  euch    .;.r~==i  + 


iet »  ee  folgt  aoeh : 

(arcx\'      tancx  1 
—  )  =         =   =eecjt 

waA  endlleb: 

3.(logarcx  —  logaioj;)  =  iogtang  j;  ~  logsin^ 
SS  —  log  coo  jr  s  logaee«. 


r 
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§.  3. 

Die  Richtigkeit  des  vorstehenden  Gesetze' 
genden  Gründen.  r^- 

Setzt  man  (m.  s.  nachstehende  Figur):  ^^^^j 

'6  si^ 


in  einem  Kreise  den  Hp 
die  Ordinate  BM-=^y 

AB  — Ii  so  erhält  man 
Wenn  man  dieselbe 


•C-  ••••  f 

\  T*  arc  »T  -|- 


-'s 


S 

f. 
i 


.er  der 
jn  Functio- 


1  Theilen  des  Radius  ausgedrückt) 
ren  Potenzen  von  arc*  ab  vernach- 


und 


.CJ-  — Rin.T=  Jarc'j-, 
fangj:  —  arcar  =  ?arc'.r, 
tanga^  — sina:  =  iarc\r, 


Substituir^ 

für  die  Recti       ivrrhäitniss  nie  1:2:3. 

^  »venn  man  von  diesen  Gleichungen  die  ersteren 
V  .r  dividirt : 

so  erhält 

/*iMJ^  I       9         ,  tanffj- 
-=!arr«j^  und  -I=4arc«j: 
i   jrr.r  arca:  ^ 

und 
und 

^  =  l->re«a:  und  — =1  fiarc«a^. 
$rcs  arca: 

chlässigung  der  vierten  Potenzen  von  arcx  wird  aber; 

I  — .'arc«a:  =  (1  — »arc«a-)*  =  co8*x. 


I  fiarc«ar  =  (I  — «arc*)-l  r=:  cos-»x. 


V 
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I 

^  *=cos^  und   sscob—ix$ 


9 

ebentalU  wie  1:2:3. 


trii^ononietrischen  Functionen  lassen 
.»tiche  Reiben  ausdrücken: 

-  log  arca;  —    arc    —      arc^'o;  —  ,„•, 
^oBa  Ä  —  ^  arc'o? — arc  *a:  —  

logtangjpsslogarcd?  +    arc»*  +  7^»  rc  + 

rto  (Jen  Modul  des  betreffenden  logarithniischen  Systems  he- 
xficiinet  Mao  bat  also  hierbei »  unter  Vernacblftssiguog  von  arc^;ir: 

logarc^r  —  log  sin  j;  =  ^  afc^x$ 

logtaog*  —  logarc^r  s=  ^  arc*j?, 

logtang j:  —  logain    =  ^  arc*;r, 
nd  soniit  Rlr  kleine  Winkel  «rieder  das  Verhiiltniss  wie  1:2:3. 


Das  in  }.  3.  entwickelte  Gesetz  gilt  nicht  nur  für  die  durt  vor- 
Uitgesetzte  Grosse  des  Winkels,  sondern  es  reicbt  noch  etwas 
weiter,  so  weit  nehmlich,  als  der  Unterschied  der  dritten  Glieder 
^  bezOglichen  Reiben  fär  die  Rechnung  keine  Bedeutung  hat. 
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woraus  wieder  i'olgt:  ^ 

logarcd;  —  log  sin«  =&  iClogtangjr— logsioor) 

=  |.  —  logcosar 

=  i  0<>g  ^Afig  X  —  log  arc  o;) , 

oder  auch: 

logtango;  —  iogarcjT  =  ^  (log  taug  ^a;  —  logsiii;!:). 


FolgeDde  Herleitang  hat  Hwr  Professor  Dr.  Galle  iu  Hreslau 
die  GOte  gehabt,  mir  mitzutheilen.  Es  sind  von  mir  nor  die  Beseieli- 
nongen  mit  der  vorstehenden  Darstellung  dbereinstimmend  gemacht. 

In  den  griisseren  Handbüclieni  der  Trigonometrie  oder  der 
niederen  Analysis  finden  sich  für  die  trigonometrischen  Functio- 
nen folgende  Reihen: 

ain^r  s  arco?  —  i  Tli;arc*<a?  -f- 

eosd?  =  I  ^  ^arc^ia:  ^  4\  are^,d?  — 

tang:r  =  arcx  +  |arc'x  +  t*  arc*.T  +  .... 

Sind  hier  die  Bogen  arc^  (in  Theilen  des  Radius  ausgedrficiit) 
klein,  so  icann  man  die  bOherea  Potenaeo  tod  arc*  ab  varaach- 
iSssigen,  und  hat  daher: 

arc   —  sin  ar  Ä  \  arc  'jr, 

tan  14 .1  —  arc  —  '  arc*:r , 
tang;i: — sin^r  =  f  arc\r« 

und  aomit  das  Verbftitoiss  nie  1  :2:3. 

Ferner  folgt,  wenn  man  von  diesen  Gieichuogen  die  ersterea 
beiden  mit  arca;  dividirt: 


tarc*ur 


,    sindp     ,     .        .  tangdr  , 
oder 

aina:     ,     ,  tangor     ,  .  ,  _ 

 =1—  iarc'j;  und  — =1  -l-iarc^j;. 

arcdp         *  arcaf       '  * 

Bei  Vernachlässigung  der  vierten  Potenzen  von  arcor  witd  aber: 

l — iarc^dr  =  (1 — ^arc^)!  =  cosix, 
1  -^iarc^  =  (I  —  4arc*)-l  =  coa-l», 

und  somit: 
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scosiir  and  — —  =co«"Htr, 


arcor  ^tcx 
oder  eodiicli: 

mx  =s  wxtomhe  =r  arc^uec Hör, 

taniija*  =  arc^cos~tx  =  arcarsecij:, 

nad  logarSlhmiscb: 

lof  aio^r  ss  logarc«— ilogsecx, 
log  Ung  j:  =  iogarcj;  ilog^ec:^, 

oder  aber: 

logarca;  —  iogaio«  =  ilogsec^r» 
logtangjp  —  logarcar  ^  llogaeeo?, 
log  lang«  ^  log  «in  x  =  J  logaec^?, 

nithin  daa  iogarithniische  Verb&ltDifis  ebenfalU  n  ie  1:2: 3. 


Die  Logarithmen  der  trl^nnoiiietrischeii  Functionen  ia^tieo 
aicb  durcb  fotgeniic  unendliche  Ueihen  ausdrücken : 

logsiD^  =  log  arcor — ^arc^o: — |yjjarr.*a;  — 

togco^or  = —  g-arc^a  —  |;2arc'*;r  — 

logtaDg«  =  logarcj?  -|-  ^bxc^x  -yg 

wo  M  den  Modul  des  betreffenden  logarithmis(;hen  Systems  be- 
xeicbnet.  Mau  bat  al8o  hierbei,  unter  Vemachlätitüigung  von  arc^jr: 

logarcjr  —  logsinj:  =  ^  arc'a-> 

log  taug o:  —  iogarcx  =  ^  arc*j;, 

logtangx  —  logaioj;  =  ^  arc'j;, 
tiiid  «omit  tür  kleine  Winkel  irieder  da«  V*erhÜltnis8  wie  1:2:3. 


J.4 

Daa  tn  {.  3w  entwickalle  Geaeli  gilt  nicht  nur  flir  die  dort  vor- 
iwgeMtste  GrOaae  des  Winkeln,  sondern  es  reicht  noch  etwas 
weiter,  so  weit  nehnlich,  als  der  Unterachied  der  dritten  Glieder 
der  besagUchen  Reihen  far  die  Rechnung  keine  Bedeutung  hat. 
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Es  wOrde  iodeas  swBcklos  sein,  dieses  auf  tbeoretiscbem  Wege 
zu  antersucheo. 

Um  jedoch  die  Grenze  su  ermitteln,  in  denen  das  Gesets 
Geltung  bat,  vergleiche  man  eine  trigonometrische  Tafel  sn  sie- 
ben Stellen,  besfiglich  zu  zehn  Stellen. 

Man  findet  daraus,  dass  die  Anwenduni»  des  in  §.  3.  entwickel- 
ten Gesetzes  bei  einem  Winkei,  welcher  kleit)er  ist  als  lüi",  einen 
Fehler  im  Logarithmus  von  weniger  als  einer  Einheit  der  fünfte» 
Decimafstelle  giebt.  Je  kleiner  der  Winkel  ist,  um  so  kleiner 
wird  (Ur  Fehler.  Unter  HJ*^  wird  der  Fohlpr  schon  kleiner  als 
eine  lialbe  Einheit  der  fünften  8lelle.  Unter  Sil*^  uird  derselbe 
kl{  iiier  als  eine  Einlieit  der  sechsten,  unter  4;^'^  kleiner  als  eint 
halbe  Einheit  der  sechsten  Stelle;  unter  3j"  wird  der  Fehler 
kleiner  als  eine  Einheit  der  sie!)onten,  unter  2J'^  kleiner  als  eine 
halbe  l  infieit  der  siebenten  Stelle.  Gej^en  30'  vers(:b(.\  indet  der 
Fehler  schon  in  der  zehnten  iSteUc.  lit  (>( /lohnni^^  auf  \  ierstel- 
lige  Tafeln  sei  noch  bemerkt,  dass  trnter  IS'^  der  Eobloi  weniger 
beträgt  als  eine  Einheit  der  vierten,  und  uüter  i5^"  weniger  als 
eine  halbe  Einheit  der  vierten  6teile. 

Die  folgende  Tabelle  giebt  die  genauere  Zusammenstellung. 


Es  ist  logsinar  f  -^-r —  grOsser  als  lugarc«. 


« 

Bei  einem 

Einheilen  der 

Bei  einem 

Einheiten  der 

Whikcl 

fHaften  Stelle 

Winkel 

fünften  Stell« 

0 

II 

0 

2 

44 

10 

00,0050 

6 

50 

9 

00,5500 

3 

15 

0 

00,0100 

9 

1 

46 

00,6000 

9 

12 

40 

00,6500 

4 

51 

31 

oo,osoo 

9 

22 

58 

00,7000 

5 

46 

34 

00,1000 

9 

32 

43 

00,7500 

6 

23 

28 

00,1  soo 

9 

41 

59 

00,8000 

G 

52 

0 

00,3000 

9 

50 

50 

00,8500 

7 

15 

35 

00,8600 

9 

59 

18 

00,9000 

7 

35 

49 

00,8000 

10 

7 

25 

00,9500 

7 

53 

41 

00,8500 

10 

15 

12 

01,0000 

8 

9 

43 

00,4000 . 

10 

22 

43 

01,0500 

8 

24 

18 

00,4500 

8 

37 

43 

00,5000 

15 

17 

3 

05,0000 

8 

50 

9 

00,5500 

18 

7 

59 

10,0000 
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Well  sieb  die  Ziffer  für  logsinar-f  — ^-^  logarc^  sehr  lang- 
sam ändert,  so  musste  die  Rechnung  mit  Bebn  üeciinaleteUen 
gefulirt  werden,  leb  gebe  als  Probe: 

log  sin  10«  15'  12*  =  9,2504219403 

iloggec  =  0,00233a)  0;H 
leg  sin  + 1  loa  sec  =  9,25275-24  434  • 
logarc3r.li|J"  =  0,-25-.>74'_M  440 
Uiff.  =  0,000  0099  9U4 

log  sin  Wlü*  IZ"  =  9,2604335800 

i  log  860  =  0.00-233W)30l 
logsin -f  ilogsec  =  9,23271)42101 
logarc3r)9I3''  =  0.252754*2092 
Uiff.  =  U,ÜÜÜülOüÖÖ9. 


{.  5. 

Das  mehrerwähntc  (icsetz  sich  anwenden,  um  inner- 

halb gewisser  (irenzcn  die  I^ogarithmen  der  Sinus  oder  Tangenten 
in  Logarithmen  der  Bogen  zn  verwandeln,  und  umgekehrt  diese 
in  jene;  insbesondere  aber  um  durch  eine  solche  Verwandlung 
die  Logarithmen  der  Sinus  und  Tangenten  kleiner  Winkel  und 
diese  Winkel  «t  llist  zu  linden,  indem  man  den  Bogen  des  mit 
zehn  oder  mit  einer  ganzen  Potenz  von  zehn  nudtiplicirten  Win- 
kels sucbt  und  den  Logaritbmus  in  der  Kennziffer  entsprechend 
ändert. 

Wire  s.  B.  geenehi  log  arcf  4*3  sslegein  sieg  lang,  «o  kann 
maD  setitn: 

^.«^     0480*  1«48' 

—  log  cos  logsec 

log  0,01  =5—2 

togarcr48''  =  0,4971499 
a  log»— 4. 

WSre  ein  antionnal  Lro^tbcn  log  »in  x  =:  4,6855749 .  so  könnte 
der  zugehörige  Winkel  aut  folgende  Weise  gefunden  werden: 
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logarc  lOüüikv  =  lagarc^  -I-  4  =  8»68ÖÖ749. 
Es  ftillt  dieser  Logarithmus  zwiscfien 

log  sin  2»  46' 40*  und  logtang2<»46'40''. 

Also 

—  log  cos  ^46' 40*  logsec 
 3  =  5-"=  "'^"^ 

also  log  Hin  lUmx  =  8,t>bö4U47 
oder  bei|uemer  +  2 .  —  ^  ä    +  3404 

logtanglOOOOr  ss  8^6669153. 

Aus  lo<;sinlOüüüx  und  logtaii??  lOOüO^r  tindet  man  übcirein 
stimmend  lüOüUu:  =  2<>46' 40^^  =  10000'  und  also  a;=r,0. 


$.  6. 

Um  I  ii  r  fünfstellige  Tafeln  die  Kecbniing  zu  erleichtern 
und  auch  genauer  zu  machen,  ist  die  beifolgeude  Tabelle,  Tafel  I. 

sec 

berechnet  Dieselbe  giebt  von  0*^0*  bis  10^  in  der  mit  0her^ 

schrieljeiieii  Spalte,  in  Einheiten  der  fünften  und  .set  f).steo  Deci- 
nialstelle,  die  Drittheile  der  logarilli mischen  decadischen  Ergän- 
zung der  Cosinus  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Drittbeile  der 
Logarithmen  der  Sekanten  *). 

Bis  zu  4'>5]'30"  stimmt  iüt  die  RechniiDg  dieses  Drittbeil  mit 
der  logarithmischen  Differens  des  Bogeos  und  Sinus  abereio, 

sec 

nehnilicb  so  weit  ist  die  Ziffer  von  logarcor  —  logsinu^  um 

weniger  verschieden,  als  eine  halbe  Einheit  der  sechsten  Deci- 
nialstelle«  Ueber  4*^51' 30"  hinaus  kann  jene  Differenz  für  die 
Rechnung  in  Betracht  kommen,  und  man  inuss  unter  Umständen 
in  der  sechsten  Stelle  eine  Correctur  vornehmen,  wenn  man  den 
Logarithmus  eines  Bogens  durch  Anwendung  der  Tabelle  fiir 
los  See 

bis  in  die  filnfte  Ziffer  richtig  erhalten  will.    Es  i^t  für 

diese  Correctur  Tafel  II.  berechnet»  deren  Anwendung  apiter 
gezeigt  werden  soll. 


*)  Die  letztere  Bcxcichnung,  welche  fortan  vorzugswcue  gebrancht 
werden  soll,  «rheiat  pftMeoder,  als  die  negative  Beseichniing  eiaar  po* 
•itiven  Grölte.  * 
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Es  kann  hieroach  die  TabWU  für  12^^,  Tafel  1.» 

an^ewend«!  werden,  um  den  Lognrithmua  des  Sinnn 
oder  der  Tangente  in  den  Logarithmus  den  Bogentf» 
oder  umgeitebrt,  durch  Addition  oder  Subtraction, 
meint  einer  elniigen  Ziffer,  in  verwandeln;  nnd  no  bie- 
tet die  Tabelle  sngleicb  ein  bequemes  Mittel  dar,  nm 
die  Logarithmen  der  Sionn  und  Tangenten  kleiner  Win- 
kel  und  diese  Winkel  selbst  mit  einer  Genauigkeit  tu 
bestimmen,  welche  fflnfstelligen  Tafeln  entspricht. 

Wäre  in  den  Logarithmentafeln  neben  den  Winkeln  eine  be- 

sondere  Spalte  für  -  ^ —  abgedruckt,  so  würde  mau  das  Resul- 
tat der  Rechnung  meistens  durch  ein  einsiges  Nachschlagen  finden. 


J.7. 

Ist  der  Logarithmus  des  8iriU8  oder  der  Tangente  gegeben 
und  der  des  Bogens  gesucht,  so  gebt  man  in  der  bezüglichen 
Spalte  fort,  \ns  man  darin  den  liOgarithmus  selbst  findet  oder  bis 
der  gegebene  Logarithmus  zwischen  zwei  auf  einander  folgende  trifft. 

An  dieser  Stelle  addtrt  man,  wenn  d(r  Logarithmus  des  Sinus 

sec 

gegeben  war,  zu  diesem  die  eotsprecbeode  Ziffer  der  Spalte 

oder  aber,  wenn  der  Tangentenlogarltbmus  gegeben  war,  so*sub* 

sec 

trahirt  man  die  doppelte  Ziffer  von 

Die  Minuten  bedürfen  bei  dieser  Hechnung  keiner  wesent- 

liehen  Berücksichtigung,  weil  die  Ziffer  -j-  sich  nur  langsam 
ändert. 

Wlre,  wie  bereits  erwShnt  wurde,  bis  10^  in  den  Tafeln  eine 

sec  ,        ,     ,  ,  sec  , 

Spalte  für        beigedruckt,  so  würde  man        unmittelbar  neben 

sb  vnd  tang  finden.  Da  dieses  Jedoch  sur  Zeit  nicht  der  Fall 
Ist,  so  moss  man  den  Winkel  selbst  in  Betracht  sieben  nnd  jene 
Ziffer  ans  einer  besonderen  Tabelle,  Tafel  L,  entnehmen. 

Beispiel  1).    Gegeben  logsin  r  —  S,2is;u,  gesucht  logarca*. 
Man  findet  bei  log  sin  =  8,21831  obngeläbr  57',  dabei  iu  Tafel  I. 
sec 

Dir  -j-  die  Ziffer  2,0.  Man  setse  also: 
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loggip;r  =  8,21831 


logarca:  =  8,21833. 
Beispiel  2).  fibeodaeelbet  gegeben: 

logtaDgor  =  ^21837 

logare«  =  8^^21833. 

Ut  ^  gleich  oder  kleiner  als  0^,  eo  ist  der  Bogen  gletcb 
dem  Sinne  sn  eetien»  eo  lo 

Beispiel  3).   Gegeben  logsin o;  =  7>87309.   Man  findet  bei 
sec 

26'  die  Ziffer  -^S5  0,4»  alee  eeCie  man: 


logaio«:^  7,87309 
sec 


Dagegen 
Beispiel  4). 


ifltgarcj;  s  7,87309. 

logtangd?  7,87310 
-2.2^  =  ^0,8 


logarcJ:  =  7,87309 


wie  in  Beispiel  3). 


{.  a 

Soll  an  dem  gegebenen  Logafithmas  des  Begena  der  Loga- 
rithmiia  des  Sinns  oder  der  Taageoto  geinnden  werden,  so  gebt 
man  mit  dem  Bogenlogaritlimaa  in  der  Sinosspalte  fort,  bis 
derselbe  einen  Sinnslogarithmns  fibertrifft. 

Will  man  ouo  log  sin  o:  linden,  so  zielit  man  von  dem  Bogeo- 

See 

logaritfamns  den  obngefiibren  Werth,  den         an  dieser  Stelle 

hat,  in  Gedanken  ab,  und  prüft,  ob  die  Differenz  mit  einem  ler 
Sinusiogarithmen  übereinkommt  oder  2wi«cben  zwei  auf  einander 
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folgende  fallt.  An  dieser  so  berichtigten  Stelle  näbit  man 
sec 

ttod  stellt  dessen  Ziffer  Ton  den  BogeDlogsritbniis  «b 

Beispiel  5).  Gegeben  log  arc =  8»83]08,  gesucht  iog^sinjr. 
Mso  findet,  dass  logarc«  swiscben  logsin3<^63'  nnd  log  sin  ^54' 

sec 

liegt.  An  dieser  Stelle  ist  obngelabr  33.  Zieht  man  33,4 
ton  legarex  ab»  so  erbllt  isan  logsiB;rs8|8307B. 

Will  man  lug  taiiL;.r  finden ,  so  gehe  man  zunächst  mit  logarcx 
ebenfalls  in  der  Sinu8  8|>ulto  fort,  bis  lo!*arcx  ztrischen  zwei 
auf  einander  folgende  Siniiölu^arithnieu  l;iilt.  An  dieser  Stelle 
addire  mau  2u  lugarcr  den   obngefäbrea  doppelten  Werth  von 

nnd  sebe  sv»  ob  die  Smnnie  auf  einen  oder  swlseben  swei 

auf  einander   folgende  Tangentenlogarithmen  trifft.    Das  Zusam- 

merrtrcffen  wird  entweder  gegenüber,  oder  eine  Iiis  drei  Minuten 

zurück  {»ein  **).    An  der  so  gtluudeiten  richtigen  Steile  wähle  man 

sec      .    . „  sec  , 

«ad  addire  ^  logarcdr. 

Beispiel  6).   Gegeben  log arcj;= 8,66219,  gesacbt  log tangx. 

Man  findet,  dass  logarcx  swiscben  logsbi2<'34'  und  logsiaS^SS' 

sec  sec 
liegt.    An  dieser  Steile  i»t  -^=14,0,  albo  -  —  etwa  =29.  Fögt 

man  in  Gedanken  30  zu  If^^^tcx,  so  fUlt  die  Sonme  swiscben 
loglasg3034'  und  logtang^36'.  Han  setse: 

logarc  .1:=:  8,05219 


logtangarsa,06m 


')  \.i  M*i  lierorrlt    ffni«,  je  juh  h  i^tr  Cr«*»««)-  de«  Winkels,   iler  Ht. 
geologiiritti irnia  den  SiniiMlopurilhmii^  um   wc-niv'er  ul«  eine  Minuiendif- 
f«reoB  bis  »u  drei  M.  U.  überschreiten  kann.    La  iat  nehmlich : 


unter         der  Werlb      <N.  D., 

vle  Man  lelcbt  eintlebl,  wesn  ms«  dl«  Wsribe  nacb  den  LogsriibaMO' 
lafria  TergMebt 

**)  Vergl.  die  leiste  Annerknag. 
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$.  9. 

Das  angezeigte  Verfahreo  geoOgl  nicht  in  allen  Fftllen,  wo 
ea  aof  eine  vorsUglicbe  Genauigkeit  der  f&nften  Decimalstelle  an- 
kommt. Denn  wie  in  §.  6.  bereits  gezeigt  wurde»  werden  awiscben 
5^  und  10*  die  Logarithmen  der  Bogen  in  der  eeebaten  Stelle 

S6C 

durch  Anwendung  von  logain  -f       ein  wenig  an  gross  gefunden  *). 

Es  muss  darum  in  solchen  Fällen  der  gefundene  Logaritlinus 
entsprechend  aus  Tafel  11.  corrigirt  werden. 

Beispiel  7).  Gegeben  logsin«  s  9,23607,  gesucht  log arejp. 
Es  ist  bei  9<>55' : 

loL  sin  =  9,23607 
^  =  217.» 

Aus  Tafel  U.  Corr.  =  —0,9 
logarc«  9,23824. 

Es  macht  hierbei  keinen  Unterschied,  ob  logsin^r  oder  log tangj; 
gegeben  war,  so 

Beispiel  8).  Gegeben: 

logtangd;  =  9,242ßl 

2.^^=  -435,8 

Corr.  SS  —0,9 
log  arcors  9,23824 

ebenso,  wie  In  Beispiel  7). 

Die  Vernachlässigung  der  Corrector  wOrde  den  Logaritfaroos 
des  Bogens  um  eine  Einheit  der  fflnften  Ziffer  zu  gross  gegeben 
haben. 

Wird  au»i  dem  L<»garithmu8  des  Bocjens  der  drs  Sintis  oder 
der  Tangente  gefunden,  so  niuss  die  Correctur  addirt  u erden. 

Beispiel  9).  Ciegeben  log  uro  s  9,1548],  gesucht  logtang^r. 


•)  Di«  Begeichnimg  5«  snstotl  4*>&l'aO*,  wie        aagiebt,  i«l  ts- 

lästig,  weil  die  Correctur  cieii  »o  iangtam  ändert,  da«s  sie  bei  l'^öl'SO' 
und  bei  S''  fast  gltirh  ist.  Sic  lieträgt  nehinlich  bei  4*6l'A0^  gMMS 
O0,04»»9,  bei  6»  aber  00,06611  der  fioflea  Oecifl»alo. 
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Efi  liegt  9,15481  zwischen  Iogsin8*'12'  und  log8in8"13'.  Hier  ist 
^  ohogefabr  gleich  löO.  Es  liegt  9,l&48l4300  nahe  bei  h»!!'. 
Mao  setze  also: 

logarcor  =  9,15481 

Corr.  =__+0^4 
log  tangor  =  9,15778. 

Der  richtigere  Logarithmus  ist  logtang8oir  =  9,15777,48.  Der 
Fehler  beträgt  also  drei  Einheiten  der  siebenten  Stelle. 

Da  Tafel  II.  die  Correctur  bis  10^22' 43"  angiebt,  so  wird  es 
daibrch  iDuglich,  den  Bogenlogarithmus  etwas  weiter  zu  liestiin> 
neu  als  Tafel  1.  reicht. 

Beispiel  10).   Gegeben  (bei  10^200: 

logsin  =  9,26376 

-.|ogcoß  =  710;  ZÜ^£2?^  236,7 

Corr.  =  —1,0 
logarc  10^20' =  9,25612. 

{.  10. 

Soll  7,11  einem  ^eL^el>CIleIl  Winkel  der  I^oearithmus  des  Bogens 
gefunden  werden,  ^  verfährt  man  auf  folgende  Art. 

Füllt  der  Winkel  nicht  schon  von  seihst  zwischen  1^  und  10", 
so  mnltiplicirt  (oder  dividirt)  man  Ihn  so  oft  mit  10,  bis  er  swi* 
sehen  P  nnd  W  Ollt 

Man  sucht  zu  dem  so  vervielfachten  Winkel  den  Logarith- 

see 

mns  des  Sinns^nnd  addirt  die  entsprechende  Ziffer  Die 

Summe  giebt  den  Logaritbmas  des  Bogeos,  den  man  In  der  Kenn- 
siffer  entsprechend  verindert* 

4**  35' 

Betspiel  11).  Gesucht  iogarc27'30' =r  logarc- Man 
«•tze: 

log  sin  4"^  35'  =8,90-200 

ÄRA 


Iog«rc27'a0'»7,i 


p 

fll  DiQltl. 


ii20  PftU:  An»tndun§  dtr  SekmUe»  9ur  Au/ßtiOung 


$.  II. 

Soll  10  einem  gegebenen  Bogenlogerithmue  der  dnzu  gehSI- 
rige  Winkel  geiaclit  m  erden,  eo  verändert  man  den  Logarttlmiw 
in  der  Kennsiffer,  bie  er  swiecben  8»24  und  9,24  ßlllt  *),  wenn  er 
nehmlieh  niebt  schon  vorher  zwiechen  diese  Grenzen  fiel.  Man 
erhSit  dadurch  den  Logarithmus  des  mit  irgend  einer  ganzen  Po* 
tenz  von  10  multiplieirten  (oder  dtvidirteo)  Bogens.  An«  diesen 
Bogenlogarithmos  findet  man,  wie  {.  8.  geieigt  warde,  den  Loga- 
rithmus der  Tangente  (am  die  Subtraction  su  vermeiden).  Des 
erhaltenen  Winkel  dividirt  (besflglicb  mnltlplieirt)  man  entspre- 
chend durch  10. 

Beispiel  12).    GegeUeo  log arc  =  5,80015,  gesucht  x  Es 

ist  8,80615  >  Iogsin3040'.  Bei  3^40'  ist  ^=»29,6  and  -2  ^ 

etwa  60  Ffict  man  GO  dem  obicen  Logarithmus  hinzu»  so  er- 
kennt mati  8oglei('h ,  dass  die  entsprechende  Tangente  dem  iSioiit 
gegenüber  liegt.   Man  setze  also: 

logare  lOOQ^p  =  8,80015 
2.^=  60,2 


logtanglU00d;:;=8,H0674 

=  log  taug  3"4Ü'  und  jc  =.  ■j^jjyy  —  13  ,'2. 

Beitipiel  13).  Gegeben  log arc  =  7^00241,  gesucht  jc.  Mao 
setze  * 

logare  iar=«|,86247 
(zwischen  4^10'  and  AHV'i  2.^=  76,9 

log  tang  ]0.r  =  8.86324  =:logtang4'>  10' 28', 

40 10' 28" 

aUo  x  =  —  =  25' 2^8. 


§.  12. 

Es  wurde  bereits  in  {.  1.  bemerkt,  daas  die  Anwendung  der 
Differenzen  Cdr  Secnnden  bei  Winkeln,  welehe  kleiner  sind  als 


*)  Genoasr  5,9419«  and  9,93967,  die  Logsritboien  der  Sisa«  von  l* 

und  10«. 
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I5**f  Fehler  ergeben  küiinc,  die  eine  lialhu  f^iiifieit  tltr  iünftcn 
Decimalstelle  fibersteipjen.  Sind  die  raleln  auch  inncrlialb  der 
ersten  beiden  Grade  nur  von  .Minute  zu  Minute  ein !^^rt hellt  und 
tvilf  man  diese  Fehler  vermeiden,  so  müssen  alle  Winkel,  welche 
an  sich  oder  in  ihrem  Product  mit  10  innerhalb  jener  Grenze, 
also  zwischen  \^  und  1"44'  fallen,  verdoppelt  werden,  wodurch 
der  Fehler  verschvtindet. 

2*^3' 

Beispiel  14),   Gesticht  log arc 36^9  =  ^jq.   Mm  setie: 

Io9sId3<»3'  =  8^354 

logü,ÜOö  =  7.Ö9Ö97 
logarc^  =:logarc3e".9  =  6,25260. 

Die  Rechnung  ohne  Verdoppelung  des  Winkele  wäre  folgende 
geweeeo: 

Beispiel  15). 

logsinl"!'  =  8,-i4«0:i 
Diff.  aO^  SS  353,0 

logarc  -^j^  =  6,25258. 

Das  Resultat  hätte  sich  mithin  um  zwei  Einheiten  der  liinften 
Ziffer  an  klein  ergeben. 

Ee  eei  hier  bemerkt,  dass  die  Correctnr  ans  Tafel  II.  bei  Win« 
kein  nwieehen  5^  nni)  10**  Anwendung  findet»  wSbrend  eine  Ver* 
deppelong  der  Winkel  nur  zwischen  l**  und  1{®  nSthig  Ist,  so 
dass  die  verdoppelten  Winkel  zwischen  2^  and  3|<^  fallen.  Es 
ttSgt  vielleicht  aar  Bequemlichkeit  der  Rechnnng  bei«  dass  beide 
Correctnren  in  Einer  Winkelbestimmung  niemals  zugleich  vorkom- 
meo  können  *). 


Die  V  vriiuppelung  des  WinkclM,  niit  die  hekundcndiffercnz  rittitig 
zu  bcctiiuincii ,  iat  eine  kleine  llnbequenilichkt  it  für  die  Rechnung.  Sic 
Wirde  na  vermeiden  «ein,  wenn  in  den  ftinftteili<;en  Tafeln  bU  xa  P60' 
die  Logarithmen  von  10*  «n  10*^  aogc<;cben  wären.  C»  betragt  nehm- 
lieh «eben  swiichen  17' 80*  und  17' 40*  der  Fehler  bei  einer  Sekunden- 
beetimmnng  ans  der  logariihniiechea  DilTerens  von  10*  weniger  ata  eine 

riieil  XLII.  22 


S22       9.  Ffeit:   AhweHänng  der  SekmUeti  »wr  Avffindung 


§.  13. 

S6C 

Die  wichtigste  Anwendung  der  Tabelle  Ukx       bietet  sich  dar 

bei  Auffindung  der  Sinus-  und  Tan(;entenlogarithmen  kleiner  Win- 
kel und  dieser  Winkel  selbst.  Die  Rechnung  vollendet  sich  hfiufig 
durch  Addition  einer  einzigen  Zahl  und  (wfire  eine  Spalte  ffir 
ioff  aec 

— ^1 —  neben  den  tibrigen  Functionen  gedraekt)  durch  einmaliges 

Nachschlagen.  In  einzelnen  Fällen  sind  noch  eine,  höchstens  xwet 
kleine  Ziffern  als  Correctur  an?;iibrtngen ;  und  selbst  diese  Cor- 
rector  wärde»  gemäaa  der  Anmerkung  an  }.  12.,  zu  vermeiden  sein. 

Wird  au  einem  kleinen  Winkel  der  Sinua-  oder  Tangenten^ 
logarithmus  geaneht,  so  roultipli^irt  maa  den  Winkel  nach  Befin- 
den mit  10  und  verfllhrt  im  Uebrigen,  wie  10.  geseigt  wurde» 
Indem  man  vorliufig  den  Bogenlogarithmna  des  einfachen  Wiakels 
auebt  lat  dieaer  Winkel  kleiner  ala  10*,  so  giebl  der  Bogta- 
logarithroaa  augletch  den  des  Sinua  und  der  Tangente,  weil  dicae 
einander  gleich  aind. 

Beiapiel  16).     Gesucht  logain  13^243:=  log arc  ;=  log taag. 

30  40'  is«' 

£a  aind  13*,2433s    \{^  '  «etae: 


halbe  Einheit  der  fünften  Ueciuinletelle  des  Lagarithmn«.  2&«i»difs 
^--—^39'  und  99' 10*  betrji|rt  der  Fehler  mir  OJ«  der  limfirn  Deri* 

10 

iiiuUtclie,  swiachen  54' &o"  und  55'  nur  ein«  halb«  tiobcit  der  iecli«(cfl 
Steile. 

Wären  nsilbhi  die  Logarithinen  bi«  wa  l«60'  von  10*  cu  10*  In  4rr 
TaiU  angegeben,  so  würde  nicht  nur  die  Verdnppelnng  de«  WInkdi  In 
nllea  Fällen  wegbleiben  hännen,  tonilern  es  wäre  sogar  aaläeeig«  viA 

s  c  c* 

die  Tafel  für  —  nnr  hl«  zu       aii.^znd<  hnrn  und  die  Correclurtatcl  II. 
o 

gnnz  woirzulascen ,  weil  deren  Anwendung  rret  über  5^  hinan«  Bedeu- 
tung prwinnt. 

Auch  d;is  Adfiiiiden  drr  Sinn%  nnt!  Tfing^enteii  au<i  den  iiogenlogt- 
rithmen ,  mu  ^fic  das  Aiifiititicii  licr  Winkel  ans  den  Ln^Artthiiirn  über- 
hauptt  würde  dadurch  bequemer,  weil  die  Lug^rithuien  der  Sinu»,  Tu* 
genleo  ond  Bogen  in  dieiea  Grenaen  neb«i  einander  liegen.  Vergl-  §•  ^ 
und  tatbeeendere  die  Anmerkong  dann. 

finthielle  eine  •eiche  Tafel  bl«  an  fto  nneh  nonlUelbar  neben  d« 
Winkeln  eine  N ebentpalle  mit  der  Vcrwaadinng  der  Winkel  in  Sekandea, 
80  würde  dadurch  die  Multiplicaiion  ond  DiT.iaion  mit  10  wetcnllick 
erleichtert  nnd  die  Beqoemlichkelt  fir  das  Kaehtchlagen  erbäht. 
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log  sin  3« 40*  =  8,8ü5a5 
Diff.  43"  =  14i;2 

•  7=  29,8 

Int  rar  Uen  eiofacben  Winkel  in  der  Tabelle  ein  Werth  Oir 

angezeigt,  uas  Ijci  Winkeln  über  10'  Her  Fall  i«t,  so  wird  er 
entepreebend  in  Rechnung  gebracht. 

Beispiel  17).   Gesucht  iogsin24'5"  und  logtoDg24'5''.  Es 


10 


logsin4»  =  tt,84368 

Diff.  50**  =  150,8 

bei  4'>0'«K'.,..^Ä  30,6 

hei  24'  ....  ^=  —0.3 
•» 

Ieg8iii24'ö''s  7,84544 


bei  W  ebenso  2.  ^  =      -I-  0,6 

log  fang  24' 5*  7^4545. 

Frillt  Her  Winkel,  nachdem  er  mW  10  multipiicirt  worden, 
zwiscbeo  P  und  1«^,  so  wird  er  verdoppelt*). 

Beiepiel  18).    Gesncbt  h>gftin8'6^,3=  logtangS'O',?.  En 

ist  8'  6^3  =  =  •  • 

logsin  20  4-2'  =8,67308 
Diff.  ö''  =  26,7 
«ec  ,^  , 

10^0,05  =  8,69897 
log  sin  8'  6'V3  =  7,37248. 

Dan  Resultat  ripr  Rechnung  wäre  hier,  auch  ohne  Verdop- 
ptlung,  eich  gleich  geblieben: 


0  ^*'RI«  Anmerkeng  in  $.  ISt 

22< 
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logsinl«21'  =8.37217 
Diff.  3"  =  26,6 

logsin8'e*,3s  8,37248. 

Fällt  der  Winkel  nach  der  Maltii  lu  ation  mit  10  sHischen  5» 
und  10^,  80  wird  die  Correctar  warn  Tafel  IL  aosovrenden  eein. 

Beispiel  19).    Gesucht  iogeiii47' 13^8  und  log taog 47' 13^,8. 

Es  iet  47'  IS'^S  =  -  j^p       Man  setze : 

loggin7052'  =  9,13630 
Diff.  18"=  27,6 

bel>ö2',3....^=  137,1 

bei  47'  ....  ^=  -1,3 

Corr.  aus  Tafel  II.  =  —0,3 

logeiD47'  13",8  =  8,13793 


bei  47'.,..  2.^=  +2.6 


log  tang47'  13^8  =  8^13797. 

In  der  Praxis  ist  es  in  der  Regel  bequemer,  anstatt  der  bei- 
sec 

den  Ziffern        nur  ibre  Summe  oder  Differenz  aufzuschreiben, 

da       nir  den  einfaeben  Winkel  immer  nur  eine  eebr  kleine  Zahl 

ist,  welche  bei  Winkeln  unter  10'  sogar  ganz  verschwindet,  »«ie 
bereits  erwähnt  wurde. 


§.  14. 

Soll  zu  einem  gegebenen  kleinen  Sintis-  oiler  Tan^entenloga- 
rithnuis  der  Winkel  frefunden  werden,  so  belrai  htet  man  densel- 
ben vorläuiig  als  Bogeulogaritbmus  und  verfährt  im  Uebrigeu  nacb 
§  11. 

Beispiel  20).  Gegeben  log  sin«  s:53l268,  gesncbtar.  Mao 
setze :  I 
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1  -  irc100art=:8,8im 
bei  3«»43'....2.^^==2.30;(-  61 

logtanglCNMla;  =  8^1329, 
3^43' 20* 

also  liXNkr  =  3''43'2r  hdö  iQOO 

Fällt  der  in  der  Kennziffer  Fergrosserte  oder  der  ursprüng- 
liche Logarithmus  zwischen  8^24  and  8,48,  wo  also  der  Winkel 
swlscbeo  P  und       liegt,  so  addirt  man  nacb  log 2^  0,30103 

Beispiel  21).   Gegeben  log tanga7  =  7,33804.    I\lan  setze: 

logarclOrss  8,32804 
log2  =  0,30103 

awlaehen  2^20'  und  VSff* ....  2.-"-  s  26^3 

log  tang2ftr  =  8,02933, 
also  2üa:  =  2o26'20"  und  ^=7'ly",ü. 

In  dan  bMw  Beispielen  20)  und  21)  fehlte  das  Element  ^ 

für  den  einlachen  Winkel.  Ob  dieses  Element  anzuwenden  sei, 
kanr»  mnn  sogleich  erkennen,  weil  die  logarithmischen  Tafeln  die 
Functionen  von  Minute  zu  Minute  enthalten.   ISo  in 

Beispiel  22).  Gegeben  log  ein  =7,92010,  geaoebtdr.  Man 
eetse : 

log  arc  10«  =  8,02910**) 
bei  4062'  und  29' ....  2.^=2.52.3+05=  105^1 

iogtanglOr  =  8,93015  , 

also  10ar=  4«>52'0''  und  .r  =  29'12',0. 

Beispiel  23).    Gegeben  logtang«  =  7,92912,  gesncbt 
Man  selse: 


♦)  Vergl.  Aniucrkunp  «ii  §.  12. 

Die  Bezeichnung  lo^ircar  In  Beispiel  22)  nnd  IS)  Itt  sieht  «treng 

coneet,  well  das  Element       febll;  jene  Beseichnung  toll  nur  die  Be- 

9 

handlange  wtles  voo  log  ein    nnd  iogtSBgjr  sie  logsrcdT  bedeoton.^ 

Der  genssere  Logarlthmne  Isalet  logtSBg4«6t' =  8,S96t552, 
dov  Pobler  botrftgt  sleo  swei  Elsheiton  der  eieboite«  Deefanslstolle. 


326       9»  Pf  Bit:  Antemulyng  der  SekanieH  wr  AvfßndHvg 

bei  4<»62'  und  2^  ....2.^  s=2.ö2.3-l,0s  103,6 

Uebrigeos  wie  in  Beispiel  22). 

Fällt  der  vervielfachte  Winkel  zwischen  5**  und  lü^\  was  man 
während  der  Rechnung  erkennt,  so  ureodet  man  die  Correctur  aus 
Tafel  IL  an,  weiche  addirt  wird. 

Beispiel  24).   Gegeben  log slnorcs 6,07776.   Man  eetse: 

togarcl00ar:=9,0n75 
aee 

zwischen  ß'^Sr  und  6''r>2'  ....2.-^  »  207,6 

Corr.  =  H-0,2 


In«  tang  lim«:  =  9.07980, 


6^51'  10" 
alao  *=^^pJp-24»670. 


Der  Fehler,  welcher  durch  die  in  dem  voratebenden  Aufsatz 
entwickelte  Recbnungaweiae  entateben  kann,  ermittelt  «ich  aaf 
folgende  Art. 

los  sec 

£a  kann  ^^^^  um  0,05  der  fflnften  «Stelle  fehlerhaft  aein. 

Dieser  Fehler  kann  in  Einer  Winkelbeatimmnng  awelmal  vorkam- 
meo,  einmal  beim  einfachen  and  einmal  beim  vervielfaebten  Win* 
ket.  Ferner  kann  die  Correctur  Tafel  II.  um  0,06  fehlerhaft  sein. 

sec 

Bei  der  Wahl  der  Zilfer        fOr  den  vervielfachten  Winkei  kann 

ebenfalls  um  0,06  gefehlt  aein.  Fallen  alle  diese  Fehler  auf  Eine 
Seite,  so  kann,  je  naeb dem  die  verachiedenen  Elemente  vorkem> 
men,  der  Fehler  ateigen  auf  2.0,06  oder  3.0,06.  oder  4.0,06  der 
ffinften  Ziffer,  also  auf  0,1  bis  0,2. 

ErwSgt  man,  das»  der  ursjirüiiirliche  Loojarilhmus  in  den 
Tafel  n  um  0,5  der  fünften  Ziffer  unrit  litiL:  srin  kann,  so  i^it  in 
Einer  Winkelbestiinniung  ein  Fehler  von  0,5  +  0,2  =  0,7  der  fOaf- 
ten  Ziffer  des  Logarithmus  möglich. 

Ein  solcher  Fehler  würde  in  der  Mähe  von  10^,  wo  er  die 
grüsste  Bedeutung  bat,  der  Differens  von  0^7.  Ii    0^,6  entspre- 
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chen,  bei  kleineren  Winkein  eifiem  vcrhäUnissniässig  geringeren 
Sekundeobruch. 

los  sec 

Die  Anwendung  der  Tabelle  für  — — ,  wie  sie  Tafel  I.  dar- 
stellt, gewährt  also  eine  Schärfe  der  Rechnung,  wie  sie  von  fünf- 
stelligen Tafeln  erwartet  werden  kann. 


$.  16. 

Da  der  Logarithmus  der  Cotanj^ente  gleich  der  decadischen 
Ergänzung  des  Tangentenlogarithmus  ist,  so  lässt  sich  auch  die 
Cotangente  sehr  kleiner  Winkel  mit  derselben  Genauigkeit  be- 
stimmen, wie  die  Tangente. 

Beispiel  25).    Gesucht  cotg  l'23^496.    Es  sind  1' 23^496 

=  100"  =  — löü— 

|ogsin2*>19'  =  8,(50662 
Diflf.  9",6  =  49.8 

~=  11,8 

log  tong  r  23".496  =  6,60724 
log  cotg  =  3,39276 

also  cotg  r  23",496  =  2470,4. 

Zu  sieben  Stellen  findet  man: 

logarcl"  =  4,6855749 

log83,496=  1,9216657 
logtangr23",496  =  6,6072406. 

Auch  der  Cosinus  sehr  kleiner  Winkel  lässt  sich  durch  eine 

leichte  Rechnung  bestimmen.  Es  ist  nehrolich  cos .r  =  V  1  —  sin*j:, 

sin^jT 

und  da  x  nur  sehr  klein  ist,  so  ist  co8.r=  1  

Beispiel  26).  Es  wird  gesucht  cos24'5^  Nach  Beispiel  17) 
wt  log  sin  24' 5"  =  7,84544.    Man  setze : 

21og8in24'5"  =  5,69088 
log 0,5  =  9,69897 


a\8o  55^  =  0,000024539. 


»og(^^)  =  6,38985-10, 
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Es  ist  also  co824'5"=  1—0,000024539  =  0,999975461. 
Um  die  i^cbärfe  der  Kecbnung  su  zeigen,  sei  som  Vergleich  hier 

Beispiel  27).   Gesucht  cos 24' 5",!.  Es  i8t24  ä  ,l= — 
Man  setie: 

log  sin  iOQ' =  834368 
Diff.  51"  SS  1533 

5^"^  =^5,0-0,3=  35,3 

,   '  log8iir24'5' J  7,84ri47 


21ogeiii  =  5,aiMm 
logO,5  =  9,60607 

2. 


log  (-^)  =  536991- 10 


also  ^^  =  a000024542  and  cos  24' 6^  J  =  0,999975466. 


Integration  der  Gleichung 

wo  m  eine  ganze  negative  Zahl  ist. 

Von  * 
Herrn  Simon  S pitzer j 

ausaerordentlichcni  Professor  der  höheren  Matheiuatik  Hm  k.  k.  pol)' 

tecfaniscli0D  InttltnCe  mo  Wien. 


In  meinen  Studien  über  Integration  linearer  Differential *0i^ 

chunj»en  haho  ich  ncfiiiulen ,  (hiss  in  dem  Falle,  wo  m  eine 
pohilivu  Zahl  ist.   uhige  Diflferential  -  Gleichung  im  innigsten  tß' 
sammenbange  mit  der  Differential  -  Gleichung 
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•lebe»  iroMlbst  ^"  =  1  ist 

DiMer  Satt,  den  kfa  Ar  pocUive  Wertfae  von  m  bewiesmi 
hibe,  IU$t  sieb  aticb  Ittr  negativ«  Warthe  von  m  beweisen.  Settt 
nSnilcb: 


«SS  —  », 

90  erhiJt  man: 

*^äF^=i^  oder  g^=jr«^  oder  endUcb 

und  diese  GlelcboDg  steht  im  innigsten  Zusatunienbaoge  mit  der 
Gleichung 

woselbst 

,1-  =  ! 

ist.   So  bat  man  2.  B.  für  u  —  2  die  Gleichung : 
oder  in  entwiel^elter  Form: 

aod  diese  Gleiebung  gestattet  folgende  Schreibweise : 

Dod  wird  daher  erflllit  ßr  jene  Werthe  von  y,  welche  die  Gleichung 

identifieiren. 

80  int  fotner  für  iisrS: 

oder  in  antwlekalter  Form: 

jr»y**  +  +  90jry"'  f  12Qy"'  —  ^  «  0. 

Diese  Glelehaag  Mast  sieh  ao  sehreilMn ; 
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uod  wird  erfüllt  für  jeiie  Wertbe  von  y ,  welch«  die  Gleichuog 

idenüficirea»  u.  s. 


laiegratlon  der  Differeodal-Gleichang 

Von 

Herrn  Simon  Spitze 

auuttrordenilicliein  Professor  der  höheren  MatheinaUk  ani  k.  k. 

tecliDMchcn  lii«litute  zu  Wien* 


Ich  eetse,  um  obige  Gleichung  su  integrlreo: 
Qud  erhalte»  da 

iet, 

(m  -I-  {)  1(6  0  +  2c(6  -|.2c«) ^]  +  A(m^&  (b -f  Sesr)^ 

Difidirt  man  diese  Gleichttog  durch  b-^^x  und  ordnet  sie 
sodann«  ao  erhSlt  inao: 
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(w  +  ö  (6  -f  2c*)«  ^  +  («  +  ö  (2c  +  i<)  ^  +  ITy = 0 , 

VDd  setzt  roao  bierin  atati  (h^^cx^  seinen  Werth  4ü(jn-|-i)4 6^-4ac, 
le  bal  man: 

(flf  1 6)  I4c(iii  f  ^)  +  Ä'-^ncJ^-i  (2c  +  il)(j»  +  Ö^  +  Äy=ü, 
weiche  Gleichung  leicht  xu  integriren  iet. 


Integ^ratioD  der  Difi'erenüaU  Gleichung 

(6  f  2ca?) y  +  i<  (rt  +  6a:  +  car«)  ^ '  4^  Ä  (6  +  2<?ar)  (n  +  6«  +  CJr«)  y  =  0. 

Von 

Herrn  Stmo»  Spitzer, 

«üMcrohleiitliehcia  Profetsor  der  höli«r«ii  Mntheuiotilr  am  k.  k.  polj- 

l«chni«ch«n  Imcltnl»  so  Wien. 


Ich  setze,  uro  diese  Uielcbung  zu  integriren,  ebenfalls: 

a  4*     i>  eafi  s  m  -f  I, 

erhalte  aedann: 

(6+2ea:)»      +2c(6+2e«)     +  ii(m +0  (6  +  2ca:)  j| 

+  B(6+2c*)(iii  +  {)y  =  a  - 

Diridirt  man  die^e  Gleichung  durch  h  -f  •ir.r,  8etzt  zir^leich  ätatt 
(6  +  2cx)*  seinen  Werifi  4c  (m  +  ^j^6^ — 4äc,  und  ordnet  schlieaa- 
licb«  so  erhält  man  die  Gleichung: 

welche  ftusaerat  leicht  an  integriren  ist 


4 
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Integration  der  Gleichung 

(I)  (6+2e«)y"+il(a  +  ÄflF-fis«^y'4Ä(6  +  2e«)yÄ.O. 
in  welcher      by      A  und  Ii  beliebige  coustante  Zah- 
len bedeuten« 

Von 

Herrd  Simon  SpUzer^ 

■UMerordMlUiclicm  Professor  der  höheren  Mathematik  am  k«  k.  polj- 

iechnitdien  Inttitote  su  Wien. 


Um  die  üleichaiig  (I)  su  iotegrtreo,  setie  ich: 

(2)  tt  +  6j?  +  car*  =  m  + 

unter  {  eioe  neue  Variable  und  unter  m  eine  constante  Zahl  m- 
standen.  Nun  ist: 

(3)  £=(»  +  a«.)|.    g=(*  +  3«.)«g+2cg; 

felglich  hat  mau»  diese  Werthe  in  (1)  einfUhrend  und  logletdi 
durch  6  -f-  Scd?  wegdividlrend : 

(4)  (6 + 2«?)»  0  +  ['2c + (fl + 6« + ca*)]  ^  +  =a 
Nun  ist: 

ib  •¥  2cd?)*  s  4c(a  -l-  6x  -I-  ex*^  -f  6*— 4iie, 

folglich  hat  man,  die  Gleichung  (2)  berücksichtigend: 

iiTiil  diese  Gleichung  vereinlaclit  »ich ,  wenn  man  m  so  wählt,  aof 
datts  4cm  4-6^  —  4ac  =  0  Wird ;  dann  hat  man : 

was  leicht  su  integriren  ist. 
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Berechnung  der  jährlichen  Frfimie  bei  Aassteuer- 

kapitalieiiy  mit  Ii ück Vergütung  der  Prämie  im  Falle 

des  Todes. 

Voo 

Herrn  l^rofessor  Dr.  Dien^er 
u  Amt  poljriei-JinUcben  Schal«  in  CarUriihe. 


Kür  die  hiesige  V^ersrjrguni^sanstalt  habe  ich  für  diese  liiid 
andere  Aufgaben  dio  Formeln  autzustelicn  und  die  Berechnuiii; 
der  Tahellen  leiten  gehabt.  Da  dabei  eint?  Kelhe  verwirkelter 
Fallo  vorcekoinmeii  sind,  die  zum  Theil  —  meines  Wissens  — 
noch  itirlit  nffentlich  erfedipt  wurden,  oder  dorh  noch  nicht  in 
der  hier  liolKimieltcn  Form,  so  will  ich  einen  uder  den  andern 
den  Lesern  des  Archivs  vorlei»e!i,  wobei  ich  zugleich  auch  jeweiU 
die  Berechnung  der  Uec  ku  ri|i;s  kap  Italien  angeben  werde. 
Die  hier  zuerst  Itetrachtete  Aufgabe  ist  übrigens  in  einer  nndern 
Zeitschrift  auch  schon  in  Angriff  genommen  worden;  trotzdem 
werde  ich  sie  nochnialH  hehaiidehi  dürfen«  da  meine  Endfomielo 
eine  gaiix  andere  Gestalt  haben. 


BeBeichnuogen.  1  und  j  (ganze  Zahlen)  bezeichnen  das 
Alter  zweier  versicherten  Personen,  und  zwar  t  das  des  Einle- 
gers (Versorgers), j  das  der  Person,  zu  deren  Gunsten  eingelegt 
wird  (Versorgten):  Ni  ist  die  in  der  Sterblichkeitstabelle  neben 
t  stehende  Zahl;  eben  so  ist  dir  Bedeutunir  von  Nj\  p  ist  der 
Ziuaiua»»  d.  b.  weoo  die  Versicber'HiL's  Gesellschaft  die  Versin* 

1UU4-0 

SQOg  ZU  v%  amtmst»  so  tot  p  ss  ; 

ki  ist  der  Werth  des  Bruche«  —Ii       =  — ; ; 
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2Si  ist  =ü^  +  5t+i  +  5f^2+....bi«  in  End«  der  SterblidiMto- 
tafel ;  also  z.  B.  £N{  =  iV<  +  TV/ 4.1  +         Skf  ss  kj  4  kj  1 1  + 
-I- .... ,  Z{]Si£kj)  =  JSi2kj  +  JSi^iI^/cj  ^1  +  A ,.|.2  2?^j^  2  +  •  •  •  •  f  wo 
wieder       -j-i  z=z  /ij^i^  A^-j-a  f . . . . »  -^^A-/ +2  =  A-^  +2  ^  X  j4-3  -|-  — , . . .  • 
also  allgemein  ^/£j-^n  =  -^^i — (A'i  +  ^»1  +  —  + 


II. 

Die  hier  sii  beheedelnde  Aufgabe  ist  otan  rolgeode:  Ad  eiocn 
Vereorgteo,  dessen  Alter  jetst  J  bt,  eoll  ein  Kapital  M  ansbeialilt 
werden,  wenn  er  das  Aller  y^l-A  erreicbt  Dieses  Recht  soll  da* 
dnreb  erkaalt  werden,  dass  ein  Versorger ^  dessen  Alter  jetst  t 
Ist,  alljährlieh  eine  Summe  P  besablt  und  swar  sum  ersten  Hsle 
sofort  und  dann,  so  lange  beide  Personen  ausaromen  leben,  lisf- 
stens  aber  jedetifails  onr  bis  an  dem  Jabre,  das  der  Kapitil- 
ausiablung  vorangebC«  Stirbt  der  Versorgte  vor  dieser  Zeit,  so 
werden  die  eingezablten  »»Prämien**  ohne  Zins  dem  Versoigsr 
(oder  dessen  Rechtsnachfolger)  zurödibezahlt. 

Wir  setzen  hiebe?  alle  Ein-  und  Auszahlungen  auf  den  31' 
Desember  des  betreffenden  Jahres  an,  und  t,  j  sind  die  Alters* 
jähre,  welche  die  beiden  Versicherteo  eben  in  dem  betreffeadsa  ' 
Kalenderjahre  erreicbt  haben.  | 

1)  Ei nzah I  u  n {^(?  n.  Angenommen  es  treten  iV,Aj  verei- 
chcrte  Paare  unter  (ien  eben  angegebenen  Bedingungen  in  die 
VersicherungH-GeselUchaft  ein,  so  leben  von  denselben  am  Schlüsse 
des  Ifiten  Jahres  (da;«  Eintritt^Jatir  als  Otes  angesehen)  noch 
Ni^i  Nj^i  Paare  ungetrennt;  am  .Schlnsse  des  2ten  Jahres  noch 
iV|-|-2  iy/|2,  u.  s.  w.  Die  letzten  li,tnzaiiiungen  geschehen  am 
Schlüsse  des  A  — Iten  Jahres,  wo  noch  iVV^-ik—i  A/^fc-i  Paare 
(von  den  eingetretenen)  unuef rennt  leben.  Hieraus  ergiellt  sidi 
sofort  für  den  haaren  Werth  aller  Eiosahlungen : 

(I) 

P  P  P 

/VfiViP+ ^1 +iiy/+i  -+iv,f«iV/-i-«j^ + .... 

2)  .'V usznhiun gen.  Diese  sind  doppelter  Art:  Auszahlung 
des  versicherten  Kapitale  (Aussteuer)  und  Uiickzählung  der  eio- 
gelegteii  Prämien. 

Von  den  eingetretenen  iV^iV/ Paaren  sind  iVi  A^^a  in  der  Mgt,' 
das  Aussteuerkapital  lu  erhallen,  da  diese  Aossabluag  bloss  fo* 
Leben  des  Versorgten  abhftngt,  und  von  NtNj  jetst  elngetretesca 
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Versorgten  luich  NiNj^k  am  SebliiSM  des  Afeo  Jahres  leben. 
Der  baare  Werth  aller  Aeeeteiieni  fet  aleo: 

K 

Wae  die  RQckzablongeo  betrifft,  eo  bSngeo  sie  ancb  nur  vom 
Tode  <1e«  Versorgten  ab,  und  swar  werden  In  rten  Jahre  (31.  De- 
zember) die  eingeaahlteo  Prlmiea  aerOckbeiablt  an  diejenigen 
Paare,  ven  denen  der  Versorgte  im  Laufe  dieses  Jahres  geetor* 
ben  ist,  glel^viel*  ob  der  Verserger  nech  lebt  oder  nicht  Doch 
moss  daranf  geachtet  werden,  dass  die  Prämien -Elesahlang  eben 
aacfa  schon  Traber  aufgehSrt  hat,  wenn  der  Verserger  bereits  tedt 
war.  UDtersncheif  wir  oan  die  RflckaablangcD  am  Schlüsse  des 
rten  Jahres. 

Von  den  beim  Eintritt  hinterlegten  Primleo  werden  aarfick* 
liezabtt  diejenigen,  die  von  Paaren  herrfihren,  deren  Versorgter 
im  Laufe  des  rten  Jahres  starb.  Der  Anzahl  nach  sind  dies 
Nt(Nji^r-^i^^j-^)'  Von  den  am  Schlüsse  des  ersten  Jahres  ein- 
gelegten Primien  werden  zoruckbezahlt  diejenigen,  weiche  von Paa* 
ren  herriShren,  deren  Versorger  am  Schlüsse  dieses  ersten  Jahres 
noch  lebte,  und  deren  Ver8or£;ter  im  Laufe  des  rten  Jahres  starb. 
Der  Zahl  nach  aind  es  Nt^  iNi^t—Nj^r)* 

Elieoso  wegen  der  im  2teo  Jalire  bezahlten  Prämien: 

iVjf  r);    M.  «.  W. 

Eodtteh  %vegen  der  am  Schlosse  des  rtea  Jahres  besahiten: 

Demnach  ist  die  Gesammtsomme  aller  am  Scbiosse  des  rten 
Jnhtes  anrieksnaablenden  Primien: 

Der  baare  Werth  dieser  Sonmie  Ist: 

p 

Da 

se  ist  dlsn  anch: 
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Die  Zahl  r  bat  di«  Wertbe  ],  k,  ao  daaa  dia  Summe  all«f 
baareo  Wertlia  der  Rdckiabluagea: 

Die  elogeklanimerte  GtSaae  iat: 


Aber 

SS  -  Äff«) — (P—^X^H*  +  +  • — -I-Ah^-i) 

Aleo  iat  jene  eingeklammerte  Gröaae: 

+  — a) — (P ~  l)-SArj+2—  -S/rj+A) j  f  . . . . 

— (p  - 1  )[iViai  +  iV^4iXift/4i  +  „ . . 

. . . .  +  iVi+ft_i2*j+A_i  —  Skj^hi^i  +  iVi^i  + . iVi4ib.i)] 

^(p^\)l£{ni£ks)  -  £(N{i.k£kj^k)  -  £kj^k{£JVi—£i9t-k*)l 
Alao  iat  der  baare  Werth  aller  RQcktahlongen: 

(3) 


£{JSikj)-£{i\+hkj^k-^  -  [£(Ni£kj)-£{J\i^H£kjik)i 


Digitized  by  Googl 


tlUC  Rücktergatua9  der  Prämit  im  FaiU  des  Todei*  337 
IIa  (1)  gl«ieh  der  Samine  tob  (S)  und  (3)  sein  mmB,  «o  wti 


Dividirt  man  beiderseitig^  durch  pi  und  beachtet,  daM 
tUl^^ÜLss  Ni^Jkj^,  80  bat  man: 

1 

Uaraoo  folgt: 

Ni  p    kj^  ' 

+  -p  i^ih^r  ' 

«reiche  Formel  die  Aofgabe  lOst  und  auch  aar  Berecbnuug  «ehr 
bequem  iat. 


Oae  DeekoDgo kapital  eine«  Vortlage  ist  diejenige  Summe, 
welche  die  LeheDsveraicheraagegeeellechaft  haar  so  UaedeD 
haben  mise,  um  allen  aus  dem  Vertrage  kdeftig  flieieeaden  Ver- 
piicbtongen  genfigen  au  kCniieu.  Daseeihe  tat  aomit  gleich  dem 
baareo  Werthe  aller  kSnftigen  Auasabluegen,  vermindert  um  den 
haaren  Werth  aller  kfinnigen  Einsahlungeo. 

üni  daaaelbe  für  unsi^reu  Fall,  und  ztrar  lür  da«  Alter  fi  des 
Versor^er«  und  v  de«  Verborgten  (wo  nlgo  u— r  =  v~y)  d.  h.  Ar 
den  31.  Desember  des  betreffenden  Kalenderjahres,  su  berechnea« 
mOasen  wir  awei  Fftlln  unteraciioideo: 

'lli«>UXI.lL  SS 
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1)  Versorger  und  Versorgter  leben  nocli. 
Wir  setzen  voraus  ,  dass  Ein-  und  Auszahlungeo,  welche  am 
fraglichen  31.  Dezember  zu  ceschehen  haben,  bereits  voUzogen 
sind,  nehmen  abo  darauf  keine  Kücksicht. 

Baarer  Werth  aller  kflnfttgen  Einsahtangeo: 

p  P  P 

Baarer  Werth  der  Au ssteaerkapitalien  flir  die  a« 
betreffenden  31.  Dezember  noch  ungetrennt  lebenden  NfiSp  Paare: 

K 

Was  die  ZorfickaahlaDg  der  Prämien  betrifft,  so  geschieht  sie 
DBr  die  JV^y  Paare  nach 

einem  Jahre  an  iV^(Ar  —  iVr4i),       \    »  v— ;+lmal  «ahlte. 

zwei  Jahren  -  NpiNv^i— JSv+t),  J       .|    1  v—y+l   -  .  - 

drei  Jahren  •  Np{Np^%^Ifp^t),  {   l  ^   \  •  ' 

tt.  s.  w. 

Pemnaeb  ist  der  haare  Werth  alier  Rflefcsahlnngea: 

^^Np^Jf^)    NAN^i--N^^)  mmk^i^Ns^u) 

P 

....  -^C^^fi-i-pA^+ÄX-SA/.-  ÄVhj^)J 
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wie  am  0.  «ch  Mfoft  ergibt  D«  il«r  baare  Wartb  alier  iSin- 
aaUngea  =iV'[-2(AiH-i*H^)--^WH*AH-4)].  so  i«t,  wMia  D  das 
Deckmgakapital  filr  meo  Vcrtraf : 

F 

-fVt^iV^M4jlM.i)-^(i¥#f»*i+*)]. 
Da  SiNftkv)  —  2;(iV;4^iXrrf  1;  =  iV/iÄ,  «o  ergibt  t«icb  bieraoa: 

(5) 

^  -  ^*  ^ + t*^-*>f 

+  ^[1  ^Ä-x;~^^>^*- V^*^*^J 

"^"p  jfiir^  

%)  Der  Vevsergar  ist  todt;  der  Vmofgto  lebt  aocb. 

Der  Versorger  starb  im  Jahre,  da  der  Versorgte y -fr  Jahre 

alt  wurde. 

Voo  den  eingetretenen  Paaren  sind  in  dieser  I^age 
(l<9i^r-i''I9ii^)if9,  Von  PrämienaaliluDgeo  ist  jetat  keloe  Rede 
mehr;  die  Aassteuerauszahlung  geschieht  an  (iV^fr-i — i^Vtr)iV}^a 
Paar«.  Was  die  Rdclc Vergütung  betrifft,  so  ist  die  Primiensablniig 
rmal  gescbeben  asd  wird  rilckvergfitet  nach 

einem  Jahre  an  (iV,\fr-i  —  Ni  \r){Nv  —  Paare    von  den  hier 

ivvei  Jabreo  •  (Ni^r^i — xVi-|-r)(iVr+i  —  iV,4.«)  -  in  Betracht 
drei     -       -  (iVif^^i— iVf^)(ZV|h|.s-"/V^i)  -  konmenden. 

u.  s*  n*. 

Daraus  ergibt  sieb,  wenn  JJ  diim  Decicuugsliapital: 

{JV(+,_,-A<+,)iV,l)  =  -  A.+r)Aj+»^f^, 
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Hier  ist  übrigens  y  =  i,  2««...,    — t. 

Zur  gaDzeo  RecbouDg  ist  txk  bemerken,  dass  es  sich  lltierall 
nur  um  die  sogenannten  Nettoprämien  handelt,  die  t.  B.  bei  der 
badischen  Veraergungsanstait  ^%  der  BruttoprKroien  betragen. 

Mittelst  der  Formel  (4)  habe  ich  die  in  den  ^Statuten  abge- 
druckten Tabellen  berechnen  lassen;  es  £!:ebr>rt  seibstvtrstäiid- 
lirh  (iie  Anfertigung  eioiger  HiÜätaieln  dazu  ,  die  aber  auch  ooch 
io  den  lueieten  anderen  F&llen  zu  verwenden  sind. 

IT. 

Die  crestellto  Aufgabe  ist  hiermit  vollständig  erledigt.  Doch 
ist  es  immer  \  ou  Wichtigkeit,  die  f^efundenoa  Formeln  /.ii  kon- 
troliren.  Für  die  1  >pcknngska|»italien  eeschiehi  dies  durch  den 
Grundsatz,  dass  ilie  eingegangenen  Präiulen,  nach  Ah?^:^!.  der  ge- 
machten ATis7:.'ihIungen ,  bis  zu  dem  betreÜenden  Zeltjuinkto  zu 
dem  Betrage  defl  Deckuagskapitals  angenachsen  aein  müssen. 

Betrachten  wir  wieder  die  NiNs  eingetretenen  Paitre»  so  werden 
ihre  Einlagen  bis  sum  Schlosse  des  Jahres,  da  der  Versorger  $l 
Jahre  alt  war,  (mit  Einschluss  der  leisten  Primie)  angewachsen 
sein  auf 

« 

Die  AuNzahlungen  (Rücker.stultungen)  bürden,  als  Kaj»italien  be- 
trachtet (nach  Ii),  angewachsen  sein  auf 

. . . .  +  (iVr-1  -  JSr)  {^Ni-EWt,)-] 

=  Pp^[£iNikj)-£iN^)  l£{JSi£kj)  -  £iNf.£kr)] 

P 

-  (-SiVi  -  £N„)  {kp  -  ^  £k^)U 
Also  ist  der  fragliche  gesammte  Betrag : 
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(7) 

P  V 

Wm  nan  «l«o  GMammtbetrag  der  Decimog^apitalieii  betrifft, 
•e  eind  N^^Nv  Verträge  vorbaDden,  Air  welebe  das  DeckuDga- 
kapHal  naeb  (5)  za  rechnen  ist,  und  (iVj4.r-i«-iV(-{.r)iVv,  fdr  die 
(6)  gUt,  wo  aber  vsl ,  2,....«  yi^i  lu  setsen  ist. 

Darens  folgt,  dass  dieser  Gesammtbetrag  ist: 

♦ 


Pdhrt  man  den  Werth  von  i(  ans  (4)  ein  ood  beachtet,  daiis 
ifpssfi^kw,  ee  bat  n»n: 


Digitized  by  Google 


342  Dtenger:  Bäreekn.  der Jdkri. Prämie MAMHeuerkt^ßUdHenile, 


welches  genau  der  Ausdruck  (7)  ist.  Damit  lai  auch  die  Richtig 
keit  uDserer  Formeln  erwiesen. 
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Ueber  die  »ieo  NaherungpiwerUie  der  periodischea 

Kettenbrucbe 

1  und  ] 


a+i.  «+  1 


Von 

Herrn  Direclor  und  Professor  Dr.  Sirekike 

iu  D  au  zig. 


Der  »te  Nftherangswerth  des  Ksttenlirnchss  1  ist  oseb 
CUoseo^:  ~I 

H  «f- ...  • 

V  or  längerer  Zeit  habe  icb  für  diesso  Werth  den  loigendeu 
Ausdruck  gefuDdeo: 

^  TO  +  TOTi  ^ 


TO — "^^^  ro:4  


Orsii«'«  Jourssi  aee. 
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Der    lite   Nälierungswerth   des   periodischen  Kettenbnichs 

1 

•+S  +  .... 

wenn  n  eine  gerade  Zahl: 


^»-4)^-5K»-6),'^.,'^%.... 


/ 


-  -  ,  (fi-2)(M— 3)  V  .^ip 
i«6«+(ii-l)a  ^  .6  «  +   1^^^ — -a  «  .6  « 

.  («■~3)(n-4)(n-5)  . 


Für  die  Brflche     1  und  1 

I 

I 


i  I 

a  r  fl—  


a —  b  1 

. . .  • 


wechaeln  im  Ztliler  und  Nenner  dieser  Anediflclie  die 
vem  2(en  €ltede  an.  FOr  den  uten  Nlheruigwrertb  dea  Braebw 

1  findet  Man  leiclit  den  Anadniek: 
 1 


Nimmt  mao  a=:2cM6,  so  wird  der  nte  Nfiberongswertli: 

(cos  Ö  +  sin  ö .  \AIIl)n    —  (cosö— sin^V 

cos  110  -f  sin  R<9.  V  — 1 — cosiiÖ+sinii(?.  V  ~l 


cos  (n+l)^+  sin  («  f  1)6.  V -1  —  C08(fi  +  1)Ö  +  sin  (ii  +  1)^ . 
sin  (n  +1)6  * 


] 

I 
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Coflstrucüon  derjeaigen  iiaearen  Differential-Gleichung, 
der  genügt  wird  durch 

(.)  ,=.^^> 

unter      m  und  »  constante  Zahlen  veraianden. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer y 

«OMerordmUicheni  ProfieMor  der  höheren  Mathcuuitik        k.  k.  poij. 


techoiachto  Imtitut»  in  W 


ton. 


Ao«  (1)  folgt  durch  Differenziren! 


«  

und  diese  Gieicbuog  lässt  sich  so  schreiben: 

Dnrcfa  Quadriren  und  daraul  folgende  Multiplicatiut^  derselben 
mit  n-^x  erhält  man: 

(4)   («  +  j?)y»=A«(iii+jr)y» 

Oiffereozirt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man: 

(5)  2(11+^)^^'+^'*  =  2X«(t«+«)3l3f'  +  iV . 

and  ellminirt  man  ana  dieser  Gleichung  und  der  vorhergebenden 
31*»  80  erhält  man: 

(5).  .    (m+a:)(?*f +  — V^(iit  +  «)«^=0, 

apd  diese  ist  die  gewfinschtc  Gleichung. 

Da  in  derselben  i  bloss  im  Quadrat  erscheint«  so  gelaugt  man 
auch  durch  Voraussetaen  von 
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zu  derseibeo  Differentialgleichung ;  demoiich  ist  das  voUstäadige 
Integral  dar  Gleichung  (6) : 

(7).  .  .  yssCie^  •''^  +Cie      ^  •+«  , 

oder  in  asderer  Form  geachrlebeii : 

Die  Gleichung  (6),  sowie  deren  in  (7)  stehendes  Integral, 

sich  für  den  speciellen  Fall  A=  V^— l  im  2ten  Bande  des  Petz- 
vai  sehen  Werkes:  »»Integration  linearer  üifferenttal- 
Gleichungen"  S.  107« 


Uli. 

Note  aber  die  Integration  der  drei  Differentialgleicliuiigeo: 
welchen      B  und  C  constante  Zahlen  bezeidweii. 

Von 

» 

Herrn  Simon  Spitzer, 

au«seroriientllbheiD  Proic'««or  der  höheren  Hatbemstilc  am  k.  k.  pol|- 

ledmisebeo  Inslltnle  in  Wisa. 


Diese  drei  GtelchnDgeo  lassen  sich«  wie  leicht  einBiushes, 
folgeodermaasseD  eehreihen: 

and  Dtin  sieht  man,  daas  aimmtliche  drei  Gieieboogeii  specieUe 
Pille  der  Gleiehoog 

sind. 
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XIiII. 


UeboDgsaafgabeii  für  Schdier. 


V«B  Uemi  ProiBMor  ««4  Oirector  Dr.  Strchlko  in  Das  Big« 

1.  Man  soll  (Jon  Winkel  i  finden,  unter  dem  ein  Körper  geg«n 
den  HorizoTit  e;e^vorfen  werden  niass,  damit  der  von  dickem  und 
dem  parabuliächeu  Bogen  begrenzte  Fidcbenraum  ein  Maximum 
werde. 

Auflösung.  Die  t  befttimmeode  Gleichung  ist  3cos  t^—  sin  i^=>Q, 
folglich  i=^W. 

%  D«B  Wlikel  I  des  Wsrf«  su  hettimiDeD»  wooo  der  para* 
bolische  Weg  oder  die  LSnge  der  Parabel  ein  Haiinran  aeie  aoll. 

Auflösung.   Man  bndet: 


In  dem  diesjährigen  Programn]  der  Ober-Realscbule  auf  dem 
Baueromarkte  in  Wien  hat  Herr  Profrssor  T^nferdinger  fol- 
gende Gleichungen  mit  einer  rubckaiinten ,  deren  LOsung  sich 
aef  iiuadratiache  surficküahreo  Hast,  mitgetheilt : 


*   TfS«  

2.   (1  +  3ä*  +  3^)  (I  -  X  +       =  c«j;«(l  + 
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M  i  s  c  e  1  1  e 

Gelegentliche  Bemerkung;eii  über  mathemaliscbeii  Unterricht 

und  mathematische  Methode. 

(Ich  wonidite,  d%n  mir  tob  Lehr«ni  iler-Miith«iD8Cik  Htmttknagw 
von  Aholieh^r  Tentfem  wl«  tfie  folgeßd«  «iBg«cm4c  verd«o  wfcbtM, 
damit  Ich  d^raut  eine  eigene  Robrik  vnter  obiger  Ueberedirift  enleg« 
könnte,  vao  gewiss  dem  matbematiichen  Vnterrii  1iti>  förderlich  sein 
wurde.  Dther  bitte  ich  um  Eintendung  eolcher  Ueoierknngen.  G.) 

Der  bekannte,  im  Ganzen  sehr  leicht  und  durch  einfache 
Rechnung  zu  beweisende  Satz,  dass,  wenn  eine  ganze  lationaie 
algebraische  Fiinclion  f(a:)  für  einen  bestinmiten  Werth  a  ihrer 
veränderlichen  Grösse  .  also  für  .r~«,  verschwindet,  jederzeit /(xj 
durch  X  —  a  ohne  liest  tbeilbar  ist*),  scheint  mir,  wie  aus  l^ehr- 
büchcni  und  andenveitig  erhellet,  bei'in  algebraischen  Elementar« 
^Unterrichte  bin  und  wieder  vernachllissigf  und  selten  in  denselbeo 
aufgenommen  zu  vrerden,  gewiss  mit  grossem  Unrechte.  Dm 
wurde  mir  vor  einiger  Zelt  wieder  klar,  als  ee  eich,  ohne  An- 
weodung  der  Differeetlalreehnung,  um  die  Bestimmoof 
des  Werthe  handelte,  welchen  die  Grftsee 

-      —  12         jT^-f  5 

für  «s=4  erhSlt,  lodern  dieselbe  lllr  dieeen  Vierth  die  Form  S  ee* 
nimmt,  well  ßlr  «ssi  die  Gritoees 

2aE*~fijr— 12  und  djr>^I7ar-f  90 
beide  verscb winden.  Die  LOeimg  dieses  grossen  Probleme  —  wie 
schon  gesagt,  ohne  An^reudong  der  Differentialreeh- 


•>  \fnn  firnit't  ifrn  Heweis  t.  B.  in  nu-inoni  so  rlion  in  Tierler  Auf- 
lage crschiencril  n  .  Ti  eh  r  h  ti  f  Ii  r  i!  e  r  a  I  I  g  e  iii  c  i  n  r  n  Arithmetik 
für  die  oberen  Klassen  höherer  Lehranstalten.  Uraaden- 
burg.  1864.    §.  239.    S.  196.*' 
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nong,  die  aklit  g«»tittel  «ein  sollte  and  in  diesem  Falle  noch 
nicht  In  Aoepruch  geoommen  werden  konnte  —  wurde  von 
dem  Aoßbiger  anf  dem  Felde  des  mathematlecben  Stadiums, 
dem  die  Aufgabe,  um  ihn  etwas  so  sondiren,  von  mir  Torgeiegt 
worden  «rar,  in  der  erwähnten  Weise  oor  mit  grossem  Umschweife 
und  auf  sehr  holprigem  Wege  gegeben.  Wire  aber  der  obige 
einfache  algebraische  Sats  dem  gelehrten  Cossisten*)  oder  Al- 
ge bristen*^»  der  eine  so  beschwerliche  und  so  weit  her- 
geholle Losung  der  vorgelegten  Aufgabe  gab,  bekannt  gewesen  — 
und  er  konnte  in  der  That  leicht  an  dieser  Kenntniss,  mit  grossem 
Vortheil  für  andere  Fälle,  gelangen  — ;  so  würde  er  sogleich  er- 
kannt haben,  dass,  weil,  nie  scboo  obc^n  bemerkt  worden  ist, 
der  Werth  l  der  obigen  GrOsse  Ittr  «=4  daher  kommt,  dass  die 
Gttaen 

W^^^^n  and  I7;r490 
fttr  47=4  beide  Torsch winden,  und  dass  er  also,  well,  nach  dem 
in  Rede  stehenden  Satie,  eben  deshalb  diese  Grössen  beide 
durch  X — 4  ohne  Rest  theiltbar  sind,  diese  GrSseen  nur  durch 
X — 4  au  dividiren  brauche,  um  das  Gesuchte  sogleich  au  finden. 
Daher  würde,  ohne  alle  Ab-  und  ömschweiff,  in  der  elementar- 
steo  Weise,  seine  sehr  einfache  Rechnung  also  gestanden  haben: 


*)  Bekaniitlirh  Wxcnn  bei  dtsn  dciitdclien  Arithiuetikerri.  nain< milch 
tir«  icehscehnteii  Jahrhunderts,  die  Algelira  lauge  Zeil  die  Cush  oder 
di«  Ucgcl  Cuts;  denn  du  luilicuer,  wcirhe  die  Al^-ebra  in  Europa 
•inffobrten,  haUea  sie  Regol«  oder  Arte  de  la  cosa  genunnt,  weil 
kel  ihoM  die  Wertet  der  Gleich  nag,  alte»  die  «obekaante  GrAase,  Cosa, 
4. Ii.  dioSaelie,  da«  Ding  oder ^a«  Etwa«  (S.  Diflioaarla  portatile 
Italiaae-ladeace  del  F.  Valeotiiii.  Lip«ia.  186S.  p.  lOS.)  biete. 

**)  Algebriata  hei««t  im  Speeieehea  «in  Mann,  der  Beiebrnche 
heilt  und  verrenkte  Glieder  einrenkt,  niao  eine  Art  von  Fetdceheerar 
oder  Barbierer.  AU  Don  Quixute  den  Spiegdrilter  fflni  Pferd«  ttiet«, 
blieben  det  Gefallenen  Kippen  nicht  in  Ordnung,  nnd  er  niuttte  tich  aa 
•iaaiB  Orte  nufhiiUrn,  \ro  fin  sotrhrr  Doctor  tie  tvicdrr  7urecht  brachte: 
Ilegnron  a  im  (inrlilo,  dunde  iiic  ventiira  liallikr  tt  nn  Alg^cbristn 
COO  quifn  «e  rwrn  el  SuiMon  dusj^raciAdo . . . .*',  Dcshsilli  «ni^l  durhfio- 
lio*  in  ^1  u  hiiiiim  udi»  f i  I.  Ketiri,  Fergancu*«  i  a  ,  q  u  i  vnl"-«) 
Alfra;;anii8  dicitur,  elcmeota  As  tronnni  ica,  Aritbii:«  ci  f.n- 
Iis«,  eem  notia*  A  M«tetod.  t6t9."  aaf  der  lUen  Seite  der  Aniutr* 
kesgeni  „Hiac  et  valgatnm  illad  nomen  Algebra  Anaijsia  Mathama- 
licam  aelat,  oipol«  enja«  praecipoom  mann«  «It  comparalioal«  lerml« 
«•a  rodecere  ad  epIaCam  aaqaatioal«  fornenit  et  «peciatint 
eoratedfloi  parle«  ad  inlegrea  redigere."  (A.  O.  Kftalner: 
Anaijsis  endlieher  Gr4e«en.  Dritte  Aafl.  Vorrede.  S.  XII. 
•  nd  S.  Xiil.) 


W  Diniti? 
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X  —412^»  —  &v  —  ]3|3jF  4-3  »-^  4|3a^  —  I7;r  +       -  5 

3x  — 12  -5jr  +  20 

folgllch: 

2a:«~6j;— 12         :g^->-5   (2j:-f  3)  (     -f  n) 

und  daher  flir  «=4  der  Werth: 

C2.4  +  3)(4«  +  5)_  11.^!  21 
(42_5)^.4_ö)     11.7  —  7 

Der  Zfveck  dieser  methodischen  Bemerkung  iöt  kein  anderer, 
als  dem  mehr  erwähnten  Satze  auch  für  den  Elementar-Unter- 
rieht  zu  seinem  sehr  wohl  begründeten  Rechte  zu  verhelfen  uod 
zu  recht  sorgfältiger  Berücksichtigung  bei  demselben,  die  ibm 
bisher  noch  bei  Weitem  nicht  allgemein  genug  «a 
Theil  geworden  za  sein  scheint»  dringend  zu  empfehlen. 

Noch  ein  Paar  Beiepiele: 

Weiches  ist  der  Werth  des  Bruchs 

— 4a?*+af +6 

für  x  =  'i'\ 

Weil  Zähler  «id  Nenner  fttr  ^rsS  beide  verscbwiiideo,  w 
geht  d?— 2  in  beiden  anf.  Also; 

2?  *  —2a:« 

— ar-l-12  — +  6 

— jF~  —5  

Folglich : 


«»—4a?»  +  « -I-  6  ~  (ar— 2)(a*— 2j?— 3)  ~<a:«— 2ar— 3 
Daher  ist  für  or  =  2  der  Werth : 


Digitized  by  Google 


mtcHiem.  a5l 

I>m58  dkr  in  Rede  «tehende  S«tx  ufiers  mehr  »la  elanal  la 
ADwendmg  im  briages  aaia  kaao,  vetateht  sich  von  aelbat,  und 
bedarf  einer  iveiteren  Aoaeinandersetsoi^  yer  miclit,  wird  aber 
defcb  dae  feigeBde  Beispiel  erüetert. 

WelcWe  iat  der  Werth  des  Brochs 


Ar  «s-lf 

Weil  Zihler  oiid  Neneer  flir  jrs^l  verschwindes»  se  Ist  «4! 
eio  Pador  reu  beideo  und  mui  hat  also  folgende  Rechnang  sa 
aadMo: 

;r  +  Hx*  +  7jr» -I- Öar*+ Jf  —  2U»  +  üj:«  +  3*— 2 

ö 

—  bu;' 

^8j:»  — Hg» 

Sx48 

Alse  bat  nae  statt  de.^  gcgebeBeoBraehs  den  folgenden  so  setaen: 

wo  non  aber  Zahler  nod  Nenner  wieder  fdlr  4r=r— ]  beide  ver« 
schwinden,  und  daher  nochmals  mit  «4I  an  dirldlren  Ist: 
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Sfitceiien, 


Also  hat  man  jetzt  den  Bruch: 

«■ — 8a? +  5' 

iD  welchem  man  ««='»1  su  setzen  bat,  wodurch  man  erhilt: 

1^6-2  -  « 

—  148+ö~  +  1-2""  * 

als  Werth  des  gegebenen  Bruchs  für  a:= — 1. 

leh  bitte  den  Zweck  aolcher  dorehaoa  nur  metbodiaebet  Be- 
merkungen wie  voratebende  nicbt  au  rerkennen,  bitte  aber  nocb- 
mala»  mir  durcb  derartige  Einsendungen  bei  der  Erreichung  meiner 
wohlgemeinten  Abaicbten  bebfilflieb  zu  aein. 


Aus  dem  Co  r  re  s  p  o  n  d  e  nz- B  latl  für  die  Gelehrten- 
und  Healscii  ulcn,  herausgegeben  \oa  Kector  Dr.  Frisch 
und  den  l^rofessoren  H.  Kratz  und  C.  Hölzer.  Eilfter 
Jahruanir.  No.  8,  August  1864.  erlaube  ich  mir  den  folgen- 
den Auisut/  des  Herrn  Professor  Reuschle  in  Stuttgart  ab- 
drucken zu  lassen,  da  es  für  niirfi  nur  f<naenehni  sein  kann,  da« 
Prioritätsrecht  eines  so  verdienten  und  tair  8o  befreundeten  Man- 
nes, wie  des  Herrn  Rector  Nagel  in  Ulm,  gewahrt  zu  sehen. 
Die  in  diesem  Aufsatze  erwähnte  Schrift  desselben  ist  mir  nicbt 
bekannt  geworden.  Das  Verdienst  des  Herrn  Harnischmacher, 
desst D  Darstellung  gewiss  eine  eigenthumliche  ist,  wird  übrigens 
nat-h  nieiiion  Ansichten  über  solche  Dinge  dadurch  nicht  wescnt- 
lieh  geschmälert,  dass  er  nicht  der  erste  F-ründer  des  schönen 
Satzes  ist,  der  ja  nun  auch,  wie  er  sehr  verdient,  bekannter 
»Verden  und  allgemeiiie  Benutzung  bei  m  Unterrichte  (inden  wird, 
was  ja  bei  solchen  Sätzen  immer  eine  Hauptsache  ist. 

Im  August  1864.  G. 

Geometrische  Notiz  zur  Wnliiung  einer  l^riorität. 

Im  neuesten  Heft  von  Grunert's  Archiv  (I.  Heft  des  42stefl 
Bandes)  fand  ich  ktiralicb  einen  «Satz,  trelcber  mich  tbeila  wagao 
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•ciMf  SefcSnheit,  thdb  «reff«»  d«r  ang^bfieben  Nevbeit  fitmlieh 
aufregte,  entbalteo  ie  der  kleinen Abbaadlang  »»Oeber cieeoaierk« 
«HIrdigeo  Punkt  dee  Dreiecke*'  vee  Berniecbniaeber  an  Brl* 
loa»  nimtlcb:  die  nacb  den  inaaeren  Berfibningapiiaktea  der 
iSeiten  einee  Dreiecks*)  gezeifenen  Sebelteltimnaveraalen  aebnel- 
den  eieb  in  einem  Pankt  T»  welcher  mit  den  Scbivefpnnkt  8  nnd 
dem  MitCelpnnkt  O  des  inneren  Berdbrkreieee  in  gerader  Linie 
TSO  liegt»  dergeatalt  dass  TS^^SO.  Der  Innere  BerUbrkrela 
aebneMet  vem  Scbeitelatflck  einer  jeden  solchen  Tmnaveraale  ein 
Stock  ab,  wetchea  dem  FnaaatOck  deraelben  Tranarerank  gleleh 
ist  (SebeitelatOck  nnd  Fussstuck  vom  pnnkt  T  an  gerechnet)  nnd 
die  gnnae  TransYcraale  verhält  sich  an  Ibtem  Fnaaallick,  frla  der 
HalbflMaaer  dea  anr  aelbigen  Seite  gehörigen  Inaaeren  BeHflir» 
krelaen  an  dem  Halbmeaser  dea  Inneren  Berfibrkreiaee.  Da  end- 
lich bekanntermaaaaen  auch  die  drei  Punkte,  der  Htbenpnnkt  B9 
der  liittetpunkt  des  umschriebenen  Krelaea  K  nnd  der  Schtrer* 
pnnkl  S,  in  einer  Geraden  HSK  liegen,  so  dass  ebettfalla  BS^^XS» 
an  bilden  die  vier  Punkte  J7,  O,  T  ein  Trapes,  deaaen  DIn* 
gonalendurchschnitt  S  ist**),  und  deaaeo  Parallelseiten  HT  wtA 
KO  sind,  wobei  hT^%gO,  deaaen  Schenkel  KT  enditeb  dem 
Ceberschusa  des  Halbmessers  dea  nmacbrlebenen  Hrelaea  OlNir 
den  Uiirc-hmesjier  des  einbeschriebenen  gleich  lat,  wihrend  he** 
kanntlicb  AO,  d.  b.  der  Abstand  der  Mittelpunkte  den  um*  und 
den  ein?toscbriebe«en  Kreises,  die  mittlere  Prepertionale  fwlacben 
dem  Halbmesser  des  umschriebenen  Krelaea  nnd  Jenem  Ueber^ 
edbnan  (ahm  aagleicb  der  KT)  lat 

Der  Punkt  7* ist  aber  nicht  neu,  er  ist  schon  von  Nagel  in  Ulm 
in  aeinen  frefflicben  MtJnterauchungen  aber  die  wichtigsten 
nnm  Dreieck  gehurigen  Kreise'*  (Leipzig  1836)  mit  jenen 
merlnrgrdigen  Eigenschaften  (ausgenommen  nur,  daaa  i^TsJf—Sr) 
nnfgeatellt  worden.  Und  fiberdien  bat  Nagel  noch  eine  dritte 
nnd  vierte  Pnnktentriaa  anfgeatellt,  mit  welchen  en  aich  ebenao 
vnfblll  wie  mit  USK  nnd  TSO.  Aneb  der  Punkt  F,  in  welchem 
aich  die  nach  den  Inneren  Berfibmngspunkten  der  Dreleclwaelten 


*}  D.  h.  ssch  dra  «nf  den  Se'Utn  «elbst  (aicbl  auf  ihren  Vcrlüngc- 
magen)  iirgrndeR  Pnnblen,  in  wricben  dieselben  ron  dea  drei  ftuaurcn 
Bcrubrkreitca  berührt  «erden* 

IJeberdle«  liegl.  wae  übriges«  nartilcchmacber  aicbt  berdhrf, 
uberaeboatn  der  Anfgnbeneaninilnaip  von  Hol  leben  nad  Oer  wies,  es 
wie  Ton  Nsgfi,  erwähnt  ist.  auf  der  Diaf^ontilr  IfSK  in  deren  Mitte  der 
MiUelpunkl  3/  <les  die  drei  Seilen  det  Dreierk«  lisIfcircnHen  Kreiae«, 
da«*  H.  6',  K  «ter  harntnnhrlir*  Funkte  nind.  —  Anrh  iat  im  ralle* 
■aica  Dreierk,  deeaea  Seiten  13,  U,  16,  die  iiirecke  70 sl. 

Thtil  XUI.  8t 


Digitized  by  Google 


354 


gezogenen  Linien  scIiiMitlen,  und  der  Panitt  P,  in  welchem  sich 
die  drei  Transversalen  schneiden,  die  von  den  Mittelpunkten  der 
drei  Uusseren  BerCihrkreise  an  die  Mitten  der  zugehörigen  Drei- 
eckseiten gehen,  liegen  mit  dem  SchM-erponkt  in  einer  Geraden 
FSP,  80  dass  FS  =  'iSP  ist.  Und  ferner  der  Punkt  in  wel* 
ehern  sich  die  drei  Seheiteltransverealen  schneiden»  «rovon  twei 
von  zwei  Wiokelspitsen  nach  den  Xnesern  Berührungspunkten  auf 
den  Verlängerungen  der  den  dritten  Winkel  einschliessenden  Drei- 
eckseiten gehen ,  die  dritte  aber  von  der  dritten  Winkelspitze  nach 
dem  inneren  Berfihmngepunkt  der  Gegenseite»  and  der  Mittelpunkt 
de0  zur  letztgenannten  Seite  gehürigen  Susseren  Berfihrkreises, 
liegen  mit  flem  Schwerpunkt  in  einer  Geraden  QSÜ,  so  dass 
QS=2ÜS,  Diese  vierte  Trias  ist  selbst  wieder  dreifach,  da  drei 
Combinationen  m&glicb  sind,  also  sind  es  einzeln  gezählt  eeefcs 
solcher  Triaden,  und  der  Schwerpunkt  ist  so  gleichsam  der  ge- 
meinschaftliche Angelpunkt  mehrerer  (zunächst  sechs)  Hebel,  deren 
Arme  ein  gemeinschaftliches  Verhältniss  haben.  Auch  hatte  ich 
selbst  in  meinem  Herbstprogramro  vom  Jahr  1853  in  der  Abhand- 
lung „Ueber  die  Punkte,  Transversalen  und  Kreise  des 
Dreiecks  "  S.  29*  geschrieben :  „  dass  durch  den  Schwerpunkt  noch 
mehrere  Verbindungen  von  jesvrei  Linien  gehen  *),  welche  alle  in  5 
Im  Verhältmss  1:2  getbeilt  werden,  ist  der  schönste  Satz,  wel- 
chen ich  in  Nagel's  Untersuchungen  über  die  Kreise  des  Drei- 
ecks fand",  eine  von  mir  vergessene  Stelle  in  meinen  eigenen 
Schriften,  die  mich  zur  Wahrnehmung  der  Nichtneuheit  des  obi- 
gen Satzes  führte.  Dem  Vergessen  aber  habe  ich  den  erneoer- 
ten  Gennas  beim  Empfang  des  Grunert 'sehen  Heftes  zu  danken. 
Mögen  auch  die  Herren  Grunert  und  Harnischmacher  selbit 
von  der  dem  Berrn  Magel  gebührenden  Priorität  Motis  nebAen? 

Stuttgart,  29.  Juli  ibü4.  Keuschle. 


Satz  vom  ebenen  Dreieck. 

Von  dem  Herauagcbor. 

Aus  den  in  meiner  Abhandlung:  Ueber  die  Entfernun- 
gen der  merkwürdigen  Punkte  des  ebenen  Dreiecks 
von  einander.  ThI.  XXXVl.  Nr.  XVIII.  entwickelten  Formeln 
lässt  sich  ein  interessanter  Satz  mit  grosser  Leichtigkeit  herleitMi 
der  dort  unbemerkt  geblielieo  bt» 


Kimllch  aoMer  der  alibeliaonlen  HSßL 
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Beaticboct  mm,  wie  io  jwer  Abbandlong  (S.  3i9  und  S.  390)» 
in  Beug  maf  du  dort  angMioiniiieDe  rechtwinklige  Coordinaten* 
System  die  Mlttoi|makte  der  vier  BerOlinnigvIireise  de«  Dieiedw 
ABC  durch 

^ar^j,    (Xmif^,   C-*»^»)*  (*cyc); 
80  ist  iwcli  den  Formeln  In  (.a  8),  IS),  1^.  14): 

y  =  ÜKsiniilsioii^siniC; 

y^s:    4/2  ein  4^  cos  1^  cos  4C? 

«ft  SS— 4i?8iniilsintAcosiC, 

y»s  4fteos4il8in|i?cosiC; 

««8  4l{oiniil€osii7aUi4C, 
y«  SS— 4JteosMcMlAa(o|^; 

also,  wie  mau  leicht  ubersieht: 

;r +:r«  4  ^-l-«.»  4i2teofliileos4(l»— aioiif  sInKB-- OK 

f  +     -f    +     =  4 Ü  i sin  i/l  cos  i{ß  —C)-^coi>iA  um  i{ß  —  C)  | ; 

folgOch: 

«+4r«+a:*+«c  =  4l?cos4(/<  +  Ä  — C), 
9H-yo^y4  +y«  =  4Ä  sin  Ki4+Ä  ^  C). 

Non  ist  aber: 

nleo: 

il  +  Ä-C=lW>-2C%  K^+B-C)  =  9(P-C; 
y f  ^* + =  4Ä  cos  C; 

Oders 

Ä  cos  C=  i    +    + +  Jfc). 

Nacb  der  genannten  Abhandlung  §.  3.  2)  sind  die  Coordinaten 
des  MIttelponkts  des  um  das  DreieciL  ^BC  beschriebenen  Krci^e^ 
BsieC  end  JKcosC»  and  ntcb  den  Lebren  der  Slstll[eindbelLanDtlicb 
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die  Coordlnaten  dee  Schwerpunkte  der  Mittelpunkte  der  vier  Be- 
rahningskrefse  des  Dreiecke  ABC,  wenn  man  eicb  dieeellien  mit 
gleiclien  Gewicliten  lieecliwert  denkt,  also: 

Lehrsatz. 

Der  Mittelpunkt  des  um  ein  ebenes  Dreieck  be* 
echriebeiien  Kreises  ist  der  Schwerpunkt  der  Mittel- 
punkte setner  vier  Berübrungskrei se,  wenn  man  sich 
dieselben  mit  gleichen  Gewichten  beschwert  denkt 

Ich  habe  diesen  mir  frOher  unbekannten  Sats  snerst  kennen 
gelernt  ans  einer  vieles  SchDne  enthaltenden  Abhandlung  des 
Herrn  Professor  BeltramI  in  Pisas  Intorno  alle  coniche 
dl  novG  punti  e  ad  aicune  quistioni  che  ne  dipendono. 
Nota  del  Prof.  Eugenio  BeltramI.  (Estratta  dalla  Se- 
rie 11.  Vol.  iL  delle  Mem.  doli'  Accad.  delle  Scienae 
dell*  Istituto  dl  Bologna.  Bologna  1863.  4^,  woerpag.  17. 
auf  folgende  Art  ausgesprochen  ist:  ,JI  centro  del  circolo 
cireoscritto  ad  nn  triangolo  ^  II  centro  di  gravita  dei 
qnattro  centri  dei.circoli  lascrittl  nel  medeslme  tri- 
angolo.** Ob  er  sich  schon  anderwSits  findet,  untersuche  ich 
jetzt  nicht,  weil  darauf  hier  weiter  nichts  ankommt.  Ich  habe 
den  Satt  hier  mitgetbeilt,  um  eine  neue  Anwendnug  der  tos  mir 
in  der  genannten  Abhandlung  entwickelten,  Oberhaupt  an  bemer- 
kenswerthen  Folgerungen  reichen,  Formeln  au  geben,  und  weil 
ich  glaube,  dass  derselbe  —  elementar- geometrisch  bewiesen  — 
zu  Uebungen  benutst  werden  kann,  werde  ich  auch  andere  Be- 
weise, wenn  man  sie  mir  mitautheilen  die  Gfite  haben  will,  gern 
im  Archive  abdrucken  lassen.  Will  man,  wie  es  bei  elementar- 
geometrischen  Uebungen  geboten  sein  dQrlle,  den  Ausdruck 
„Schwerpunkt  vermeiden,  so  kann  man  dafür  „Punkt  der 
mittleren  Entfernungen"  setaen,  wie  solche  Punkte,  wenn 
man  sie  als  der  reinen  Geometrie  angehörend  betrachtete,  ftiher 
nach  Carnot  genannt  wurden.  Auch  benutse  Ich  gern  von  Neuem 
diese  Gelegenheit,  die  deuteehen  Mathematiker  auf  die  Schriften 
der  neueren  italienischen  Mathematiker  aufmerksam  au  maehen, 
die  vieles  Schrme,  auch  (dr  den  Unterricht,  enthalten. 


IMacljtrag  zu  dem  Auf&atae  Nr.  XX  Vi.  in  diet^eni  Heile. 

Von  dem  Herauageber. 
U  dem  Auisatse:  Kugel  der  mittleren  Krammung  des 
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Ellipsoi^s  (Nr.  XXVI.  S.  SS6.  in  dimm  Belle)  Mio  Ich  sieht 
bemniler«  erörtert,  in  weleben  der  Mdee  von  dem  Peekte  {xjß) 
dee  Eilipsoide  anegebeedee  Tiieile  der  Normle  der  lliittelpQDh;t 
iXFZ)  der  Kegel  der  mittleren  Krfimmeng  liegt,  und  will  dies, 
Folge  einer  es  mich  gerichteten  Fkmge,  de  mir  lofKUig  em 
Schlnse  dieeee  Heftee  nedi  einiger  Rnam  ee  Gebete  eteht,  jetit 
nachboleo,  eo  leicht  die  Seche  auch  en  eich  iet,  indem  ich  alle 
a.  a.  O.  gehranehten  BeaelcbniDgen  ohne  weitere  Erllntereng  hei- . 
hebalte. 

Beseichnen  wir  die  1801*  nicht  ghereteigenden  Winkel,  welche 
der  von  dem  Punkte  (xyz)  dee  Ellipeeide  nach  dem  Mittelpunkte 
{XYZ)  der  Kvgel  der  mittleren  Krfimmnag  hin  gehende  Tbell  der 
Normale  mit  dee  poeitiven  Tfaeilen  der  Ceordinatenazee  einschliefst, 
durch  1,  fi,  v;  eo  ist  in  ▼eiliger  Allgemeinheit: 

X^x^  Jicosl,  -f /2co8|»,   Z=  z-|^/2co8v. 

Nach  Nr.  4)  und  Nr.  5)  a.  a.  O.  iet  aber: 

aUo  nach  Vorstehendem: 

jr-* = ««Ml = «»c|(^,)'  +  (|,)'  +  (3)*  J«o.i, 

y— j(«  Äco8,»=aA«^(^)  +(6»)  +(l>) 
Ibiglieb  MMb  Nr.  S)  a,  a.  O.  s 

*l(fO"*»)X?)'S~-~vV'©Xii)X«"' 

wonms  eogleich: 
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folgt.  Bezeichnen  nun  aber  a ,  ß.  y  die  IMI"  nicht  übcrstf.M.if!n- 
den  Winkel,  \\elthc  der  von  dem  I*unkte  (^//:)  aus  nach  dem 
äusseren  Ixuunie  des  KIlipsoids  bin  ^efiende  'I'lieil  der  Nor« 
male  mit  den  positiven  Theilen  der  Coordinatcnüxed  einschlies^t : 
fio  ist,  wie  ich  In  Tbl.  XXXVf.  S.  83.»  worauf  hier  zu  verwei«eii 
erlaubt  sein  mag,  bewieaeo  habe: 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 

coails— 'toaa,   c<M(fi=:  —  cos/?,   cosvs:-^ cos^; 
folgticb : 

JL=180^-a,   f*^J8ü«~/3,  v=lW-y; 

woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  daaa  der  Mittelpunkt  (AKZ) 
der  Kugel  der  mittleren  Krümmung  jederaeit  in  des 
von  dem  Punkte  (^irys)  ans  nach  dem  inneren  Raome 
dee  Eilipaolds  bin  gebenden  TbeÜe  der  Normale  liegt 

Den  Veraneh  allgemeiner  Unterauebangen  über  die  Lage  des 
Mittelpunkte  der  Engel  der  mittleren  Krflmmnag  in  der  Neniile» 
flir  Fliehen  Oberhaupt»  behalte  leb  mir  vor. 


Geometriaeher  Ort  der  Mittelpunkte  aller  durch  denselben 

Punkt  gebenden  Sehnen  der  Flächen  zweiten  Grades. 

Von  Herrn  Dr.  an  Bn4«  in  Iiangeaealaa. 

Die  aligemeioe  Gleichung  der  Flächep  zweiten  Grades  ti»t 
bekanntlich : 

Es  sei  ferner  ein  Punkt  gegeben,  dessen  Koordinaten  f,  ^,  A 
heissen  mSgen.  Die  Gleicbunt^en  der  durcli  diesen  Punkt  L^eheA' 
den  Sehnen  der  gegebenen  Fläche  haben  alsdann  die  Form: 

Wenn  nun  u,  Vt  ^       Coordinaten  der  Punkte  beaeichnea, 
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welebeii  diese  Sehne  die  allgeneine  Fliehe  sweitee  Gradee 
ecboeldet,  se  bat  man  otenbar  aar  Bestimmong  der  Coordinaten 
«,  «,  to  die  folgenden  drei  Gleicbnngen: 

Au*  ^  Bo^  f  Cio<  -I-  ^/>mo  -1^  '2Emo  f  2Fu9  ^^Gu-tWv-^iJw^K^O, 

Setzt  man  die  aas  den  beiden  letzten  Gleiehnngen  resnltirenden 
Werths  von  V  und  to  in  der  ersten  Gleichung  ^n,  und  aelit  man 
der  Kürie  wegen: 

ferner : 
und 

CO  erhUt  man  nach  einigen  leichten  Reductienen! 


Seist  man  weiter: 


so  ist: 


 Q  -dfcW^»   v^g  —  L  g  ±LW, 

»Ä»  —  JH  Q  dcmW» 

Besekhnen  nun  X,  Y,  Z  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der 
Sehnen,  se  erbllt  man: 

f—Xss  g  ,  g^Ys  g  .L,  ^ 


woraus  folgt: 


Xi=C — J  uod  M=  ^  ^ 


Um  die  Gleichung  des  Ortes  tu  erhalten»  setseu  wir  diese 


fr 
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W«rtb6  In  der  ersten  der  Teretehenden  drei  Glelohaiigeii  elo»  und 
es  ergiebt  sieb  als  Gleiebong  des  Ortes  die  folgeedei 


oder : 

A(f-         Big^  F)«+  C(Ä-Z)«+2D(5'-  F)(*-Z) 

Wenn  man  nan  den  Anfanc^spanlct  der  Coordinaten  so  reriegf, 
dass  JCssJfi,  ^— FäFi  nnd  A  — Z  =  Z,  wird,  so  resal- 
tirt  ^ndlicb  als  Gleichung  des  geemetriscben  Ortes  der  Mittek 
punkte  der  Sebnen  die  Gleicbooff: 

s^uXi-f  6Ft-|-cZ^- 

Da  die  sechs  Coefficienten  A,  B,  C,  />,  F,  welche  allein 
das  Kriterium  Rir  die  Flächen  zweiten  Grades  abgeben,  hier  be- 
ziehungsweise dieselben  sind,  ab  in  der  gegebenen  Fläche,  so 
folgt  hieraus  der  Satz: 

Der  geometrische  Ort  der  Mittclpnn  l:tc  aller  durch 
denselben  Punkt  gehenden  Sehnen  einer  Fläche  zwei- 
ten Grades  ist  stets  wieder  eine  Flüche  streiten  Gra- 
des ▼eil  derselben  Art. 

Mao  sieht  zugleich,  dass  dieser  Satz  dem  in  Archiv  Theil 
XLII.  Heft  1.  8. 96  «ber  die  Lloiei»  aireiteii  Grades  roitgetbeilten 
Satte  gans  analog  ist   

M.  vergl.  noch  Thdl  XLIL  Heft  L  8. 1 18.  6. 


Berichtigangen 

zu  der  Abbaudlung  des  Henu  Professor  Durt^ge  Nr.  1.  in 

diesem  Theile. 

^.  3.  Z.  18.  V.  o.  statt  sowie  lies  worin. 
„  8.  „  6.  V.  o.    „   setzt    „  setze. 
„  18.  „  3.    u.    jt   n  f» 
„  24.  „  24.  V.  o.    „    lo^r      „  lOo. 
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lOAW 

Das  reguläre  Siebzehneck  im  Kreise  oder  die  Tbeilung 
der  Kreisperlpherie  in  siebzehn  gleiche  Tlieilc. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Ote  Besclireibong  des  reguläreo  Siebzebnecks  io  den  Kteis 
oder  die  TheUang  der  Kreieperipbeile  In  siebsehn  gleiche  Tbeile 
bat  Docb  sehr  weoig  Eisgang  in  die  mstbemstiscben  LehfUlcher 
und  In  den  geonetriscbsn  Elementsr-Untorrlcbt  gefsnden,  wss 
onter  ailsn  Umatlndeo  sebr  sa  bedanero  ist,  ds  diese  Tbeiinng 
jedenfAlts  sa  den  merlewOrdigsten  und  wicbtigstsn  Erfiadungsn 
der  neasren  Zeit  anf  dem  Gebiete  der  Geometrie  und  Mathemstik 
ai>erbaupt  gebOrt.  Dass  einen  groasen  TheÜ  der  Sebald  blerron 
der  namentlieb  fSr  Anfänger  Immer  einigerroassen  ecbwierige 
Gegenstand  selbst  trSgt,  liegt  vor  Angen.  Die  io  Tbl.  VI.  Nr.  VIO. 
nseb  Herrn  Amiot  von  mir  gegebene  Darstellung,  für  so  elegant 
Ich  dieeelbe  ancb  halte«  iHfrde  sieb  acbon  ihrer  analytiacben  Form 
wegen  nicht  snr  Aufnabme  In  die  geomelriacben  Elemente  eignen. 
In  einem  In  vielen  Bexlebungen  sehr  der  Beachtnng  an  empfeh* 
landen  Buche:  „La  Frömoire^s  Sammlung  von  Lefarsltsen 
und  Aufgaben  der  Elemeotar-Geometrie  (Planimetrie 
und  Stereometrie).  Aus  dem  FransSslsehen  fibersetat 
von  E^  F.  Kanffmann.  Nach  dem  Tode  des  I3ebersetsers 
dnrchgeaehen  und  beransgegeben  ^n  Dr.C.G.Reuscble, 
Professor  am  Gymuaslnm  in  Stuttgart.  Blit  ca.  400 Ab- 
bildungen. 2.Aunage.  Stuttgart  1862.  8.  S.151-*S.165. 
findet  sich  aber  eine  Behandlung  des  fraglichen  Gegenstandes, 
die  ich  für  verhfiltnlssmlssig  so  elnfseh  nsd  leicht,  und  zugleich 
für  so  rein  •geometrisch  halte,  daes  sie  sieb  nach  meiner  Meinung 
sehr  wohl  nur  Aufnabme  in  die  geometrischen  Elemente  eignet* 
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f  Dieselbe  wird  a.e.  O.  oboe  jede  weitere  Nacbweisnog  A.mpere 
sugeecbriebeo.  Ai^e  dem  aogefiibrton  Gronde  baite  ich  es  ftir 
zwedcmSssig  and  der  Tendeos  des  Archivs  nicht  entgegen»  dieser 
naeb  meiner  Meinung  sehr  schönen  Darstellung»  wenn  sie  sich 
aneb  in  einem  leicht  augfinglichen  ^ehe  findet»  dadurch  die  sehr 
SU  wflnschende  weitere  Verhreitong  an  geben  i  dass  ich  ihr»  mit 
einigen  Znthaten  ven  meiner  Seite,  die  folgenden  wenigen  BIStter 
dieser  Zeitschrift  widme. 

§.  2. 

In  Taf.  VI.  Fig.  1.  »ind  aus  dem  Endpunkte  A  des  Durcli- 
messers  AB  eines  Kreises,  dessen  Halbmesser  wir  dorch  r  und 
dessen  Peripherie  wir  durch  p  bezeichnen  wollen«  swei  Sehnen 
AC  und  AD  in  demselben  Halbkreise  gezogen.  Tragen  uir  nun, 
die  Sehne  AC  beibehaltend,  die  andere  Sehne  AD  von  B  aus  in 
denselben  Halblcreis  ein,  so  das»  (Taf.  VI.  Fig.2.  und  Taf.  VI. 
Fi-  3.)  oder  l?e  (Taf.  VI.  Fig.  4.)  gleich  der  Sehne  AD  (Taf.  VI. 
Fig.  I.)  wird;  so  können  drei  verschiedene  Fälle  eintreten,  welche 
in  Taf.  VI.  Fig.2.,  Fig. 3.»  Fig.4.  dargestellt  sind. 

In  dem  in  Tat.  VI.  Flg. 3.  dargestellten  Falle,  wo,  wie  schon 
erinnert,  BE  =  AD,  und 

Are  ilC-f  Are i4i><|» 

ist,  alle  man  von  C  anf  AB  das  Perpendikel  CF  nml  aiebe  alln 
aus  der  PIgur  von  selbst  ersichtlichen  Linien.  Dann  ist  nacb 
bekannten  geometrischen  Sitzen,  die  wir  hier  nicht  einseto  nam- 
haft au  machen  brauchen; 

Atu.BC=^  AC.  Bt:  +  AB.  C£ 
=  AC.AD-t^^Ir.CE; 

AB.  EF  =.  AF.BE -f  AE. BF, 
^.EFs:  AC.AD-i-AE.BC; 

also: 

AC.  4Dss  AE.ßC^^r,  CE, 
AC.AD^Ir,         AE .  BC; 

folglich  durch  Addition: 

1)  ACAD-r.iEi  —  CE). 

Em  ist: 
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die  theilung  der  hretsperijiUerie  in  tieöze/nt  gleiihe  Theile, 

Arc£F=  KxcBF^  KrcBE 

=  p- Are /IF+ Are  BE 
=  p  —  Are  AC  +  Are  AD, 

Are  C£  =  p^  Are  A C—  Are  BE 
=  p — Are  ilC—  Are  J£>; 


2) 


^Arc£/''  =  /I  — Are  Are  AD, 
iAteCE  =5  p— Are  ilC- Are 


SU  welchen  beiden  Bogeo  EF  nnd  CE  als  Sehnen  gehureo. 

In  dem  in  Taf.  V  I.  Fig.  3.  dargestellten  Falle»  wo,  wie  achon 
•rinaerty  wiedemni  B£=s  und 

Are  ACi  ArcAD  >  /> 

iat,  Hille  man  atich  jetat  von  C  auf  AB  dasjPerpeodikel  CF  und 
siolie  die  ans  der  Figur  von!  seibat  eraicbtlicben  Linien.  Dann 
iat  nacb  bekannten  S&tsen; 

AC.  HE  =  AE  BC  f  AB .  CE, 
AC.AD  =  AE,BC\2t,CE\ 

AB,  EF^  AF.BE-I-AE.BF, 
2^.£F=  AC.AD  ^  AE.  BC-, 

aUo; 

AC,  AD=:  AE.nC^2r.CE, 
AC.AD^'ir.EF—AE.BCi 

folglicb  dureb  Addition: 

3).'  AC.ADz^r.iEF^CE^, 


Es  iaC: 


Are  EF  =  Are  BF  +  Are  BE 

=  p  —  Are  A  F  +  Are  BE 
=  p  —  Are  »iC  -f  Are  AD, 

Are  CE  =  Are  AC-^  Are  B£^  p 

==  Are  AC    Are ^Z)  —  p; 


alao: 

4).  .  .  . 

aa  welchen  beiden  Bogen  EF  und  CE  als  Sehucu  geiiören. 


^Arc£F=/'-  \rc  AC  ^  Are  AD, 
(Are  C£  s  Arc^C  -|-  Arcili^^p; 
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In  dem  in  Tnf.  VI,  Flg.  4.  dargeitellten  Falle,  wo»  wie  echon 
erinnert,  ßC=sAD,  nnd 

AreAC^  Are  AD 

Ist,  Olle  man  wieder  von  C  aef  AB  das  Perpendikel  CF«  Dann 
iiat  man  ala  aweifachen  Anadmck  den  doppelten  Filchenialialta 
des  rechtwinkligen  Dreiecke  AßCt 

AC.ßC=  Aß.iCFzs  iAB,  CF, 

alao: 

5)  .  .  .  .  ^C.i40=r.CF=r.Chord(«Arci<0 

sr.Cbord(2Arc^O). 

§.  3. 

In  der  Weise,  wie  aus  Taf.  Vi.  Fig.  5.  von  selbst  ersichtHch 
ist,  denken  wir  uns  nun  den  Kreis  in  siebzehn  gleiche  Theile  ge- 
tbeilt,  und  in  dem  einen  der  beiden  Halbkreise  die  sämmtlichen 
von  O  und  ausgehenden  Sehneu  gezogen.  Als  Maasseinheit 
für  alle  Bogen  nehmen  wir  den  siebzehnten  Theil  der  Peripherie» 
setzen  demzut'oige : 

6)  p  =  8*, 

und  betrachten  nun  zuvörderst  im  Allgemeinen  das  i^roduct 

OAm.  OAm» 

indem  wir,  was  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden «  zulässig  ist, 
annehmen,  dass  f?t  <  n  sei. 

Hiebei  können  die  drei  folgenden  Fille  eintreten: 

m-|-n>8,   m-t-n^8,  m-^n^H, 
Wenn  m +  11  >  8  ist»  ao  ist: 

III  +  »  ^  9, 

alee: 

17-(m  +  n)^  17  —  9,    l7-(w  +  n)^8; 
folglich  jedenfalle: 

17^(m-fii)<8|. 
Wenn  m-|-n<8  ist,  so  ist: 

17— («<!-»)>  17-8,  17-(m4-ii)>g; 
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aie  Th€Umt§  der  Kreiifitrtpketie  in  sieHehn  gteUke  TkHie,  365 
folglich  jedeofalla : 

l7-(»+ii)>8|. 

Wenn  m  -|-n  =  ^  ist,  so  ist: 

17— (rn-fn)  as  17—8,   17— (« =  9; 

folglich  jedenlalls: 

17— (m-l-ii)  >  IH.  ^ 

Weoo  also: 

1»  +  n  >  8,   wi  -f-  71  8 
ist,  so  ist  reapeetive: 

17— (m  +  nj  <  84,    17  —  (m  +  m;  >  bi. 

In  rier  oben  aogagabeoeo  Maasseinheit  auagediückt  tat  affeD- 

bar  allgemeia: 

Are  OAm  +  Are OAn  =  (84-  w)  +  (84— »)  «  17  — 
nod  oacii  dam  Vorbargabendeo  iat  also,  waan 

m-|>ii>8,  m-fii^S 

ist,  raapactiva: 

Are  OAm  i-  Are  OAn  Are  OAm    Are  OAm  >  H 

odar  reapaefiva: 

Are  OAm  4*  Are  OAm  <  p,   Are  OAm  ^  Are  OAn  > 
Sei  aan: 

I.  mfit>8, 

und  folglich  nach  dani  Vorhargahaodao: 

Are  OAm  -1^  Are  OAn  <^p> 
Oiaabar  iat.  Imroar  mit  Batug  auf  die  obiga  Maaaaaiahait: 

p  -  Are  0^»f  Are  OAn  =  «4  -  (84-« .  +  (84^11)  =  84  -  (»— m>, 

|i-ArcOil«i-ArcOil.=84-(84-ai)-(84^n)=84-ll7-.(i«+n)l; 

ai«o,  nie  «ogleich  in  die  Augeu  fäilt: 

p—  Are  OAm  +  Are  OAm  =  Are  OAm^ , 

/t*  — ArcOj«— Are  OAm  =  \iQOAu^n^)\ 
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folglich  oacb  1)  und  2): 

7J.   .   .   .  OAm»OAm^r.{OA»~m^OAt7-(m-^m)l 

Sei  ferner: 

II.   f/i  +  «  8, 
und  folglich  nach  dei»  Vorhergehenden: 

Are  OAm  -f  Are  OAn  >  p» 
Offenhar  ist,  mit  Bezug  auf  die  obige  Maasseioheit: 
p  —  AtcOAm  +  ArcO^»  =  8i  -  (8^  -  m)  +  (8i—  «)  =  ö^— («—«•), 
Are  OAm-¥  ArcOA.  -  ps(8i  -  mHiH^n) — 8|=8|— (n  f  m) ; 
also,  wie  eogleicb  in  die  Angen  ßUlt: 

p  — Are  OAm  -f-  Are  OAn  =  Are  OAm^m, 
Are  OAm  -f  Are  O^«  — =  Are  O^n^.« ; 
folglich  nach  3)  und  4): 

8)  OAm.OAn=r.{OAn-^^OAn^m\' 

Mittelst  der  Formel  5)  erhält  man  nun  sehr  leicht  aus  Taf.Vl. 
Fig.  5.  die  folgende  Reihe  von  Gleichangeo: 


T .  AffA^i 

OA^t  AffA^ 

OA^ .  AqA^ 

r .  A(^Af^ , 

OA^  •  AqA^ 

r«  AoA^  t 

OA^»Af^^ 

r.Af^Äff 

OA^ .  A(tA^ 

T»A(iA^f 

OAj  •  AffAj 

v.AqA^  » 

OAf^,AoA^ 

r.AoAi  *); 

alifo  durch  Multiplieation  auf  beiden  Selten,  wenn  man  sugleich 
aufhebt,  was  sieh  aufheben  liest: 

9)      OAi .  OA^ .  OA^ .  OA^.  OA^ .  OA^ .  OAj .  OA^  =  r«. 


*)  Man  hat  beide  in  5)  für  da«  dorlige  l^rodacl  angegebene  Aue- 
drücice  in  Anwendung  lu  liringeo. 
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die  TAeiiuuy  der  h'reiapetipherie  in  siebzehn  gleiche.  TheUe,  $ß)J 
Auf  dieselbe  Weise  ist : 

0A^>  A^A^  —  Tm  Af^A^ , 
O/Ig .  AqA^  =  r .  AqA)  ; 

aUo  durch  Multiplication,  trenn  man  sugleicli  enfliebt,  was  «ich 
aufbeben  iSesl: 

OAi .  O/ia .  OJ^.  OA^  =  r*; 

und  wenn  man  nao  hieraiit  in  9)  dividirt,  so  erbSit  man  die  bei- 
den  folgenden  Gleichungen: 

<  OAi  O Ja  OJ^  = 

(  O  J, .  0/4».  O^e .  O^r  =  r«; 

«reiebe  man  aocb  auf  folgende  Art  schreiben  kann: 

j,.  ^  iOA^  OA^)x{OA^,  OA^)  =  r*. 

Nach  7)  und  8)  ist  aber: 

Oil,.  Oila  s  r .  (Oids  —  Oilr) 

«nd: 

OA^MA^-^T.{OA^^^OA^\ 
also  nach  11),  wenn  man  der  Kflne  %vegen: 


"••••1;: 


*)  Mittelst  «lelosr  Faniiela  f)  und  •)  «srden  all«  Vervandlangen 
▼OffsUdieader  Art,  wie  ^ic  im  Ful^rciulen  noi  h  sihr  oft  torkoniiiicn  wrr- 
doD,  Stet«  mit  drr  }(rö««leii  Lsichtiglteit  und  Bo«timmtheit  ausgeföhrl, 
WS«  der  Driiitif  hlt'k  wr^en  hier  an  dsQ  obiges  Prs^aclsn  norh  bMee- 
dcrs  erlantcrl  werden  mag. 

In  OAt*OA^  isc  l-|-4s5<8,  also  aaeh  8): 
ia  OA^mOA^  Ist  2-|-f)=sl0>8,  also  nach  T): 
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13)  MN^^,  PQ=tf*, 

Hiernach  rind  also  die  beiden  Producte        und  PQ  bei£annt. 

$.  5. 

Nach  1*2)  und  13j  ist: 

(OJ,  -I-  Oile)(Oi4,  —  04«)  =  f*; 
also,  WQtkü  man  die  Multiplicatiunen  auf  der  linken  ^eite  auafübit: 

folglicb  oach  7)  und  8): 

r  =    OAji  -  OA^ 

+  O^,  ^  O/l. 

—  O^,  + 

<  -  t(Oils+  04t)  -  (OAi  —  044)  I 

und: 

+  O    -  OA^ 

—  OA^-OA^ 

_  ^     I  (OA^  -f  0^6)  -  ( 0/le  -  OAr)  I 

<  - 1  ( O^,  +  O.^) — ( O/Ij  —  OA^ } 

la  0A^,OA^  Ul  S-|>6  =  H,  aUo  nach  8): 

In  OA^.OAr  Ul  6-f  7=:]a>8,  aUo  nach  7): 

üAt.OAy  szr,\0A7-(i^0Ai7~(i+6)\  =  r.^OA^^OA;), 

Auf  diete  Weit«  gelaai^l  nan  in  allen  Pillen  •chnell  oad  «icb«r 

zuiu  2icl. 
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Ana  beiden  Recbnongeo  ergiebt  sieb  deniDaebl  die  Gleiebong: 

14)  iV)— (P— Q)  =r. 

ee  daae  eise  die  DiAfereni  auf  der  IlDkea  Seite  des  Gleicbbeita- 
aeicbena  eine  belcanate  GrSeae  iat 

§.  6. 

Naeh  1%)  iat: 

aUe»  wenn  man^inaltiplleirt: 

(ilf-ZV)(P-ö) 
8B  OA^. 04i-f  OA^.  OAt  —  O^.  OJ^^  OA^. OAr 
i-  OA^^OA^^  OA^.OA^^OA^.OA^'^OAf.OA^ 

—  OAi .  O/la  -  OAi .  O/ij  +  Oil|.04,  -  OAi .  OJy 
+  0^3 .  0/<4. 0^4. 0/l^  +  O.J4.  O^, 

felgUcb  naeb  7)  ond  8): 

iM-NHP-Q)^  ^^^^^ 

i^OA^^OAf 

^OA^—OA^ 

—  Oila-l-OilB 

—  O  J4  —  OA^ 
+  0.4ft  +  OAr 
^OA^^OA^ 
-^OAii^OAr 
'^OAt-'OAt 

—  0/1,+  OAr 
+  0/f3  -  O/fe 

^MiOJ^-k-  OA^^—iOAg  -  044)1» 


370      G runer t:  Dat  reguiäre  SfeöneAneck  im  KreUe  oder 
also  offenbar: 

und  daher  nach  14); 

15)  (Äf-iV)(P-.«)  =  4r* 

(Inss  also  das  l'i  ndijcl  auf  der  linken  Öeite  des  Gieichheita»- 
zeichen$  eine  beitauiite  Grösse  i^i. 

Nach  7)  Ist  endlich: 
also  nach  12): 

und  daber  hiernach  und  nach  12): 

16)  .  .  .  .  OA^'-OAt^N,  OJU.OAf^rQ. 

Der  in  den  vorhercfchenden  Paragraphen  i^^efundenen  Glei- 
chungen bedient  man  sich  nun  zur  Auflösung  unserer  Aufgabe 
auf  folgende  Arf: 

I.  Mittelst  der  Glsichaogen  14)  und  15),  ofimlich  mittelet 
der  Gleichungen: 

bestimmt  man  die  nach  den  Formeln  13)  offenbar  positiven  GrSs« 
sen  M^N  und*  P—Q,  wodurch  sieb 

ergeben  möge. 

II.  Mittelst  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  und  der 
ersten  der  beiden  Gleichungen  13),  nSmlich  mittelst  der  Gleichungen: 

iV  =  /,   ilfiV  =  r». 

bestimmt  man  die  nach  den  Formeln  18)  offenbar  positiTen  Gros- 
sen M  und 

III.  Mittelst  der  zweiten  der  beiden  Eodgleicbuugen  in  1. 
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und  der  zweiten  der  beiden  Gleichungen  13;,  uümlicli  uiUielst  der 
beiden  Gleicbuogeo: 

bestimmt  man  die  nach  den  l^urmeln  12)  offenbar  pusitiven  Grüe- 
äen  P  und  Q. 

IV.  MitteUt  dw  beiden  Glelcbungen  16)»  otmllch  mittelet 
der  GleiehttDgen: 

0-4e-  OA,  =  N,    OA^,  OAr  =  rQ, 
fiodet  maD  OA^  ood  OAf*   Tiügt  man  diese  beiden  Linien  ida 


in  den  Kreie  von  O  —  einem  beliebigen  Punlcte  der 
Peripberle  —  ann  In  den  Kreie  ein,  so  iet  die  Dilerena  der 
beiden  entaprecbenden  Bogen  der  eiebsebnte  Theil  der  Peripherie, 
und  dessen  Sehne  die  Seile  des  In  den  Kreis  xn  beschreibenden 
regttliren  Siebaehnecks,  welche  gesnehl  wurde. 

Uleraua  siehl  man,  dass  die  Coostructien  des  regulären  Sieb- 
sehnecks  lediglich  anrffckkommt  auf  eine  mehrfache  ond  snccesslve 
Anwendung  der  folgenden  einfachen  geemetriscben 


Wenn  a,  b,  c  beÜebige  gerade  Linien  von  bestimm- 
ter Länge  bezeichnen:  unter  der  V oranssetsung,  dass 
jT  groBser  als  »/  sei,  die  I^inien  a  und  y  so  au  bestim- 
men, dass  den  beiden  Gleichungen 

ar— ^=e,  jry=6e 

genflgt  wird. 

Auflösung. 

Wenn  6  =  c  int  und  die  beiJeu  Oieichungeu  liaiier 

x—f  «s  e,    jey  s  ^ 

siiui .  hu  befichreibe  man,  w  ie  Taf.  VI.  Fig.  6.  neij^t,  über  AB=.a 
ais  liurchmesaer  aus  C  als  Mitteipunlit  einen  Krei^,  «rrichte  auf 
den  Durcbroes&er  AB  in  B  ein  l*erj>endil<;el  BD  =  b,  und  tiehe 
durch  C  und  D  eine  Gerade,  weiche  den  K.rei<i  in  deu  i^unliten 
E  und  F  schneidet,  so  ist 
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Denn  nach  bekannten  SStzen  ist*. 

also : 

wie  verlangt  trorde. 

Wenn  nicht  6  =  ü  und  etvra  6>c  ist,  so  beschreibe  man, 
wie  Taf.  VL  Fig.  7.  aeigt,  Aber  Aß=b  als  Ourchmesser  eineo 
Uaibkrois«  eebnelde  auf  AB  ▼od  B  ans  BC  =  e  ab,  errichte  io 
C  auf  AB  ein  Perpeodikel  CD  bis  su  dem  Halbkreiee,  und  siebe 
BD»  Auf  BD  trage  man  BE  =  n,  welches  giOsser  oder  MelBer 
als  BD  sein  kann,  ab,  beschreibe  dber  B£  als  Darcbmesser  aus 
F  als  Mittelpunkt  einen  Kreis,  errichte  In  B  auf  B£  ein  Per* 
pendlkel  BGssBD,  und  lege  durch  F  und  Cr  eine  Gerade, 
weiche  den  aber  BE  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  In  S 
und  /  schneidet ;  dann  ist 

Denn  es  Ist: 

OH  —  (ßJ  =  HJ  =  ßK  =  a  > 
GB.GJ^zBO^^BD»^  dB,ßC==öc; 

also: 

«— y  =sa,     j?y  Ä  6c; 

wie  verlangt  wurde. 

Nichts  weiter  als  eine  niederholte  Anwendung  dieser  einfa- 
chen geometrischen  Aufgabe  erlordert,  wie  schon  erinnert,  nach 
§.  8.  die  Beschrcihung  des  regulären  Siebzehnecks  in  den  Kreis, 
was  sich  auch  leicht  zu  einer  Gesaramtconstruction  dieser  rega- 
ISren  Fimir  zusammensetzen  lässt.  üanlber  mich  weiter  zu  ver- 
breiten, halte  ich  aber  hier  für  unnüthig  und  unnGtz,  würde  jedoch 
dessenungeachtet  solche  muglichst  elegante  Constructionen,  wenn 
man  sie  mir  mitzutheilen  die  Güte  haben  vroilte*),  gern  in  das 
Archiv  aufnebmeD. 

t.  10. 

Aus  der  Seite  de^  Siebzehnecks  erhält  man  sogleich  die  Seite 
des  Vierunddreiöeiigecks,  kann  dieselbe  aber  auch  unmittelbar  auf 
folgende  Art  linden. 

'  *)  Eiae  Constriictlon  dieser  Art     in.  Tbl.  VI.  S.&4.  ff.  Taf.  II.  Fig.  4. 


Digitized  by  Google 


die  Theiiung  der  Kret$peripherie  in  sieö%eün  gleiche  Theile.  373 

Man  erhält  N  and  P  auf  dieselbe  Art  wie  in  §.  8.,  ond  k«DDt 
aleo  sunäcbst  die  Summe 

Nach  7)  ist  aber 

i>o  dass  mau  also  die  beiden  Gleichungen 

bat,  mitttolst  welcher  OJ^  '^'"^  ^^^U  geTundeu  werden  kuniu'n,  in- 
dem man  bemerkt,  daöis  OJg,  welches,  wie  «ich  aus  Tat. VI. 
Fig.  5.  äugleicb  ergiebt,  die  Seite  des  Vierunddreissigecks  ist, 
immer  die  kleinere  der  beiden  Grüs^en  OA^  und  OA^  ist 

Sacht  man  zwischen  den  beiden  belcannten  Geraden  r  und 
«vf  bekannte  Weise  die  mittlere  Proportionallinie,  und  beieichnet 
dieselbe  dnrch      eo  werden  die  beiden  obigen  Gleichangen: 

OA^  +  O    =  P ,     OAt  .OA^=z  S. 

Zieht  man  also  in  Taf.  VI.  Fig.  a  die  Linie  AB=P»  be- 
schreibt über  derselben  als  Durchmesser  einen  Halbkreis,  macht 
AC^  AO^,  also  BC=  OA^,  und  errichtet  in  C  anf  JA  ein  Per- 
pendilcel  CD  bin  mm  Hnlbitreise.  so  iet 

Cm  =  AC.BC=  OA^.OA^  =  S», 

also  CD  =  S,  womne  sieb  nach  onmitteibnr  ergiebt,  daae  immer 
^<  |P  iat 

Ueberhaupt  kommt  die  Uestimmung  von  OA^  und  OA^  aut 
die  Bestimmung  zweier  Linien  y  aus  swel  Gleicbongen  von 
der  Form 

Mrilcb.  ^  Zo  dem  Ende  nlebe  man  in  Taf.  VI.  Fig.  9.  die  Linie 
AB  8  a,  beachrelbe  Aber  deraelben  ala  Onrchmenner  einen  Halb- 
klein,  errichte  etwn  in  B  ni  AB  ein  Perpendikel  BBssb,  and 
aielw  dveb  E  mit  AB  eine  Parallele,  welche  den  Halbkreia  in 
D  nnd  D'  ocbneldet.  Fftllt  man  dann  von  D  anf  AB  das  Per- 
pendikel CD,  ao  iat 

AC^BCss  ABsiü,     AC.  BC^  CDß  s  BJS^  ^  6* 

nad  AC  mu!  ßC  liefern  also  die  Werthe  der  beiden  uobekauuten 
GrOsaen«  von  denen  BC  die  kleinere  ist,  deren  man  bei  der  Be- 
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Stimmung  der  Seite  des  VieranddreissiKecka  naeh  dem  Obigen  be« 
darf.  Dass  im  Allgeraeioeii  die  Bestimmung  der  Lwien  dr»f 
mittelst  des  Obigen  nur  mSgiieh  ist,  wenn  von  der  darch  E  mit 
AB  gezogenen  Parallele  der  Halbkreis  wirklich  getroffen  wird, 

d.  b.  weoo  6  '^|a  ist,  versteht  sieb  von  selbst. 

La  Fr^moire  hat  sich  a.a.O.  iS.  IT'J  ;iuch  mit  der  numeri- 
sehen  Berechnung  der  Seite  de8  regulärpn  Vieninddreissigecks 
beschäftigt;  er  gieiit  liatür  den  folgende«  Aufdruck,  wenn  r  de« 
Halbmesser  des  Kreises  bezeichnet: 

j-H^  VI7  +  V34-2VI7  } 
* ?  — 2 V(17  +  3 V 17  +  Vl7Ö— 26V17 - 4 V  ;i4  +  2vn)> * 
oder,  ooeii  weif  er  vereinfacbt: 

.r|-.l+Vl7  +  V34^2vl7— 2V(17  +  3Vl7-V^r7af3»Vir)». 

Eine  sehr  vollständige  Berechnung  des  regulären  Siehzehn- 
ecks hat  Paucker  angestellt  in  seinem  sehr  vieles  Gute  ent- 
haltenden Buche:  Die  ebene  Geometrie  der  gerades 
Linie  und  des  Kreises,  oder  die  Elemente.  Erstes 
Buch.  Künigsberg.  1823.  S.  263- S,  26ü/'  Er  findet  filr 
die  Seite  des  regulären  Siebzehnecks  den  folgenden  Ausdruck: 

V 134-2V17— 2V  34— 2V17-4V(17+3Vl7-V  170+  38 

Dass  ich  iiir  die  vollständige  RIcbtigkeit  aller  dieser  numeri- 
schen Ausdrucke  nicht  stehen  kann,  versteht  sieb  von  selbst,  da 
ieli  sie  nicht  anch.  selbst  entwickelt  habe. 


Anmerkung. 

Bekanntlich  hat  Gaosa  den  folgenden  allgemeinen  Sais  be- 
wienen: 

Wennri  eine  Primzahl  »md  «  —  1  =  '2'*3ß5if. ...  i  s  ( ,  s  o 
läss  t  Hl  rh  d  i  e  Thei  In  n  ü  des  K  r  eis  es  in  n  gl  ei  che  T  heile 
zurückfuhren  auf  die  Losung  von  a  Gleichungen  dci 
zweiten  Grades,  ß  Gleirhnneen  des  d  r  i  tten  G  rad  es, 
y  Gleichungen  des  fünften  <jrades  u.  s.  w. 

Fflr  ß^p»  y  =  0,  U.0.W.  Ist  fi^l=:2^»  fis:2«-f  1«  aal 
es  iSsst  sich'also  sagen»  dass,  wenn  2«-|-l  eine  Primzahl  ist, 
die  Thellang  des  Kreises  in  2*-f  1  gleiche  Theile  Immer  aosgs- 
flibrt  iverden  kann  dnrch  die  blosse  AaflOmg  quadratischer 
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Gleiciimgea^  also  bloM  dvrdi  die  HiUniittel  der  elenentwen 
Gceaietric^  bloss  nittetst  der  geiedeo  Linie  and  dee  Kreiiee  oder 
mitf  eist  des  Lineals  and  dee  Zirkels.  Die  Zahl  17  iel  eine  Prfm* 
sabl  and  es  ist  17  =  16-1- 1  —  1-  Auch  die  Zabl  2S7  ist  eine 
MmsaU  and  267  ss2S6^l  NatOrlich  gehSren  diese 

BenierkangeD  Olier  eine  der  tiefsinoigsten  Tlieorieen  gar  nlekt 
«resentlleb  bierher  nnd  tar  Sacbe,  da  dieser  Aofsats  darcbaas 
ond  nar  eine  eiementare  Tendens  bat  leb  kann  ^ar  vHlnseben, 
dass  das  Obige  Aofnabaie  in  die  Lebrbfieber  der  ebenen  Cieome» 
trie  finde,  vreaa  es  mir  aHerdings  geeignet  ta  sein  scbeint,  indem 
fioe  noeb  einfacbere  and  necb  mebr  elementare  Darstelloog  des 
betrefenden  wicbtigen  ond  so  sebr  interessanten  Gegenstandes 
ancb  frebl  scbirerlieb  mGglicb  sein  dflrile.  Sollten,  obne  die 
Strenge  nnd  Besttmoitbeit  der  Darstellung  sa  beelntricbtigeo, 
nocb  Verclofacbaiigeu  gefunden  trerden,  so  wird  jedenfalls  deren 
MittbelloDg  im  Arcbive«  am  die  leb  reebt  sebr  bitt^  sebr  an  wfin- 
sdlen  ond  mit  liesonderem  Danke  aafianebmen  sein« 


Integralion  der  i>ifferential-Gieichung 
(1)      (m+jr)(ii+«)y"+  (i«-.«)y-l«(m4*)«^  =  0, 
in  welcher  /m,  n  und  a  cunstaiUe  Zahlen  öiud. 


Herrn  Sim^n  Sfii%€r, 
•niMrord«ntlfrfcem  Profetivr  der  hAktros  Matkemttik  sa  k.  k.  |iol^- 

techniaeben  Institsle  sii  Wien. 


Diese  Gleichung  ist  ibrer  Form  nach  Sasserst  ähnlich  der-  > 
jenigen  Differentialgleichung,  zu  der  wir  gelangt  sind,  indem  wir 
partielies  Integral  in  der  Form 


Vun 
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voravssetiteii;  das  Integral  d«r  Gleichung  (t)  aber  ist  der  Form 
naofa  weeentlich  verecbiedeo  Ton  der  Form 

Setzt  mao 

(3)  («+«)*"  =  A«(«+«)i, 
so  lässt  sich  diese  Gleicbuog  leicht  iotegrireo. 

Ottreh  Differensiren  der  Gleichung  (3)  erhUI  man: 

(4)  (« + + =  A«(m  +  x)z'  +  k*t. 
Elimittirt  man  ans  (3)  und  (4)  das  z,  so  erbSlt  man; 

(iii+«)(»-|-ar)i'«+im-?*}»'' ~  A«(m+«)V  =  U. 
und  seist  man  hierin 

»•=». 

so  erhalt  man  :  « 

(m+«)(«+«)y»  +(«,_n)y-.ie(« +af)^  -b  0.  (1) 

Ist  deiniiach  das  lutegral  der  Gleichung  (3) 

80  ist  das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung; 

*)  Der  Aufsatz,  naf  welchen  oben  im  Eing^angu  tlit'«es  Aui«ui2et 
Bezug  genoimucii,  üatlet  sich  im  drilten  Hefte  diese«  Theil«  Nr.  XL. 
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Die  III erk^^ürd igen  Geraden  der  dreiseitigen  körper- 
lichen £cko  und  ihre  Bnifernungen  von  einander. 


Die  merkwardigen  Geradeo  der  dreiseitigen  kSrperlicben  Ecke 
eiod  als  merkirürdige  Punkte  des  »phärischen  Dreiecks  schon  Qftera 
Itebandeit  worden ,  und  diese  Punkte  sind  allgemein  bekannt  Man 
bat  sieb  aber,  so  viel  zu  meiner  Kennfniss  gekommen  ist,  bisber 
nur  auf  die  ersten  und  einfachsten  GrundzOge  dieser  Theorie  be- 
scbrftnkt,  und  aligemeine  Lagenbestimmnngen  der  merkwürdigen 
Geraden  der  dreiseitigen  körperlichen  Ecke,  so  wie  Formeln  für 
die,  natflriich  als  Winkel  oder  angntir  aufsnfasaenden, 
Entfernungen  derselben  von  einander,  sind  meines  Wissens  noch 
nicht  gegeben  worden,  wenigstens  noch  nicht  in  der  gehörigen  All- 
geroeinheit und  erfordcrlicben  Vollständigkeit.  Der  vorliegende 
Aufsats  soll  daher  diesem  Gegenstände  gewidmet  sein. 


Wir  denken  uns  eine  dreiseitige  kßrperllebe  Ecke,  welche  von 
den,  von  dem  Punkte  O  ausgebenden  Geraden  OJ,  Oi9,  OC 
ßebildet  wird.  Die  von  den  Ebenen  AOB^  AOCi  BOC,  BOA\ 
COA,  COB  gebildeten,  an  den  Geraden  OA,  OB,  OC  nach 
den  inneren  Ranme  der  Ecke  bin  liegenden  Winkel  beteichnen 
wir  respective  tlurch  A,  C;  und  die  «Intselben  gegenfiberlie- 
gendeo  Seiten  BOC,  COA,  AOB  der  Kckc  respective  durch 
a,  6,  c\  gana  eben  »o  wie  die  Winliel  und  Seiten  des  der  Ecke 
eptspreehenden  sphärischen  Dreiecks. 

Tbtll  XLII.  26 


Von 

dem  Ilernusgeber. 


{.  1. 


§.2. 


378    Grunert:  Die  merMrd^/en  eertiätn  der  drHeeMptn 

Allen  nosereo  folgcndBii  Betrachtungen  legen  wir  ein  reelit- 
winkliges  Coordinetensyetem  der  mfp  lu  Grund«,  dessen  Anfang 
der  Punkt  O  ist;  die  Gerade  OA  sei  der  positive  Theil  der  Axe 
der  ae,  die  Ebene  AOB  sei  die  Ebene  der  ^>  und  in  derselben 
werde  der  positive  Theil  der  Aze  der  y  so  angenommen«  das« 
er  mit  der  Geraden  OB  auf  derselben  Seite  der  Aze  der  s  Hegt; 
den  positiven  Theil  der  Axe  der  z  nehme  man  aber  so  an,  dass 
er  mit  der  Geraden  OC  auf  derselben  Seite  der  Ebene  der  xy 
liegt.  Bezeichnen  vtxr  unter  diesen  Voraussetzungen  die 
nicht  abersteigenden  Winkel,  welebe  die  Geraden 

OA,    OB,  OC 

mit  den  positiven  Theilen  der  Azen  der    y,  t  einsebliessen,  dorcb: 

t^o»  «1»  «t;  ßo»  ßif  ßti  Yo*  yi» 

so  ist  offenbar: 

«0  =  0,      «,  =  IK)',  aj|  =  tlO"; 

fc  =  c,     A  =  ±(90o-e),  h^^; 

yo  =  *.    yi=n*  n^Hi 

wo  nnn  noch  die  Winkel  yi  und  einer  näheren  Bestimmung 
bedffrfen,  die  wir  Jettt  geben  wollen. 

In  der  Geraden  OC  nehme  man  einen  beliebigen  Punkt  JU  an, 
dessen  Entfernung  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  O  n-ir  durch 
r,  und  dessen  Coordinaten  in  dem  angenommenen  Coordinaten- 
syFtenic  wir  durch  r,  n,  7  bezeichnen  wollen;  dann  ist  bekannt- 
lieh  in  völliger  Allgemeiubeit : 

f  —  reosyo*  V  =  i^cos  yi ,  |  =  reos/«. 

Denken  w  ir  uns  nun  von  dem  Punkte  M  auf  die  Axe  der  x  ein 
Perpendikel  p  geföiit,  so  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  in  völliger 
Allgemeinheit 

p=:rsin6 

Ist.  Wenn  wir  uns  aber  ferner  von  dem  Punkte  AI  auf  die  Ebene 
der  sty  ein  Perpendikel  gefüllt  denken,  so  erhellet  eben  so  leicht, 
dass  in  vOüiger  Allgemeinheit: 

Vsspeosil,  f^pukoA 

ist.   Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

9a:raln6coe^,  >a  rsin^sin  il; 

und  folglich: 
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also: 

Wir^baben  daher  jetzt  die  folgenden  Formeln: 
{C08«^=l,  CMCeisO,  C08%=sO; 

co«/?o=€06C,   co6^|=ainc*  cos /3t =0; 

welche  die  Uauptgrundlage  unserer  ferneren  Uotersuchaogen  bilden. 

5.  8. 

Zunächst  wollen  wir  nun  Auflösungen  zweier  Aufgaben  Ober 
die  Ebene  io  soleber  Form  gebeo,  wie  wir  dieselben  im  Folgeii- 
den  gebraaeheo  werden. 


I.  Wenn 


cos  ct^      cos  /?o      cos  J'o 


X 


l  s  


eostfi     coeÄ  coeyi 

(iie  (ileichungen  zweier  durch  den  Anfang  der  Coordfnaten  gehen- 
den Geraden  äi»d,  und  die  Gleichung  der  durch  diese  beiden 
Geraden  bestimmten  Ebene  verlangt  wird,  so  sei 

üie«e  Gleichung.   Dann  ist  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe; 

ileosoi  -|-  Bcoaßi  -\-  CcoBfi  =  0; 

and  man  kann  folglich: 

A  =  cos/5ocosyi  —  cosyocos/?! , 
JB  =  cos  y„  cos  dl  —  cos  a,,  cos  }'i , 
C=  C08aocos|3|  — cos/?oCosag 

setien,  ao  data  also: 

{conftQCi»Yi^eo9foeoaßi)a:  ^ 
-^(eosyocoe«t  —  coaooeosyi)^  >  =0 

+  (cos  «0  COS  ßi  —  cos    cos  Ol)  z  ^ 

36* 


Digitized  by  Google 


380    Sfunert:  Die  merlMrdigem  eeraden  4er  drHaU^ 

die  Gleicbiing  der  darch  die  beiden  gegebeaen  Geraden  besünmi- 
ten  Ebene  ist 

11.   Durch  eine  gegebene  Gerade,  deren  Gleichungen 

cos«     eoejS  eoey 
siod,  0oU  eine,  auf  der  durch  die  Gleichung 

gegebenen  Ebene  senicrecht  stehende  Ebene  gelegt  iv erden. 

Die  Gieichuogen  der  DnrcbBchnittolinie  der  geeochten  Ebene 
mit  der  gegebenen  seien: 

— = 

cos  6       cot»  U)        COi>  (i>  * 

so  ist: 

Acoa6  -f  ^cofio»  -f  Ccoso  =tt. 

Die  Gleichnng  der  gesaebten  Eiiene  Ist  nseb  L: 

(cos^coscS«— eos)reeso)Ar  \ 
-|-(ceeyeos0  —  cosaeoso)^  ?=0; 
-f  (eos  acos  a>  ^  cos  ß  cos d}z  / 

und  da  nnn  diese  Ebene  auf  der  gegebenen  Ebene  senkrecbf 
stehen  soll,  se  bat  man  nach  den  I^ebren  der  analytischen  Geo- 
metrie die  Glelebang: 

^(cos/ScosQ  —  cosycesfl»)  \ 
•|-iß(eosyeosd  — *eos«€OsS)  >s:0 

^        ,  -f  C (cos acos  10  — cos /3 cos 6)  I 

oder  : 

+  (Ceestf— «4  cos eos o  >sO. 

+  (-4C08/J  —  i5cosa)cosÖ  J  - 

Also  kann  man,  weiin  G  einen  geiHssen  Factor  beseichnet, 
wegen  der  beiden  vorber  swiscben  cesO»  cos«,  eos 9  gelnode* 
nen  Gleicbangen : 

cosö  =  G[ßiAcosß  ~  Bcoaa)-'C(Cco8a— Acosy)\, 
cosö)=  6r|C(Äco8y—  Ccos|J)  — .4(.fco»/3-i?co8«)}, 
cos  o = Cr  i  il  ( C  cos  «  —  il  cos  y) ^    cos  y  *  Cces  ^) } ; 
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oder: 

co»6  =(#(/l(/<co8o  +  Äco8j3-|-Cco8y)-(a*  +  Ä«+C*>co«aj, 

» 

CM  ü  =  G  ( CiA  cosa-^B  cosß  f  Ccos  f)  -  (A*  4-     -t^  C  ^)  cus  f  \ 
Mlien,  wiiraiM  «Ich  mittebt  leicbter  Recbouog: 

•  V  U'-l-^-l-  C»)Jil*+Ä«+  C»-.(ilco0«+irco»|8+aoay)«t 
oder: 


X\iA  co»i3-Äcosa)«+(Äco«y~Cco«/3)»+(CcoÄa-i4cosy)*| 
and  folglieb: 

C4MSs-t-  — :  "  ""^   -        -  - _  -  f 

oder: 


co80=i: 


AjAetMa^-  Bcosßi-  Cco9y)  —  {A*  ^  ß*^C*)cosa 


V 


(i<Hnf«+c«) 

Xl(Jeoe/}-Sieoea)H(^ey^Cbos|3)H(^%oM-ileoey)<) 

-     BjAcosa-^Bcoaß  +  Ccos  y)  —  ( A*-\^B^±C^)co8ß 
COOtfS     —  '   -       ~  '  ■■  


eoei$a:l: 


aT  (A*  +      +  C'*)  ' 

^  Xl(iieo8j!^<-ircoea)H(A!<»*y-Cbo8AH(Cbo8o-itcosy)*l 

 c^Hof     cos  /J  i  Ccos  y)  B^-f  Cajcoay 

X(Uco8/}-Aco8«)H(i'co8y-Cico8/3)^(t\;oea.ileosy)*) 

etgiebt 

Sollen  die  Winkel  <a,  Q  der  Projection  des  durch  die 
Winkel  «»  0*  y  beetinmteD  Theib  der  gegebenen  Gemden  anf 
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der  gegebenen  Ebene  eotspreehen,  so  muM,  vrie  sogleicb  erliel- 
let>  die  Gruese 

cos  ö  cos  6  +  co«ip!cüSü>  +  cos  y  cos  ö 

poeitiv  sein.   Dieee  Griteee  ist  aber  naeb  dem  Obigeo  s 

jy:  f      —  {A  cos  g  -f  /^cos^ -j- Ccöäy)» 

1  ^»  +  ^  +  6  • 

oder: 

n:  4  f(Äco8  ß  —  B  cos  c)*  -KB  cos  y  —  Ccoa  §)*•{•{€  cos  g — ^  cosy)^ 

and  n»an  rauss  also  unter  der  (gemachten  VoraussetzutiL'  in  «ien 
obigen  Formeln  die  unteren  deichen  nehmen»  was  auch  für  das 
Folgende  gilt. 

Ffir  die  Gleichqng  der  au  bestimmenden  Ebene  erbilt  man 
mittelst  des  Obigen  ieicbt: 

Beseicbnet  man  den  Wioicel.  welchen  die  dnrch  die  Winl^el 
91$  ßf  y  ond  Bf  n,  IS  bestimmten  Tbeile  der  dnrch  die  Glelchnngen 

„od  A==-ä^=  * 


COS  et  ~*  COS  Z^*""  COS  y        cos^'^eos«  cosQ 
charakterieirten  Geraden  mit  einander  eioschliessen,  durch  P ;  ao  ist : 
cosP  =  cos  «cos  $  -f  cos  jScos  Ol  -f  cosy  coscS» 

also  nach  dem  Obigen; 

„  ^if  4»+ig'4-C«  — (iicosa-t-ifcoelH-Ccosy)« 
cosP=;1^\  ^FTB^+TS  

-  4/^(  jcösg^ifeos«)H(igco6y~CcoB/3)H(<^«^ 
und  folglich : 

.  ^  cos  « -I- A  cos  (} -i- Ccos  y 
wo  die  Zeichen  au  den  vorhergehenden  in  keiner  Besiebong  «tstken 
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und  das  obere  oder  untere  Zeichen  genominen  werden  rooss, 
jenacbdeni  die  Griisae 

ilcoe«  4  Bcosß  -1-  Ceosy 

positiv  oder  iieaativ  ist,  iodeni  wir  hier  alle  W  inkel  nicht  grösser 
als  150"  nehiiteii. 

III.  Wir  soeben  ferner  noch  die  Gleichungen  der  Geraden» 
fveicfae  den,  von  awei  durch  die  Gleichungen: 

^    _  _J_        »  ^ 
cosoid     cosA»  coayo' 

co8«|     coBßi  coayi 

cbarakterisirten  Geraden  etngeschlossoTien,  180"  nicht  überstei- 
genden Winkel  balbirt,  der  den  durch  die  AVinkel  ao>  ß<^^  und 
^1»  ßi'  Yi  bestimmten  Theilen  dieser  Geraden  entspricht. 

Die  Gleichungen  der  geeuchten  Geraden  eeien 

cos  6      cos  o     cos  (•>  * 

und 

&m  die  Gleichunp^  der  durch  die  lieideti  gegeJjeiitiii  Geraden  be- 
stimmten Ebene,  wo  also  nach  1.: 

A  SS  ceeA>co«yi— ceayo<^<>*A> 
B  =  cos  Yo        ^  Yi  • 

C  =  cos  «o  cos  ßi  —  cos  ßQ  cos  0| 

Ist.  Weil  in  dieser  Ebene  die  gesuchte  Gerade  liegen  musa,  so  ist : 

il C0S6  -f  ^cos  00  -f-  Ccos  ü  =  0. 

Von  O  ans  schneide  man  auf  den  durch  die  Winkel  e^,  A^,  yo 
and  ßit  Yi  bestimmten  TheÜen  der  beiden  gegebenen  Gera- 
den awei  gleiche  Strecken  r  ab,  so  sind 

rcosoo,  rcosi?o*  fcosy«»   rcosaj,  rco8/?|,  rcociy, 

die  Coofdinaten  der  Endpunkte  dieaer  beiden  gleichen  Strecken, 
totd  die  Glekbongen  der  durch  diese  beiden  Ptonkte  bestimmten 
Geraden  sind: 

X — rcoscio    _    y  —  rco«|3n  z  —  r  cos 
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W«il  auf  dieser  Gerade»  die  zu  bestimmende  Gerade  seokrecbt 
stehen  mitss,  so  ist: 

(coso;,^— C08a|)cosd4-(co6/3o~cos|}|)cos«»-f  (€eS3ro-€esyi)eosö=0, 

und  Biriscben  cos 6,  cos«»>  cosq  haben  wir  aUo  die  beiden  Glei- 
chungen : 

Aco&B  +  Bco&(a  -f  Ccos(o  =0, 
(eosc^— cos«,)  cosO  4  (cosA)—co6jS|)cos  o + (cos^o— cos}r,)oosS=30; 

aus  denen  »ich,  wenn  G  einen  gewissen.  Factor  beseicbnet,  die 
folgenden  Ausdrficlfe  ergeben: 

cosfl  =G(Ä(cosyo  —  cosyi;— 6(cos/Jo— cos^i)!, 
cos  «= G^l  C(co8a^  —  cos«,) — il  (cosyo    «os  y,)  | , 
cos  ü = (;  { ^  (cos    —  cos/Si)  —  ^(cosceo  -  cos«,)  I; 
also,  wenn  man  die  obige»  Ausdrücke  von  A,  Ii,  V  einiührt: 

OOS0  SS <?(C0SiV> «I^)t  1  — (CO8C[^COS«|+CO8ft,CO««/J,+C0SyoC08yi)|, 

cos  a>  =  G(cos/3o+<^oäA)i  i-(co8m,co8«|+cos/JoC08ft+cosyoCo»h)i» 
COsö=G(cosyo  -l-cos/, )  { l-(cosaoC08a,+co8^oCosft +cosyoCO»yi)l. 

Quadrirt  man  diese  Gleichungen  ond  addb-t  sie  dann  su  einander, 
so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Verwandlongen: 

1  =  26'*{  1  +  (cos  oo  cos  «1  -f  cos  ^0^08  A  'l'cosyocosyi)} 

XU— (cosfl^costtfl-cos/SoCosA  fcosyoeosxi))* 

=  2G«|  1  -  (coso^cosaj  +co8^öCOsft  -f  cosyocosy^)! 

Xtl— (eoso^cosa,  -hcosA|CosA-|-eosyoCO«y,)>t* 

Beseichneo  wir  den,  von  den  beiden  dareh  die  Winkel  %,Ai»y« 
und  or^,  ß^,  y,  bestimmten  Theilen  der  beiden  gegebenen  gerades 
Linien  eingeschlossenen,  180»  nicht  fibersteigenden  Winkel  darcb 
80  ist  bekanntlich: 

cos  i  i  —  CO«    i'üs  a,  f  cos    cos/3|  +  cos  yo  cos  yi , 

also : 

1  =  2    <  I  ^  cos  A)(  I  -  cos  A>) 

=:46-s»n|ii2  4ji„^2  ^  löG^^sin  iii*cosiÄ*, 
und  folglich: 
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Also  ist  nach  dem  Obigen: 

(cos        f  COS  ^i)  (1  —  COS  .Q)    COS       -f  €08 /?| 

-  •  4-  ^"syi)  (1  —  cos^  ^    cos  yo  -f  cos 

!>{•  Gleichungen  der  gesncbten  Geraden  aind : 

 IL 


confl^4-coa«^     coa/?o  H-coa^i  coaxo-f-^^^^Byi' 
Aach  ist: 

COS  ö  =±  3^  • 

■  co84(l3n-|-ft)coa|tfo~ft) 

 — ^ — ' 

•     „     .  cos  i(yo  -i-  yi )  cos  4(yo  --  n ) . 

  cosii^  • 

und  die  Gleiehnngen  der  gesuchten  Geraden  aind: 

a-   _  y  

cösK^T «i7cosi(aö~«i)  "  cosKi?o+ A)  cosiC^Q— A) 

 z  

—  c©ai(yo  +  yi)coai(yo-n)' 

Sollen  CD,  Q  dem  Theile  der  zu  beatimmenden  Geraden 
entsprecheii,  welcher  innerhalb  des  ?on  den  durch  die  Winhel 
Oy,  yo  u'»^^  «1.  A»  yi  bestimmten  Thailen  der  beiden  gege- 
benen (itraden  eingeschlossenen,  ISO*  nicht  Qherateigenden  Win- 
Icels  liegt;  so  müssen  offenbar 

cosoicoa^-f  cosA  coao-f  cosyi  coaS 

poaitive  Grossen  sein.   Der  gemeioacbafUiche  Werth  dieser  Grtis- 
sea  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

,  1  -i-  (cosoocosci  ^  co&ßncoaßi  -f  cosypcesyt  _  ,  l-fco8g_  .  rnjtl.Q 

±  2^iÄ  *  2ces45S""**^**'  • 
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nnd  da  nur  das  obere  Zeichen  einen  positiven  Werth,  liefert,  so 
ist  klar,  dass  man  unter  der  gemachten  Voransaetsung: 

«osoo  -^  Cosa, 

..«.m—  C0SfcJL£2?-Ä 


oder: 


_C06^(ao  4-  cct)cos|(qo— Ol) 

^•^'^^  555iÄ  ' 

 ^5hä  

COflg— ^^^^^^^     /i)  — y,) 

cos  \^ 


setzen  muss. 


}.  4.  - 

Die  Gleichungen  der  Geraden  OA.  OB,  OC  sind: 

_£  y  *_ 


cosfl^     cosa^  coso^ 


cos  Ai     cos^     cos/i^ ' 

«  y  


cosyo     cosyi  cosy^ 

Also  sind  nach  {.  3. 1.  die  Gleichungen  der  Ebenen  der  Winkel 
ßOC,  COA,  AOB  oder  a,  6»  c  respectiFe: 

(ooe/St  eosy^  — >cosy^  cos^^ 
+  (cos h  CO«  yo — cos  yt cos  ftOy  }  =  0, 
+  (cos  jJo cos  yi  —  cos  yo  cos ßi)z 

(cos  yi  cos  flcs    eoeoi  cos  y^)  x 
-f  (cos yt cos oio' cos cosyo) y  }  s=0, 
+  (cos  yo  cos  «1  —  coa  o^  cos  yi )  z 
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(co8criCos/9«~COflA€OSa()a:  \ 

-f- (noi>a;oC08A co8^co8a|)z  ' 
also  n«cb  1),  tvie  man  leicht  findet: 

— 'ain6€e8eain.^.y  [  «0, 

2) .  .  .    ^  ~(eoa6aloc— •inAcoaeeasil)^  ' 

ain  if .  jf  *  cos  ^ .  z  =  0 , 
{.5. 

Wir  betracliten  zuerst  die  Gcratle,  »velche  von  den  drei  Ge- 
raden OAt  OB,  OC  gleich  weit  entfernt  ist,  und  bezeichnen 
dieselbe  durch  OOoi  die  von  ihr  mit  den  positiven  Theilen  der 
Axen  der  t  eingeschlossenen,   180^  nicht  flberateigenden 

Wiohel  durch  6o>  «o*  ^oi  ^^^^  Eatferaong  ▼od  dea  Geraden 
OA,  OB,  OC  dttrcb  iS^  Dana  hahaa  wir  die  drei  folgenden 
Gleiehongea: 

cos  cr„  COS  6q  -f  cos  a|  cos  o>o  -|-  cos    cos     =  cos  Kq, 

coa  ßoCOB  61»  -|-  coa  ßi  coa     -f*  coa  /2|  coa       coa  A^, 

ceayocoafl^-l'coayieoaaa  -f-coa/acoaoo^^^* 

denen  aicb  leicht  die  drei  folgenden  Gleidiungen  ergehen: 

coa«^<coa^icea|^— coa^coayi)  ^ 
<fcoa^(coayicoa<%->coa}%coae|)  ^coafi^ 

-f*  cos}'o(coi»ai  coä^i)"COSOf  cos )  J 

[(coac^coa/9B  —  coeo^coa^)]  *^ 

+  (cos  ßi  cos    —  coe  fS|C08  Yi  )1  >  cos  Hq  , 
-f-  (cos    cos  cKg  —  cos  ys  coa  a|)  * 


-s 


cos  »1  (cos  jSg  cos  Yo  —      ßo  c<)s 
-|>€oa/}|(coa]%coac^— coayocoao^  ^coa«o 
4  coayi  (eoa«^coa/9^  —  coac^coa|Sa) 
(cos    coa    —  coa    coa  ß^) 
-f  (eoa|i^eea7o^eoe(^eoa|^  ^ooal!^, 
+  (coa  y^  coa    —  cos  yo  cos  o^) 
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^   +  cos j3a  (cosy^  cos —  cos ; |  cos  «„)   > coscSq 
C  -|-  cos y%{coB Oq  cos j^i    cos    cos  3 


(cos  a,)  CO«  ^1  —  cos  «1  cos  /5o) 
(cos  ^  cos  yi  —  cos  ^1  cos  yo) 


^cosi^. 


■Nuii  überzeugt  mau  sich  aber  leicht  von  der  Richtigkeit  der 
beiden  folgenden  allgemeinen  Relationen: 

(cos  cf^  cos  Pi »  cos  oTi  cos  ß^)  (eos    cos  fi  —  cos  ßi  cos 

+  (cos  «1  cos  jSj — €08 cos  /3i )  (cos  ßi  cos    —  cos  ß^  cos  yi) 
-|-  (cos    cos  /?o    cos  Oy  cos      (cos  ß^.  cos  yo  —  cos  cosy^ 
=     (cos    cos ßQ    cos  «1  cos  ßi  -i-  cos  c%  cos  ß^ 

X(co8 Ai^o^ro  cos  A  cosyi  -f  co'sAi^}^ 
—  (c4Myo  coao^    cos/i  coso^  -|-  cosy^  co«««) 

unil 

(COSOoCOS/^l — C08a|  COS^^o)*  +  (C0S«i  COSpjj  —  COSOjCOS/Si)* 
-|-  (cos  «2  cos      —  COS  Oq  COS  /Sa)* 

SS  1  — (coso^cos^o  -f  co8«i  eos /9t  -f  coaf%  tsmß^K 

(juadrirt  man  also  die  drei  obigen  Gleich un^^en  und  addirt  sie 
dann  zu  einander^  so  erhält  man,  wenn  man  nur  überlegt,  dasi» 

coea  =  cos/^ocosyo  +  cos  A  cos/i  4  cos /^ cos  y«, 
eos  6  =  cos  y0CO0  0^-1- cos  yt  cosoi  -f  cosy^cosog', 
cos  c  =  cosffo  cos  /7o  -f  cos  «1  cos  ßi  -f  COS    cos  /S^ 

ist,  leicht  die  folgeode  Gleichang; 

coso^Ccos/^iCOsyii — eos/9^eo«y^) 

+  cos    (cos  Y^  <i08    —  COS  y^  cos  «i) 

+  cos  yo(cos  ctj  cos  jSj  —  cos  «.^  cos p^) 

sina*  -f-  sin  6'  +  sioc* 
-f-  2  (cos  6.CO0  c  —  cofl  <]) 

+  2(coscco8a  —  cos  6) 
1+2  (cos  a  cos  6  —  cos  c) 


cosIZo* 


sin       sin  6*4- sine* 

—  2 (cos  a  —  cos 6  cos  c) 

—  2  (cos  6  —  cos  c  cos  o) 

—  3(coa  c  —  CO«  acos  6) 


cos  Ulli*, 
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oder  naeb  einer  aligemein  bekannten  Pormel  der  epbiriechen  TH- 
gonometrie: 

+  e08    (cos  y,  CO«  a,  —  C08    cos  «i ) 

-f  COeyo(C<*^<<lC^/^ — C08(%C08^)  ! 

•ioa«-|>eiB^'|>elne<  ) 
— 2ein6noccoeil — 3eiQCsiDaco«f^  -  2sioa8io6co8C ) 

Weil  nun  aber  Dach  1)  und  den  i^ebreu  der  apbfiriscben  Trigo< 
noQietrie : 

co8<v>  (co«|9|  cos  y«    eoo  Ai  eoofi) 

-f-  cos /3o (cos  yi  coa    —  coo    ^"ä»  ) 
•f  cQBf0{GOB«i  coa/3i— coec^coe^) 
s  ein  b  ein  eein  il  =r  abi  esin  e  ein  A  ss  ein  a  ein  b  ein  C 


r=     I  —  COeo'— C086* — co«c*-f2cuäaco86cofic  *) 
iet,  2»o  erhält  mao  die  Formel: 

 —  co9c*-f2coeecee6coec 

coeAo=±A   /  r       -*H^äin6*+ein^  V 


_  1— CQgq* — coe6* 

^^-^4  /  r  eine>Hh«in6«-|'eii 

V  l-.3sln6eineceei-S« 


Seinceineeee^Mne  eio6coaCJ 

wo  für  cosA,  cüsß,  cosC  aecb  leicbt  Ihre  Auedrücke  durch  die 
Seiteil  ü,  b,  c  gesetzt  werden  kdnnten. 

Setaen  wir  der  Kfirae  wegen: 

4) 

 I 

^^4rT~  ein«»+aln6"+eln«» 


V"l     eina«-|-aln6>-i'«ii>c'  I 
28iiiesinocoeil^9aiBeein6coeC| 


ee  iet; 


*)  Die  allgtMeie  betaante  Xerleguag  «Meter  GröMe  ia  FaetoieB  aad 
Blafibning  derselben  ia  die  Fervela  ibertoseea  wir  fai  dieeer  Abbaad- 
laaf  der  Kaise  wegea  nelslMM  len  l«eeOT. 


i  Di' 
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5) 

coB  HQ=^nQ  V 1  — cosa'^ — cos6* — cos  c* +  2  cos  «CO»  6  cos  c 
s  ^  i]^  sin  6  ftin  «  810  il 

= im»  sin  asio  6  sin  C 

Entwickelt  man  sinl^o*  mittelst  3),  so  erbSIt  mao  fllr  don 
Zähler  des  entsprecbenileD  firadiB  Mdit: 

2  ^2(co0a  —  coB^cose) 
— 2  (cos  b —cos  €  cos  a) 

—  2(cüsc — Cosa  cos  6)  —  2co8acos6oo8C 

il— >(eosa<|-co86-i-cos^)  % 
-f  (eos  acosd  oos^cosc  -f  cosceoss)  | 
^cosaeos6cose 

=  2(1  —  cos«)  (1  —  cos  6)  (1  —  cosc) 
SS  16siD^*sini6*siDie*, 

folglich : 

6)  tünRo  =       sis  iß  sId  i6  sin  4c, 

und  daber  nach  5)  und  6): 

\f  1  —  Cosa*— co«6* — cosc' -1^2  Cosa  cos  6  cosc 

48in|asiniAsiii|c 
slD^sinesiii  J 


_  ^  4s!piflsin|dsin|c 


slneslnasln^ 

4  sin  sin^^sin^- 
'  ainasin^sinC 


_  sin^fl  sinj^   sin^c 


cosidcosicsloil  ^  cos^ccosiasiDiB  co8lacos|6sln€ 
Nach  bekanoteo  Formeln  der  spbSriscben  Trigonometrie  ist: 

.  ,  ir -cosK^^-jg  +  OcosK-ii'f 
^'"»«  =  V   sin^sInC  ' 
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. .     4  fco«  ii-  Aj^B^C)  c^\{AVB'-^) 


sin  Csin  A 


«o.ic_Y  7l52l^i?y 


8) 

»ng Mosd:  ^  —  co«4(- J  +  Ä+C)cogi(^- j»+Oco»i(.4+i?-C)' 

B«teichneD  wir  die  Ton  der  Geraden  OOq  mit  den  positiven 
Theilen  der  Aien  der  dr,  y,  x  eingeschleeeeneD»  180®  nicht  über- 
steigenden Winkel,  wie  oben,  durch  ^q»  cOo»  nach  den 
oben  zwischen  cos^q»  cos  cosÖo  Qiid  cosl^  gefundenen  Glei- 
chungen und  den  Gleichungen  ]): 

ein  6eln  esin  A  ees     —  "In  A  ein  enhi  il  eoe  IB« , 

810  6  sin  c  sin    cos     ^  si  n  6  sin    (1  —  cos  c)  cos 

s=  2  el  n  6  sin  ic*  ni  n  il  eon  , 

ninöeincsin  /Icos  ö)o  =  {8inc(I  — cos6)  — sin6co8.^(I—  eut»t')icus/i^ 
SS  Sein  46 ein  ie(ein  46  cos    ~  con i6sln Iccoe ii)  CO«  ; 

con$9  scee^^y 
cos  CB^  s  tsDgleeoe  iS^i, 

sin  |6  C08  |e — cos  46  sh  ^  cos  i4 


i  _  sin|oco8ie— cosfdsin|<:co8if 
(  CO.  «.  =  3^eMic«t>i4  

m 

Es  ist  auch: 

■iae(l  —  eon6)— «iii6co«il(l— coec) 

(1 — coe6)sinc*  —  (I  — cosc)(coea  —  cos^cosc) 
■~  sin  r 

utoc* — (I  —  cos  <?)(coeq  4-  coe6) 
^  sior 

s    «1     «MiK«    6)cos4(a— 6), 

«■ioün  — », 


^     cos  4(<»  +  ^)  cos  i(q — 6) 

^  COSAC^  n 
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folglich,  «ireil  nach  5) : 

cos  A|       ■  TT 

Ist: 

11)  cosüo  =  ±  A)S»ncil  cöei^  

Auch  i«t: 

co84(g-|-6)cos|(a— 6)  ^.  c<»tt-fco86 
*  cosV^  l  +  coee 

1  —  cogg«— co86-f  co*g 
=  2€O0ie«  • 

also: 

12)  cos  cÄo = db  ^0  **"S      — o  ~  cos  6  +  cos  c) , 
oder: 

13)  cosoo  =  db  2H>tangicCsinio*  +  6ini6*— sio  ic*). 
Weil 

si  n  \{A  -t-  JB)  cos  \       cos  Kil  -H  B)  sin  j  C 
**ttg*M  +        W—  co8i(/l  +     cos it  f  sin i{A-\-B) sinT^ 

ist,  so  ist  Dach  deo  Gauss' sehen  GieichuDgen: 

co8i(a— 6)  cos  4 cos  ^(ü  ^^6)siniC* 
UngK-^  +  Ä— C)  -  +  6)  +  cosK«— siniCcosiC 

cos i(a  —6)  —  ( cos4(q — ^) 4* coej(6f 4  ('>)isin  {C* 
f  cos  i(a  -|-  6)  +  cos  \{a — b)  j  sin  i  6  cos  ^  C 

cos^o  —  6)  —  2  cos cos  Ibsin^C* 
cosia  cos^sinC 

BelcanDtlich  Ist  aber 

siDiC'  =  — sTürrnrx — » 


also: 


Sslngslnft 

cos  i(a— 6)— 2ces|acos|6sio|C* 

4sin4<*sini6  cosi(«~6)  —  cos(a  — 6)  -f  cosc 

4sini«^»iii      —  coso  cohO  -f  cosc 
4sin^«siini6 

(1  —  cos  g)  (1  —  cos  6)  —  cos  q  cos  6  -j-  cosc 

4  sin  ja  sin 
1  —  cos  a  —  cos  b  +  cosc 
4sin|asiDi6  ' 
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und  folglich: 

'  '  ffinosin  69111(7 

oder: 

„  1  — Cosa  —  cos  6  + cos  c 

taug  HA  iß-  C)  =  ^,  «  o  ^        a  ' 

V  1  —CO«      cos  6»-*  co8c'-f  Vcosacosocosc 

Daher  bt  nach  1*2)  auch: 

14)  .  .  .  .  cos  Wo  =  i: /7«,tan£;4ctangi(J  +  Ä— C) 

X     1  —  coü«'* — co»6' — co«€'4^2co0cico96coac, 
«Her  nach  5) : 

15)  .  .  .  cosQq  ^  Unng^iwgÜA  -^  B-^CyconR^ 

Die  Formeln  12)  und  13)  kann  man  nach  5)  auch  auf  folgende 
Art  ausdrucken. 

10) 

_  tan£;9r(l — cos«  —  cos  6  + cos  c) 

cos  (Jo  =  -  >-  -  —  — — —        . ,.  ..ji^ — —  - — —  cos  «o 

V  1  —  COSA*— COS6*~CO0C*-|-VCO8aCO«frCO«C 

mul: 

17) 

VI  —  cos    — €06  6^  -  cos    -|-  2  cos  a  cos  b  cos  c 

Aiao  hat  man  jetzt  aecb  die  folgenden  Systeme  von  Fermelo: 

18) 

cos6^  =  eonBot 

cn«  mo  =  fang    cos  i?o» 

cosSq  =  tangletangiC^-l-  ^ — C) cos  Ii«; 

lö) 

CO»      =r  cos  /»*n, 

COS  «0  B  taog  |c  cos  1**^ , 

tang}c(l  — Cosa  —  cos  6  +  cosc) 


COS(i>n  = 


^cos  Rq; 


^     V 1— Cosa*'  eoe6*— CDSc*'|>2cosiicoe6ceae 

20) 

cos^o  =  cos  l?o» 

cos  (i)Q  =  tang  ir  cos  Z*';^ , 

ees5  —  2taog4c(ginX  -f  —eiujc^J 

®     V  l'^coae*— >€OB^*~coac*-|-2coaacee6ceM 
Thtil  XLU«  27 
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394    Grünen :  Die  merMIr^ffen  Ceraden  der  äreiseittiem 

fTo  rar  co8i?o  immer  die  oben  gefundenen  Auedracke  zo  seUeo 
sind. 

Wenn  uir  die  Neigungswinkel  anaerer  Geradeo  OOo  gegen 

die  Ebenen  BOC,  COA,  AGB  durch  Oo.  «o»  öo  bezeichnen, 
ee  ist  oaeb  den  dritten  Formeln  in  den  Syetemen  18).  19), 
offenbar: 

18*) 

•in  ^0  =  val.  ab«,  tang^a  tang  i(—  il  4  B  4  C)  cos  B^» 
•iiiS»o  =  valabB.fangl6tangi(^— i3  -I-  OeoalTo, 
siD^o  Ä  vai.aba.tangletang|(ii+B— C)co«i^; 

19*) 

•  ,    ,  tailLji</(l  -f  COSrt  —  C086  —  Gose) 

ain  «So  —  val.ab«.  -7=:^^ —    -  — io^'=^  a  rö-~      jl     -  *^ 

»         .  .  fang  16(1 — eoaa  +  co86— cosc) 

"  V  I— cosa''-cos6'-co8C*+2coa<ico86co«c 

ji  tang|e(l — ■ceaa— cosft  f  co8c)  „ 

^  V  l<»coBa*— eos6**eoBe*'f  2ceaocoa6eose 

•  2tangio(— sin|q«^^sini^«-f-8inl<^)       __  ^ 
[rinOo s=  val.abs.  ir  c.'         .  — eeaifc^ 

V  1— €oaa*^eo86^coac'-|>2coaaeo66coae 


»  ,   .         2tangi6(8in;fl«—  »injA»  +  »injc*)  „ 

•inon  ™  vaLane.   -   .   .    cosJi||^ 

V  l—cosa*^— cos6* — cosc'^-|-2co8aco8^coa€ 


.  .   ^  '2tang4c(8in4a*+8in|6'--8in|c*) 

V  l^eoen*— coae*— eoac*'|-2ceaaicoadeonc 

Die  Gleichnngen  der  Geraden,  von  welcher  OOo  ^  Tbeü 
Ist,  aind: 


21) 


eoa6'o     eoa  «Do  eoaS« 


Bezeichnen  wir  die  von  der  Projection  der  Geraden  OOq  aaf 
der  Ebene  der  xy  mit  den  positiven  Tbeilen  der  Axen  der  x,  % 
eingeschloasenen ,  180^'  nicht  übersteigenden  Winlcel  durch  qt^o*  Zo ; 
ao  iat  naeh  den  in  $.3»  II.  entwickelten  Formeln,  in  denen  man 
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in  diesem  Falle  A  =  Oy  BzsO,  C  =  l  setxeo  aoci  die  unteren  2ei* 
cheo  nebmeo  muas: 

C08  6!o  CM  cda 

22).  .  co,v,  =  g^,  «o,t.  =  g^^,  co«2„«a 

Jenacbdem  OO^  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der 
Ebene  der  xy,  nämlich  mit  OC  auf  einer  Seite  oder  auf  entge* 
gengesetsten  Seiten  der  Ebene  AGB  des  Winkels  c  liegend  an- 
genommen  nird,  ist  offenbar  coec^o  positiv  oder  negativ.  In  Folge 
der  Formeln  12),  13)»  14)  muss  man  also,  wenn  OOq  mit  OC 
aaf  derselben  Seite  der  Ebene  AO£  liegend  angenommen  wird, 
in  allen  obigen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeicben  aeli- 
men,  jenacbdem  die  Grüeeen 

I  —  Cosa  — cos6-f  cosc,    sinia^-fsin^^*— sinjc*,    tang^iJ^^ — C) 

positiv  oder  neii^ativ  sind;  ivenn  dagegen  OO^  mit  OC  anf  ent- 
gegengesetaten  Seiten  der  Ebene  AOß  liegend  angenommen  wird» 
so  muss  man  in  allen  obigen  Formeln  die  oberen  oder  «nteMn 
Zeicben  nebmen»  jenacbdem  die  GrSssen 

I  — Cosa  — cosÄ-f  cosc,  ßin^a^ f  siii^i^  —  si«|c^,  tang4(/i+Ä— C) 
negativ  oder  positiv  sind. 

{.  6. 

Wir  frollen  jetzt  die  Gerade  OOi  bestimmen,  «reiche  gegen 
die  Seiten  BOCt  COA,  AOß  der  Ecke  unter  gleicben  Winkeln 
geneigt  ist,  indem  wir  sugleich  annebmen,  dass  die  Gerade  OOi 
innerhalb. der  Ecke  liegen  soll.  Die  von  der  Linie  OOi  mit  den 
positiven  Theilen  der  Azen  der  ;r,  jf,  z  eingeschlossenen,  19^ 
nicht  abersteigeoden  Winkel  bezeichnen  wir  durch  »i,  @t 
und  ihren  gemeinschafttichen  Neigungsirinkel  gegen  die  drei  Sei- 
ten der  Ecke  durch  Bi» 

Beseicbnen  wir  die  Gleiehung  der  Ebene  ßOC  darcb 

so  ist  nach  2): 

Am^    sin68incsin  ' 
fcaes  ^  sin6coscsin  Ar 

Ca  —  —  (cos  b  sin  c  —  sin  6  cos  c  cos  A). 

27* 
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396     Gruner t:   Die  merkwürdigen  Geraden  der  dreiseiligen 

Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Ponktos  der  Linie  OA  verhal- 
ten sich  zu  einander  wie 

ttMu^icoBUi  :ces«(, 

also  nach  1)  wie  1:0:0.  SeUt  man  dteee  Werthe  Wr  x,  y,  «, 
80  erhält  die  Grdsse 

den  WeHh 

Au  ~  slo 6 sin« ein il, 

welcher  positiv  Ist  Die  Coordinaten  eines  jeden  Punktes  in  OOi 
verhalten  sich  zu  einander  wie 

cos  Bi :  cos  fi»t :  * 
Setzt  man  diese  Werthe  für      y,  z,  so  erhalt  die  Grosse 

den  Werth 

welcher  also  nach  einem  bekannten  Satze,  weil  unter  den  ge« 
tnacbten  Voraussetzungen  die  Geraden  OA  and  OOi  offenbar  auf 
einer  Seite  der  durch  die  Gteicluing 

AaX  +  /?ay  +  C«2  =  0 

charakterisirteo  Ebene  BOC  liegen,  gleichfalls  positiT  sein  nnss. 
Daher  Ist  nach  §.3.  IL  su  setzen: 

,     _    /ig  cos  ^1  +  i^aCOSüJ,  +  CgCOS  (^^ 

Nach  dem  Obigen  ist: 

A^  -f-      4-      =  sin  6^sin  A"^  -f  (cos  ^sln  c — sin  6  cos  ccos 
=  ]-«(coa6co8tf-|-sin6slnccosil)^=  1— eo«a*saine^, 

also: 

V'S^TWTC?  =  sin«, 

und  folglich: 

,  AgCOS  Bi  -f-  BgCOS  (Ol  -f  CgCOS  5| 

slni8i=  ^  

Bezeichnen  wir  die  Gleichung  der  Ebene  COA  durch 
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so  ist  nach  2): 

Ak    0,       =  «in C*  =  —  coflil. 

Die  Conrdinatoit  eines  beliebigen  Punktes  in  OB  verhalten  «ich 
zu  einander  wie 

also  Dftch  1)  wie  eoiie:8iiic:0.    Setot  man  ^«m  Warthe  Dir 
f»      ao  erhilt  die  6r$aae 

den  Werth 

ilfteoac  -f-  iff^aiae  =  ein eain  A, 

welcher  positiv  ist.  AUo  muss  unter  den  gemachten  Voraus« 
Heizungen,  ganie  eben  ao  w\e  vorher,  auch 

Jftcoa^i  -f  ificoa«!  4-  CteoaiSt 

positiv  sein ,  und  man  muss  folglich  nach  §.  3.  Ii.  setzen ; 
.  i4tcos 9|  i-  BbcoBni-^Ck coa Si 

""'*'  =  V^>»+AHA»  

oder.  Hie  aus  dem  Obigen  sich  auf  der  öteüe  ergiebt: 
ein  Ai  =  AheoaBi  -f-  Bk€09»i  -|-  QeeaSi. 
Bezeichuen  wir  die  Gleichung  der  Ebene  AOB  durch 

60  ist  nach  2) : 

Die  Caofdiaateti  einea  bellebigea  Pnnlktea  in  OC  verhaltaa  sieh 
aa  einander  wie 

coBYo  i  cos/i :  eo8/s, 

also  nach  1)  wie 

^  eea6  :  aio6cosil :  siadsioitf. 

Setzt  man  diese  Werth«  fflr  or,      z,  so  erhält  die  Grösse  , 

Acx-^B^^C^ 

den  Werth 

Ccain^eio  J  =  sin^ain^, 

welcher  positiv  ist.  Also  rous»  unter  den  gemachten  Voraus- 
aetzoDgeD»  ganz  eben  so  wie  vorher,  auch 
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39b      Grünet  t:   Die  merkwurüigen  Geraden  der  dreiseiligen 
positiv  tein,  und  man  moM  folgUeb  nach  §.3.11.  ««tieo: 

— vmis?:^c^ — 

oder«  wie  aus  dem  Obigen  «ogleich  erhellet: 

Hferoaeh  haben  wir  also  jettt  die  drti  folgeodeD  GleleluiDgeii 
aiiiaain^issilflcoa^i  +  Bmeoani  +  C^eoeSi, 

sin  Iii  zz.  AcCoä  öl  4*  ^ecot»  U|  4*  CoCOäü|. 
Die  beiden  letetea  GleicbuDgea  aiod: 

coaüg     sini2| ; 

woraus  sieb: 

sin  A  cos«!  =  (1  -f  eosil) sin , 
eo«0|  ssinl^t 

ergiebt.   Uie  er^te  der  drei  obigen  Gleichaugen  ist: 

sin  6sin  e  sin  A  cos  0|  —  sin  b  cos  «sin  ^1  cos  «t  ) 

...  ,  A\     -  { =sinasinl{| , 

—  (cos  6  sin  c — e>iii6coscco8if)co8(i>|  J 

abo  wegen  des  %Vhergehenden: 

^  .   sind  slo sin il  cos 9| 

=  sinasin^i  4-t»>"6cosc(l  ^co&A)siuRi 

•I»  (cos  6  sin  c — sin  6  cos  c  cos    sin  ISg 
sfsiiia-|'Sin(64-c)}sini?| ; 

so  dass  man  also  Jetot  die  drei  folgenden  Gletcbungen  bat: 

Isin 6  sin esin^eoe ^  s  | sina-|-sin(6-|-e)  IsiniZg  > 
sinAsIncsin  A  cos  u>i  =  8in6siDc(]  4coSi4)sinA|, 
sin  6  sin  c  sin  ^  cos  üi = sin  6  sin  c  sin  A  sin  Ri ; 

oder: 
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23*) 

GMfh  =S  — — j— ;  ;  g  0W  ein 

28ini(«  i  Ä  h  c)  co8Ä( — ö-f6  +  c)  . 
 —  um  Hl 


cos 


' *  y  ■  ■■    I  II      II  II-  I    —      I  ■     ■   I  ■  II  II  IUI  ■  II  »    M  I 

1/     .1.  xi/"  sin i(a  -f  6  -f  c)  .  _ 

•   •  'f  8iiii(-a-f6-|-c)9ioA<a-6^e)8in4(0-|-6-c)  ' 

*i  «  •   o  sin 4(a  +  A -I- c) sin i(—  a  -|- 6  +  c)  .  „ 

cmS,  =8in  /i^i. 

QoMinrt  mau  die  Gletcbaogtn  23)  ood  addirt  8ie  dann  so  «fo- 
aodcr,  ao  erbSlt  man: 

ainA'siQe'ainil*  ^  .       .    -  . 

 B\nR^  —        f       +  «)l*+2iinA*Blnc»(l  +  coa^l), 

woraaa  aieh»  wmn  man 

COSrt  —  cos  6  CO«  c 
,    C08ii  =   .   ,  •  

•etxty  nach  einigen  keiner  Sehfrierigkeil  onterliegenden  Rednctio- 
I,  die  Formel: 

24)  B'iüh\  = 

einftalnednil 


VaiiMi^4ain6*4-8in?4SiceM8in^^i^^ 
oder :  # 
26)  ein  ^1  SS 

Aj  I  —  Cosa*  —  cns  Ä*—  co8C*+  2co8aco86  coec 

K  äiMM'ain6M-8in^'f2eee«8in6ein€-f 2einaco868ine  -|-28inaein6ce8e 

ergiebt. 

Ziehen  wir  den  Zähler  des  vorstehenden  nnicha  von  dessen 
Nenner  ab ,  so  erhalten  wir  mittelet  leiehter  Reehnung  ale  Oiffe» 
rana  die  Grtae: 

2|1— eo8aco8(6-f  c)'4* aino8in(6  f  c)\ 
=a  2U -coa(a -1- 6 -f  €)i  =  4alnKa  +  6 -1- €)« 
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400     Grunert:  Dfe-  merkwürdigen  ßeraden  der  drefseUlgen 
folglich : 

^)  cos  Hl  — 

 2nin|(a-f  ft-t-c) 

also  nach  24)  und  26):. 

^      „        sin  6  sine  sin  i4 

oder  nach  25)  und  26): 

jjov    «      n     Vi— co8a*-cns/>2— coflr*4*icosoco«6cosc 

38)   tan^Ais:   w    .a,^,  » 

°    ■  2i>iii4(rt  +  6  +  c) 

aUo  au/:b: 

'       "  '     T  8int(4i-f  6-f  c) 

Nach  den  Gauss'acben  Gleichungen  ist: 

am     ~f  ^ + =  »ia       6)  cos  |c  -f  eo^K^  4-6)  ainic 

_  I  cos  \{A  — >  g)  4-  C08       \  ig)  {sin  je  cos 
■~     "  siniC 

 cos  4^  cos  iß  sine 

sin^C 

2  cos  \A  cos     cos  jCsin  c 
8inC7 

folglich  nach  27): 

ln,^  U  _     sin  6  sin  /Isin  C 
^  *  ~*  4  coaiil  co6|i9coa 

Nach  anderen  bekannten  Formeln  der  sphärischen  Trigonome- 
trie  iat  aber: 


—  cos       -f  /y  -f  C)  cos \{Ä  -  H  \  C) 
aiDilainC 


sin  46  = 

cos**  =      coe 4T~  ^       \  O  cos 4(i< ^B-  C). 

alao,  «reil  nach  dem  Obigen: 

i  /»  —  €08^6  sin  /4  siu  C 
tang/.,_  2coaiJcosiÄco84C 

geaetst  werden  kann: 
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30)  fang  Ä, 

Bezeichnen  wir  die  180®  nicht  übersteiycnden  Winkel .  welche 
die  Projection  der  Geraden  OO,  aiil  Her  r>hene  der  j  i/  mit  den 
positiven  Theilen  der  Axeo  der  jc,  ^,  z  einechliesst,  durch 
^1  >  h'f  '^^  '^^  nach  §.  3.  II. : 

*  C08Ö|  COS  0),  _ 

Beteicfaneo  wir  die  aognlfireD  Entf«rnungMi  der  Linie  00|  von 

a        h  c 

den  Geraden  0/1,  OB^  OC  durch  dg,        di;  t>ti  ist  oflfenbar 

a 

eoe^i=s€oed|,  aleo  nach  23): 

-aloftsIncaiiTa""^«  =  ainftaincainj  

und  daher  überhaupt: 

32) 

• 

•  2aioi(ajKM-c)cosi(-o  +  6  +  c)  .  _ 
*  üuxütiincsinA  ■ 

•  2  aip  A(a  -f  6  >  c)  co»     -  6  -f-  c)  ,  ^ 

•  2al»|(a  +  6 +  c)cos4(a +6— €)  . 
coe^i  =  i  *—i  .  ^  ein  Ai ; 

»  sin  asm  6 ein  C  * 

oder  nach  24): 

32*) 

o 

cos  dl  = 
2ain 4(«  +  6  +  c) cos i(-  o  -f  6  »  r) 


V  eiBe''|>ain6*4einc*-|'2coa<i8io6ainc4  2ainaco8^eiDc4'2aineain6  coec 

 28in4(a -K  6 -t-c)!^»»^«—^  

Vain«i*-i-eiD6H'eiecN-2coaaeiQ6ainc-|'2«ioacoa6ainc-|'2sinaain^oec 

cos  = 

2  al  n     4  6  4  c)  coa       ^ — 0 


VeiiiiiHein6HeineH2coaaain6einH-2aioacoa6ainc42aiDoain6^ 

A  n  m  e  r  k  u  n  g. 
Daaa  ea  aiAaer  der  vorber  bebaudelteo  Doch  drei  aadere 
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402     Gruucrl:  Die  merkwüräigen  Geraden  üer  dfeiseiligeu 

Gerade  giebt ,  welche  gegen  die  Ebenen  BOC,  COA,  AOB  unter 
gleichen  Winkeln  geneigt  sind,  ist  klar,  und  die  Methode,  nach 
welcher  dieselben  zu  behandeln  sind,  ist  von  der  vorher  ange- 
wandten nicht  wesentlich  verschieden ;  um  aber  dieser  Abband» 
lung  für  jetzt  keine  zu  grosse  Ausdehnung  zn  geben,  ziehe  ich 
e«  vor,  auf  die  vier,  gegen  die,  eine  dreiseitige  kOrfieriiciie  Eeite 
bildenden  Ebenen  gleich  geneigten  Geraden  epiter  in  einer  lie- 
sonderen  Abbandlang  aarficlcznlcoaimen. 

« 

fi-7. 

Durch  die  drei  Geraden  OA,  OB,  OC  denken  wir  uns  jetzt 
drei  Ebenen  gelegt,  weiche  respective  auf  den  Ebenen  BOd 
COAy  AOB  senkrecht  stehen.  Die  <jileich«ngen  dieser  drei 
senkrechten  Ebenen  sind,  wie  mitteiat  $.3.11.  und  der  Formelu 
1),  2)  leicht  gefunden  wird: 

33) 

(einftcmeeesil— cos6eiDd}y-|>  ein^cosceinil.z  =  0, 

sinccos^.x  —  cosccoail.|f  —  coscsin  A,z=^0, 
9kköcoaA*x^coBb*^  =  0. 

Für  die  GleichmiLon  der  DurchschnittsÜnie  der  zweiten  und  drit- 
ten Ebene  erbült  man  sehr  leicht: 

34) 

X    y  cos  g  sin  ilvg  

ces6     sin6  cosil  ~  (cosftsine — sin^cosc  cos^tl)  ces^* 

Also  ist: 

c.oscfiin/l.: 
sin  6     cosÄsinc  —  sin  6  cos  c  cos  ^4* 

oder: 

(sin  6  cos  e  cos  il  —  cos  deine)  ^  -f  sinftcoscsfnil.f  =  0, 

«reiches  die  Gleichung  der  ersten  der  drei  Ebenen  33)  ist,  woraus 
sich  ergiebt,  dass  die  drei  durch  OA,  OB,  OC  senkrecht  auf 
SOC,  COA,  AOB  gelegten  Ebenen  sich  in  einer  Geraden 
schneiden,  deren  einen  von  O  ausgehenden  Theil  vvir  durch 
00.2,  und  die  von  demselben  mit  den  positiven  Theilen  der 
Axen  der  x,  >/,  z  eingeschlosHcnoti ,  180^^  nicht  ubersteigenden 
Winkel  dorch  $%,       ^  bezeichnen  wollen. 
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Weuo  Cr't  «ioeo  gewissen  Factor  ^«zeichnet,  so  ist  nach  34): 


39)  I 

I  (cos68inc  —  8in6co6ccos  J)co8il 
l   ii^^nül  • 


Weil  oacb  der  «pb&risdien  TrigoDowetrie  » 

-     cos  a  —  cos  6  C06C 

iat,  «0  ist 

,   ,             .    .                   .              ,    .           C08a  —  C086C08C 
C0868IDC  — SinOCOSCCOSif  =  COS681»C  C08C 

COs6  —  C08CC08a        ,  _ 

^  _  äsmnaeotlr» 

8100 


folglieh: 


») 


eeedi  =  ^cee6, 

cos  fidf  —      si  n  b  cos  A , 

_  sin  a  cot  /l  co8 ß 

■  "  C08C 


Zu  dem  Gebrauch  im  Folgenden  schreiben  wir  die  (ileicbungeo 
35)  wie  nachstehend: 

Icoscsio/Icos^«  =  6'gCos6  coscsin  il, 
eoscsioileesflia=  6rgsio  6  cos  csin   cosi4  • 
eosesisileescSts  C^(cesteiiie — siD^osecosil)eos 

Vfmn  naa  di««e  GldcliaogeD  qoAdrirt  und  dann  sa  eiosnder 
mddift,  SS  «rbilt  man  raeiat  mittelst  lelehter  Rsehamg : 

38) 

^     eoscsinA   

^ V  eos  6*eose*  sin  A^-^  (cosA^-f  cos  €^3eosaärs^os€)ces^* ' 

aiso: 
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404     Gruners:  Die  merkmirtiiffett  6ermieH  der  dreiteitiffen 

39) 

 coadcoagglnJ  

\f  coß6*co8c*sin/l*+ (co8^>*-J-co8c* — 2co8acos6co6c)cosJ* 

sin  h  cos  c  sin  A  cos  A 

coma»—^  —y-^ — ■■ — --   — — — — — — - — — ^ —  ^    ^ ^ 

V  C086*C08C*BiOii*-f  (CO86M-C0«C*— 2C08ff COsdcoSC)  C08il* 

_  (cos  6  sine  —  6in6co8ecos /l)cos 


Fiiint  ntan  aber  feroer  in  den  obigen  Ausdruck  von  G%  die 
bekannten  Ausdiücke: 

cos«  —  cosdcosc 
cos/1  =  - 


sindsiRC 

I  ~C08a* — cos  6* — cos    -|- 2  Cosa  cos  6  cos  c 
siii68inc 


ein,  80  erhält  man  nach  einigen,  keiner  Schwierigkeit  unterlie- 
genden Reductionen«  wenn  der  KOrze  wegen : 

40)  .  .  itf=  coso^cosö^-f <:<>'s6*<i^s^-f co8c*co8a* 
— 2  cos  a  cos  6  cos  o  (cos  a'  -t-  cos  6*  -|-  eos  c^) 
•f  3co6    cos  6*  cos  c* 

gesetzt  wird : 

^       ,  sin6smcco8csini< 

 ^»  =  *  Vi»  

oder: 

,  coscVr^s^'»cos6*^os€-^-h2cosaco86cosc 
42)  

Also  ist  nach  36): 

sip  6  cos  ^  sin  c  cos  c  sio  ^ 

cos^  =  ±  » 

sin 6  sind  sin  c  cos  c  sin  A  cos  ii 


^)  •  •  ]  cosot  —  i 


,       _       .  sinasioöstoccosilcosB 

\  cosüa=i:  . 

Wenn  wir  die  >»eigungt.\v inkel  unserer  Geraden  00^  gegen 

a       6  c 

die  Ebenen  BOC,  COA,  OAR  durch  Q^,  c)«*  besoiclllieD, 
so  ist  nach  der  dritten  der  Formeln  43): 
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43*) 

•      sinog  =  Tal.  abs.  ^^jg  » 

,1          ,  '      sin asio/^ sine  cos  Cco8^ 
sin  Ol  Ä  val.  abs.  ^-^^  » 

,  L         .     .  8inot>in6sinccosilcos^ 

•inot  =  Tal.  ab«.  • 

Bezeichnen  wir  die  von  der  Projection  der  Geraden  OO^ 
aaf  der  Ebene  der  nty  mit  den  positiven  Thailen  der  Axen  der 
jr,  y,  2  eingeschloss<»nen.  180*^  nicht  übersteigenden  Winkel  dorcb 
9%*        2t;      ist  auf  gauz  Ähnliche  Art  wie  früher : 

cos  B%  cos  f )., 

Bezeichnen  wir  die  angulären  Entfernungen  der  Geraden  00% 

a       h  e 

▼00  den  Geraden  OA,  ÜB,  OC  dorcb  J^,  J^,  4%\  so  ist: 

cosils  =  eosc^cos  B%  4*  cos  tti  cos  04  -f  ^os  o^cos  • 

h 

COaJ^  =  COS^oCOS^-f  C0S/}|C0Sfi9t-f  G0S/^C064»t» 

e 

COS  z/2  =:  COS    cos  ^  4-  cos  yi  cos  o>t  -f-  cos  /gcos  cSg  | 
also  nach  1): 

cosJaS  cos 6^, 

cos^s  =  cosccos6!t-|>slnccoseie> 

e 

cos^t  =  cos  6  cos  ^  -f  sin  6  coaA  cos  co^  -f  ain  6  stnil  cos 
Dalitr  Ist  aacb  36): 

cos^t  z 

=  CO»  o, 

cos^   ....  ^ 

"^^-^  s  cos  6  cos  c  ^  sin  6  sin  c cos  A  =r  cos  a , 


CM  ^«  ^         ^  sin COS 

sin  6 


cosc 


(cos  6siii  e — sin  6  cos  c  cos  A)  cos  A 


mm   .   C0S6.  _  ^  COSflCOH^ 

=  coso'-f  — -(cosa— cos6cose)  ss^  ; 

cosc  '  COSC 


^^^^ 
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folglich: 

'  a 

45)  \  cos^=  Gt<^<>» 


COBC 


also  nteh  42): 


40) 

•  ,  cosÄcoscVl — Cosa* — cos  b^  —  co&c^  -{•2co»aco6b  coe-c 



*  COSCCOSaV^  I— C08«^  —  cos  6* — COSC^  +  2c08flC086  cosc 

co«^,=8j:  , 


«  .  cosacosöV^  1— Cosa*—  cos 6^  — cosc'  «f  2co«acM6coac 
co«.f,  =  db  

Jenachdem  OO^  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der 
Ehcne  der  ary,  nSmIich  mit  OC  auf  einer  Seife  oder  auf  euti^egen- 
^esetzten  Seiten  der  Ebene  AOB  des  Winiceb  c  liegend  ange- 
nommen wird,  ist  offenbar  cos«^  positiv  oder  negativ.  Id  Folge 
der  dritten  der  Gleichungen  43)  muss  man  also,  wenn  OO^  mit 
OC  auf  derselben  Seite  der  Ebene  AOB  liegend  angenommen 
M'ird,  in  allen  obigen  Formeln  die  uberen  oder  unteren  Zeichen 
nehmen,  jenachdem  die  Grüese 

positiv  (xier  negativ  ist;  wenn  dagegen  OO^  nüt  OC  auf  entge- 
gengesetzten Seiten  der  Ebene  AOB  lie^jend  angenommen  wird» 
so  muss  man  in  allen  obigen  i  urmeiri  die  oberen  oder  unteren 
Zeichen  nehmen,  jenachdem  die  Grösse 

OOS  Jcos^ 

negativ  oder  positiv  ist. 


§.  a 

Durch  die  CeraUen  OA,  OB,  OC  und  respective  die  Geraden, 
von  denen  a,  6,  c  halbirt  werden,  legen  wir  drei  Ebenen,  deren 
Gleichungen  nach  §.  3.  I.  III. : 
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iCOS«!  (COS^  -f  COtfy«)  —  C08(%(C08^  -f  C08yi))^ 

-I-  ( eos«^ (cm  A>  +  cosy«)  —  cos (co«/Xt-l- |  =  0, 

-I- 1  eos/^(eos    -fl-  crao^) — cos  ß^{eo%Y^  ^  costt|) )  y  >  =  0  > 

<f )  CO«  /^o  (c«»  yi  +  cos  oj)  —  CO0    (cos  y<>  -I-  cos     )  x 
\  cosyi  (cos  Og  -f  CO»     —  cos  y^  (cos  ßj  -J-  cos  /^i)  j 

+  IcosyoCcosfifi  +co«^i)  — co8yi(co««o  +  cosjJo))* 
also  nach  1),  nie  man  leicht  tiiuiet: 

•in  6  sin  ^  .y  ^  (•in  c  -h  «in  6  cos  J)  s  =  0, 

sin  6  sin  csin  /< .  ar  —  »In  6cnBe8toif .  y  > 

—  t(l  +  cos 6)«inc  — 8in6co8Cco8-<4U  ST  * 

•in  68ineftln  A .it — »In 6(1  -fCM c)sId  il.y  ^  ~  o 

sind. 

Die  erste  iileicbuog  lässt  sich  unter  der  torro: 


•kae*f  sfi 


iflöco^il  8in6sln^ 

schreiben.  Bestimmen  wir  hieraus  ;/  und  führen  den  Werth  in 
die  •weite  Gleichung  ein,  so  erhalten  wir  nach  leichter  Rechnung : 

x  x__ 

l^eoa^-f  cMte     ain  6  ain  A' 

Also  sind: 

'  '  rfcosH-coAC     änc  +  •in^co«  A     sind  sin  A 

die  l^leichungeo  dw  Dnrehncbnlttslinle  dnr  ersten  nnd  sweiten 

Ebene. 

Selsen  wir,  wenn  Cr  eine«  gewiasen  Faeter  bezeicboet,  was 
bieniaeb  veratatlet  iat: 


r 
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^  S  —  G(l  +  C08&  -f  CQBC), 

p=iG  (sin  e  -f  8106  eoa  A), 

und  fuhren  diese  Ausdrücke  io  die  dritte  Gleicbang  eio,  eo  er> 
haUen  wir  die  Gleicbang: 

8iiic(l  4-  cos6-|-co8e)^(l  -f  cosc)(8iiic-|-sin6coBi4) 

—  I  cos  Ä  sine  — sin  6(1  f  cosc)  coj«  A  \  =  0, 

welche  eich  auf  der  Stelle  als  erfüllt  oder  ala  eine  identische 
Gleichung  erweist,  woraus  sich  ergiebt»  dass  unsere  drei  Ebenen 
sich  in  einer  Geraden  achneideo,  deren  Gleichungen  die  Glei- 
chungen  48)  sind. 

Den  einen  von  O  ausgehenden  Theil  dieser  Geraden  wollen 
wir  durch  00^,  ond  die  von  demselben  mit  den  positiven  Thei- 
len  der  Aien  der  ff,  x  eiogesebloaaenen,  180^  nicht  Qheratei- 
genden  Winkel  durch  6^,  C03,  beseicbnen.  Ist  dann.C/g  ein 
gewisser  Factor,  so  haben  wir  nach  48)  die  Gleichungen: 

!cos6!i  =  Cjr8(l  +  C08  6-i- cosc), 
cos  C9,  =  Ga(sio  c  -f  sin  6  cos  A}, 
CO8S3  =s     sin  6  sin  il. 

Quadriren  wir  diese  Gleichungen  und  addiren  sie  dann  /.u 
einander»  so  crijalten  wir  nach  leichter  Rechnung,  wobei  für  cos^ 
sein  bekannter  Ausdruck  durch  o,  b,  c  zu  setzen  ist: 

50)  ...  .   Ca  =  i:  TT^v^ 


*2(cos  a  ^  CO86  i-  cos  c) 
also: 

]  +C0S0  +  C0SC 

cos 6b  —  i     r  -   =::=^-  , 

V  3  +  2(cos  a  +  cos  6  +  cos  c) 

.  .  sin  e -|- sin  6  cos  ^ 

51)  .  .  .  /  cosoa«  =  dt 


cosSg  =  :t 


VM-  2(eosa  -|-  cos  6  -|-  coec)' 

sin  6  sin  A 


oder: 

cos  ^  =s  :t 


52)   Jco««3  =  i:^ 


V  3  +  2(cosa  +  C06 6  +  cosc) 

1  +  cos 6  ~Y  COSC 
-f  2(cos a  -f  cos b    cos  c) ' 
1  -f- cos«  —  (cos  6 -f  cosc)  cosc 


sin  c  V 3  -l-  3(cos  a  -f  cos  6  +  cosc)  * 
_       _     1— Cosa* — cos6* — cose*-|-2cosacos6cosc 

cos  Um  S  X  ■  ■  •  ■■  • 

sincV  3  -I-  2(eo8  a  *f  cos^  +  cosc) 
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Wenn  »ir  die  ^(eiguugswinkel  unserer  (jeradeu  OOj  gogeo 

<a         6  r 

die  Cb«iien  BOC,  COA,  AOB  dureli  S,,  Sg,  3»  betcicbiien, 
so  ist  nach  der  dritten  der  Formeln  52): 

53) 

.  Ä      VT^  cos  g* — CO»  ft* — etm    -t-  2  co»  a  cog  6  cos  c 

ein        —  ■  ■  — ;r-::r~-:rr-   .  .  ,  ^ 

«iiiaV  3+2 (CO»«  f  coa6  +  co8c) 

.  i      V I— coeo* — eee6*'Coei^-f  2cosacoe6co8c 

sinoV  3  f  2(cosa  f  cos^  fcosc) 


.   £.       V  I — cos«'-*  —  co86^  —  cosc*+!2cog«cos6coec 
»in  0)9  =   —   .      —  • 

ein  e  V  3+2(coea  -f  eoe  6  -f  eoe  c) 

eleo: 

«        *        «        1        1       ]  III 
*      ^        *     fima  stn&  eine     sin il  eino  sinC 

Bezeichnen  wir  die  von  der  Projection  dor  (ieraden  OO3 
auf  i\fr  l'.hüne.  der  jry  mit  den  pof-itivcn  Theiloii  der  Axen  der 
X  t  tfy  z  eiiii;esohIf»s«sf'Hon.  180"  nicht  ülierstciiitMuIrn  Winkel  durch 
9%»  ^a>  Zs»  ^^^^  ganz  äbnlicbc  Art  wie  trüber: 

-  CO»  dm  COS  tOj 

94)    cos»,  =  ^.^=^,    CO.*,  c«.fc  =  0. 

Bezeichnen  n  ir  die  angniärcn  Entfernungen  der  Geraden  OO^ 

n       k  9 

von  den  Gereden  OA»  OB,  OC  durch  1*^* 

cos  Jg  =  cos  eoe  0^  cos  «i  cos  tta  -f  eoe  eoe  » 
eoe =  cos ß^eo9$g  ^  eoe cos  9^  -f  eoe  /SEiCoe  cSg , 

c  _ 

cosiifs  =  cos cos  ^  f  cos^i  cos  a>s  -|- coe^f  cos 
also  nat'h  I): 

cos  dä^  =:  cos  ^ , 

i 

eoe^  B  oeeecesti^  ^-sineeosovs« 

eoe^t  ^  cos ^ cos  ^-f- sin  6  cos  i4  cos  «s  -f  sin6sin.^coji€j|, 

lieber  ist  nach  49).: 

Tkell  XLII.  iH 
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i 

^^£^=:co6c(l-|-cos6^cosc)-|-8MiiK(»inc4  öin6co8^)  =  l+cosc+cosa, 

co«6(l4cofi6-|-co6c)-fsiii6cos/l(«iiic4-sin6cus^;4^»in6^8in/l^ 

=  l'l'COSfi-fcosö; 

iftdeni  man  immer  fdr  eoaA  seinen  Aosdnick  darch  a,b,e  seUI. 
Also  iat  nach  50): 

a  1-f  C086-I-C08C  

^     ^    3> '2(cos a  4-  cos 6  4-  cos  o) 

*  l+cosc+cos« 
65)  ...  <  cos  Js  =  J: 


  -        -  » 

V  3  +  2(cü{> u  +  cos  6  -f  cos  c) 

c   l-f-cosa-f  C086  

V  3  +  2(cos  a  +  cos  6-|-co8e) 

Jenaebdem  OO^  auf  der  positiven  oder  negativer«  Seitr-  der 
Ebene  der  xy,  tr.\m\\r\i  mit  OC  auf  t  iiier  Seite  oder  auf  »  ntge- 
pengesetzteii  Seiten  der  Ebene  AOIi  des  Winkels  r  lieuffid  an» 
genommni  \\  inl ,  ist  offenbar  cos  positiv  oder  negativ.  In 
Fül^e  der  dritten  der  Formeln  51)  oder  5*2)  muss  man  also,  je- 
fiachdeni  OO3  mit  OC  aul  (i<  rsrlljcn  Seite  oder  auf  entsioiiensj©- 
setzten  Seiten  der  Ebene /IO/>  liegend  angenommen  wird,  in  allen 
obigen  ForrneUi  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen. 


Im  ebenes  Dreieclc  liegen  bekanntlieb  4er  Mitkelpankt  des 
mn  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises,  der  gemeinscbafUiebe 
Darcbscbnittspnnlct  der  drei^Hrihen.  and  der  geroeioschafttlcbe 
Dorchschnittspunkt  der  von  den  Spitzen  des  DreieclM  nach  den 
MfttelpuiikteJi  der  Gegenseiten  gezogenen  Geraden,  in  einer  ge« 
raden  Linie.  Dies  veranlasst  uns  su  der  Präge,  ob  vielleiebt  bei 
der  dreiseitigen  kürperlicben  Ecke  die  drei  Geraden  OOq,  OOg> 
00^  in  einer  Ebene  liegen Y  welche  Frage  wir  jelst  beantworten 
wollen. 

Wenn  drei  durch  die  Gleichuugen: 


Digitized  by  Google 


kofnerlicken  Ecke  und  ihre  Enifermungen  mm  efnander,  41] 


coso^     coaßf^  co»fQ 

cos  «I     coa  ßf  cos  Yt ' 

^    --_JL_  _JL_ 

coso^     eosßt  cosyst 


cbarakterioirte  gerade  Linien  in  einer  Ebene,  deren  Gleichang 

aeia  niag»  liegen  «olteii;  ao  mos« 

A  ca8  «o  +  ^  coa  /^o  +  6'cos     =  0» 

A  coaos  -f-    cos^s  4*  Ccoa)'^  =  0 

sein,  und  dio  Beilingiingsgleichmii^ ,  dat^js  die  drei  Geraden  in 
einer  Ebene  iiegin.  wird  erhalten,  wenn  man  au«  diesen  drei 
Gleichungen  die  Grüä^eu  B,  C  eliminirt,  wodurch  man  die 
Gleichung: 

coa    (cos  CTi  cos    —  en^ßi  coa  o^)  t 

■f  cos  /i  (C0i<  ttj  COS  ßQ  —  COS  P^C^O^  «"o)  5  ~  ^ 

coa  )r<t  (cos  a^  coa  A  —  cos  ßo  cos  «i )  ' 

erhält,  die  natürlich  auch  leicht  noch  unter  anderen  Formen  dar- 
gestellt werden  kann. 

Die  Gleichungen  der  drei  Geraden  OOo,  OO«,  OO«  sind: 


cos  ö(,      CO»  (i)q      coa  Üq 

CO««  02       cos  Als  COSO^ 

^  =  — =  — ; 
cos  6«     coa  ois     coa  a)^ ' 


und  die  Bedinniinsrsgloichung,  (iat«s  diese  drei  Geraden  in  einer 
Ebene  liegen,  i^^t  aUo: 

cos  On  (cos  6I9 cos  ttg  ^  cos  w^eos  0^)  « 

+  cos  0%  (coa  $3  cos  ü>„ — cos  Wg  coa  ö©)  >  =  0. 
-|-  cos  cÄs  (coa  60     ^ — cos  »q  cos  0^) ' 

3»* 
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Na<  ti  den  Gleichungen,  aus  welchen  die  Gleichungen  9)  ab- 
geleitet  worden  sind,  nach  35)  ur»d  nach  49)  ist  nun: 

sin6sincsiDil  cosQo  =  lfi»nc(I  —  cos  6) —sin  b  cos      — cosc)  |  cos  Rq  ; 

cos(Vj|=  G^sUkbcioBA, 

(cos  ^  sin  c — sin  6  cos  ccos  A)  cos  A , 
eii8cS,sGt  cos  c  sin /I  ' 

cos  öa  =  Crj(l  -I-  cos  6  +  cos  c) , 
cos  Of  ^  Cra(«o  c  -|-  sio  6  coa  J), 
cos  c3s  =  69  sio  6  sin  A. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen: 

P  =  cos  6oiii  €  — «In 6cos  c cos  A  > 
Q  SS  cos 6 cos  c -l-  sin ^sinccos  J ; 

so  ist,  mit  Weglassung  der  gemeinschaftlichen  Factoren  cosJS^ 
G%,        wrio  man  leicht  findet: 

cos6'sC08o>s  —  cos  cd^cosdg  =  P — sin6cosil« 

CO86 — Q 

cos    cos  odq  —  cos  <»a  cos  6©  =  — —  » 

^  -         cos  6  —  ^? . 

cos6bieosa^  —  coswöCosÄiS— — ;  ; 

V       m  VW  smc 

und  daher  die  obige  Bedingungsgieichung : 

cos  cSi^siD  e  (P—  stfidcosil)  -|-  (cos  IIb    cosc5g)(cos6^Q)  s  0. 
Bs  Ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

«     .  A      j        (l-fcoac)(eosa— cos6) 

P — sin  6  cos  A  =  ^  \    ■  — •  t 

SIOC 

cos  6  —  ^  =  —  (cos  a  —  cos6) ; 
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al«o  ilie  Torstebende  BediDgiiogsgleicbang: 

(cos  a  —  cos  6)  i  (1  f  cos  c)  cos     -|-  cosü^  —  cos  <a^  \  =0. 

Femer  findet  man  leicht,  immer  mit  Weglaseuog  dergemehi* 
ecbaflliciieii  Factoren: 

_       üü  c*  —  (1  —  cos  c)  (cos  a  -f  cos  6) 
"  sin 6 sin r-^ SU»  ii 

_                         cos  r  —  cos  «  cos  6 
cos  6).  ~  cos   •   ~ 

*  *  Sin  6  cos  c  Sin 

md  daber  obige  Bedingungegielebuni^: 

(l-fco8c)rsinc^ — (I — cogc)(cosa-f  cos6)icoöc>  - 
(eoea-coe6)j  *  >^Q, 

(coec — coaaco86)sinc*  > 

welebe  man  nan  weiter  leicbt  auf  die  Form: 

(cos  a  —  cos  6)  (cos  ö  —  cos  c)  (cos  c — cos  a)  —  0 
bringt  Diese  Gleichung  ist  aber  nur  erihllt,  wenn  eine  der  drei 


cos  a  =  cos  b ,    cos    =  cos  c ,     cos  c  =  cos  a 

oder: 

ass6,    6  =  c»  c^a 

erflillt  ist«  also  nur  dann,  wenn  swei  Seiten  der  dreiseitigen 
kurperlieben  Eclce  einander  gleich  sind$  und  es  werden  folgKeh 
auch  nur  dann  die  drei  Geraden  OOo»  OO«,  00,  in  einer 
Ebene  Hegen. 

{.  10. 

Wir  wollen  jetzt  die  angoläreii  Entfernungen  der  Geraden 
OOo,   00|.    OOb,  OOb 

von  einander,  nämlich  die  von  den  Geraden: 

OOo.  00|;    OOo,  OOi;    00<»,  00b; 
OOt,  OO«;    OO,.  OO,;    OO,,  OO, 

eingeschlossenen  Winkel,  welche  wir  der  Keihe  nach  durch 

beswchoeo  werden«  iiestimmeo. 
L  Es  Ist: 
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co8/>oi  =      Q^co^Og     cos  a}(|C06  o>|  -f  cos     cos  ü^. 

Nach  dea  Gleichungen,  aus  welchen  die  Gleichungen  9)  abgelei- 
tet worden  sind,  und  nach  23)  ist: 

cos^o  =  cosii^o» 
sin  e  cos  cff^  s  (1  ~  cos  c)  cos  fto» 
sin  ö  sin  csin  A  cos  Oo  =      c  (1— co86)— sin  b  eouA  (I  —cos  c)  \  cos  /(o 

und: 

sin  b  sin  c sin   cos  Bi  =  i  sin  a  -|-  sin  {ö  -f  c)  }sia  , 

sin  A  cos  G0|  =  (]  -f  cos  A)  sin  Ri , 
cos  Ol  =  sin  1^1. 

Also  ist: 

sin  6  sin  c  sin  i4  cos  6^  cos  Bg 
=  i  sin  a  -1-  sin  (bi^  e))cos  l?o  sin  ß, , 

äin^sin  csin  /Icos  ca^cos  toj 
=  sin  6  (1  ^  cos  c)  (1  4*  cos  ^)  cos  Rq  sin  , 

sin  b  sin  c  sin  A  cos  (3o  cos  ü  i 

=  tsinc(]  —  cos  6) — siü6cos^(l  — cosc)jco8Äo9in  Rg  ; 

und  mittelst  sehr  leichter  Kechnung  findet  man: 

sin a    sin (6  -|- c)  -f  sin  6(1  —  cose) (1  cosif) 
•f  sin  €(1 — cos  6)  —  sin  b  cos  ^  (1 — cos  c)    sin  a  -|-  sin  b  4-  sine* » 

also: 

sin  6sin csin  A (cos  9o^<^' ^  "l*      tto<^  ^    ^ »o^^^i) 
=z  (sin  a    sin 6  -|-  sin  c)  cos  J2o ain  Hi , 

folglich: 

ttRs  II         >irwi  -f  8in6-f  sinr  . 

5o)  .  .  .   cos />oi  =:      .  .  —  -. — 2 — cos«o*»o/(i, 

^  sio6sincsini4  ^ 

oder : 

57) 

COSD».  =T7.-  .  -         «   ^=z==rCOSi;^^Slll#<,, 

V  1  —COS      cos  />* — cos  c*  4*  2cos  er  cos  6  cos  c 
oder  nach  25): 


Digitized  by  Google 


kßrp$riicheH  Eckt  und  ihre  Eniffmungen  von  einander,  415 

58) 

9\\\a  +  sinft  +  sin  c 
<sin  «*+8in  c*+2cösa  sin  h  sin  <^ 


Pill  a -f- am  w  T       t-  t» 


1/  5^'" 


wo  man  non  auch  Doch  allo  im  ObigoD  gefandeneo  Aasdrücka 
von  coa^o  aiaftthran  kann. 

IL   Auf  gleiche  Weise  ist: 

cos       =  cos  do  cos     \  cos  (Uq  cos  CO«     cos  Üq  cos  (3«. 
Wie  vorher  and  nach  35)  ist: 

cos      =  cos  /?o  » 
sin  rcut$  Wo  =     —       r)  ro.s  , 
ein  6  ein  €810^  cos  üo  =  {sioc(l — cos6)  —  siii6cos^(i— co«c)|cos/^ 

nnd: 

cos  B%  =      cos  b . 

cos  (»2  —        sin  Ij  tjos  /I, 

cos  c  sin  ^  cos     —  (»'«(cos  6  sin  c  —  sin  6  cos  c  cos     cos  A  i 
alao: 

ain  6  sin  c  cos  csiii  A'^  cnsH^^  cos 
=  aio  6  caa6  ein  ccoa  e  sin    .    cos  //^ 

siu^siii  t:co«(  sin      co-scö(^co» (o^ 
=;  sio  ö'^i:Qs  c  (1  — *cosc)  siu  A*  cos  A .  G'^cos  /^q. 

ein  6  aio  e  coaeain  il^cea  Socoa 
s  {sloc(1  — eo86)-'aio6coa  J(l — coac)) 

X  (cott^sinc —  sin  6 cos c  cos  A)  cos      G%cos  Üq, 

Die  Summe 

8in6cos6sincco8cäiu  A^  +  8in6*Cüsc(l  — cosc)*»iu  .4*  t  <»f -1 
•|-(aine(l— coa6)— aio6cosil(  l-^oae)  }(coa6alnc— ain6co8ecoail)coavl 

bringt  mao  ouo  »uerst  leicht  aut  die  folgeodc  Form: 

aia  6  coa  6  ala  c  coa  c 
4  |ain4*coac    coa^aiac*  —  (atn6*coa€*4  coa  A*atnc*))coa  .i 

—  HiQ6sitic(cot>6  -f  cosc  —  cos6cosc)coa^*» 

also  auf  die  Perm: 
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sin  b  C08  b  sin  ecos  c 

+  —  ; — 1 — :  ^ 

sinf/sinc 

(cos  6  +  coü€  —  cos  6  lum  c)  (cos  g  —  c(>8  0  cosc)* 

Vereinigt  man  diese  drei  Grössen  mit  eioander,  so  erbilt  man  fwr 
den  Zähler  des  betreffenden  Bruchs  den  Ausdruck : 

cos6cosc(l  —  cos  6 — cosc) 
-f  1  (cos  b  f  cosc)  (1  -h  cos  b  cos c)  —  (cos  b^    cos  c*) )  cos  <i 

—  (CDS6  -f-  cosc— cos 6 cosc) cos 41* 

SS    coSfjcosÄ  —  cos    (cos  6  +  cosc) 
€06  b  cos  c — cos  6^  (cos  c  -f  cos  o) 
-f  cos  ccoso  —  cos  c*(cos  a  -f  cos  6) 
-|-cosacos6cosc(cosa-f  cos6  -|-  cosc) 

SS  co8<icos6(I  —  Cosa  —  cos  6) 
-f  cos6  CO« c  (1  — >cos  6  cos c) 
4-  cos  ecosa  (I  ^  coee  —  cos  a) 
■f  cos  a  cos  b  eos  c  (cos  a  4  cos  6  -|-  cosc) 

=   co6acos6(l  —  cos  a  —  cos  6  +  cos  c*) 
•f  cos  6  cos  c(l — cos  6  ^  cos  c cos  0*) 
•f  cosc  cos  II  (1  ^  cosc — Cosa  -f  <^a6*) 

=r  Cosa  cos Ä !  (1  — cosa)  +  (1  —  cos  6)  — (I  — cosc*)  I 
-|- cos  6  cosc  {(1  —  cos6)4-(l  —  cosc) —  (1  —  cos</')| 
-f  cosccosaKl — cosc)+(l  —  cos«) — (1— eos6^)l  ' 

=:  cn8aco86(2sinia* -|- 2»in«A* — sine*) 

-f  C086cosc(2sini6*+2sinic*—  sina^) 
-f  COS  c  cos  a  (2sin  i  c*  4-  2  sio  |    —  sin  6^) 

=s  2 cos  ii COS 6  (sin  l«*-!'  sio  |6*  ~ 2  sin  |  i^cos 
-|-  2  cos  6cos  c  (sin  1 6*  -f  sin  ^  c*    2  sin  i    cos  | 

+  2  cos  c  c 08  « (si n  i     f  ei u  i  a* — 2  sin  4  6*  c ua  i  6 ^) 

so  dass  also«  wenn  der  KSrze  wegen: 

69)  co8aco06(J— cosa->cos6-f cosc*) 

+  C086C08C(1  — cosft— cosc-|-cosa*) 
+  cosccosa(l — cosc  —  cosa-|-cos6*) 
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=  2co«acos6(«iiii4a*  +  «"»i^* — 2«in  |t*co«ic^ 
-§•  2  cos  6  cos  c  (si  0  i  6^  -f  s  i  n  i  —  *2  si  n  i  a*  cos  4  0*) 
•l-  2co8  ccos a (sio  i  c*  |-  sin  i  a*—  3  9iD  i^'cosi 6') 

f^esetzt  wird,  die  obige  *:»uiimie 

aifidsinc* 

also : 

sin  dsiiiceos  ctinA'^  (cos  Öq  cos  $^  -f  cos  Oq  coü  cu«  f  cos  OqCo« 
uhil  toiglicii: 

od«r: 

60) 

toMZ>j^—  j^,jp^^a_,j^^i_g,^^t^2co»<ico»6cosc*colsc*^***'^ 
i«»t,  wo  nach  42): 

6a         V I  ""»ccsg* — cos^*  —  CO« c*  -1-2 cos  g CO» 6 CO« c 
cosc     *  VM  ' 

und  wegeo  der  Zeichen  §.  7.  uacbzuiieheo  ist. 

Weon  'ich  bier»  ond  in  ibolicbeB  'FlIleii  aocb  Im  Folgon- 
de»,  —  Einfiihrung«n  der  frflbcr  entwickelten  AusdrGcbe  von 

coelL  nnd 

^  cosc 

in  die  Formel  00)  nnteriasse,  eo  gmcbiebt  dies  tbeits  der  Kürse 
«regen,  tbetls  am  keine  Confnuloo  wegen  der  Vorieicben  zn  ver- 
snlneseo.  Ober  irelcbe  man  rflckstcbllicb  der  beiden  voratebenden 
GrOasen  nach  den  Im  Obigen  gegebenen  Regeln  immer  aicher  so 
nrtbeileo  im  Stande  aein  wird,  nnd  die  TGlllg  entwickelten  Formeln 
•rgeben  sieb  dann  In  allen  Fillen  mit  grOaaler  Leicbtigkelt,  deren 
Anfatellang  aJao  fligUcb  dem  Leaer  Obertassen  werden  kann,  wo- 
bei leb  wiederholt  bemerfca,  daaa  die  roratebenden  Bemerkungsn 
anch  rückaichtllch  der  min  nedi  lolgendeo  Cotwicfcetungen  gi*lteo. 

Der  obttfe  Aosdruck  \'ta  — ^        hier  our  deshalb  besonders 
^  cosc 

aagegeben  mid  berveigebobeo  worden,  am  erakbtlkb  an 
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die  Formel  00),  es  crtorderiich  in  der  That  eine  viillig 
«ymmetriHche  Gestalt  bat 

in.    Es  ist: 

CO«  Dot  =  cos  00     ^  -t-  cos    C08  »9  4*  cos  öo  cos  ö». 

Wie  vorher  und  nach  49)  ist: 
cosOo  =  COSl?0, 

siD  ecos  oo  »  (1 — cos  e)eos 
sin  6  stn  esin  il cos  So  =  ( sin  e(l — cos6}— sin  b  cos^(l  -cosc) }  cosif« 

und : 

co80^  ==  Ga(l  +  cos6  +  cosc), 
coso)«  =  (y«(siiic  -f  sin  6  cos  A), 
cos     SS  Gz  sin  6  sin  i4 ; 

also: 

sin  c  C06  &o  cos    =  sin  c  (l  -h  cos  6  -|-  cos  c) .     cos  /^o  * 

sin  ecosooo  coseo) = (1 »  cos  c)  (sin  e^aitkb cos  il) .  G%  cos  » 

sinc:GosüoCOsäs=isinc(l— C086)  — sin6cosil(l — cos  c)}.^«  cos  i^. 

Mittelst  der  leichtesten  Rechnong  findet  man  aber»  diiss 

sinc(l 4-cos6-f  cosc)-f  (1 — cosc)(siuc  +  sin6cosJ) 
-f  sin  c  (  i  ^  cos  b)  —  sin  b  cos  il  ( 1  — •  cos  c)  =  3  sin  c 

ist;  also  ist: 

cos  00  cos  6b -l*  COS  »o  cos  cpi  -f*  cosoocolog  =  3&tCOsi2^, 
olglich: 

OJ)  cos  l>08  =  aCr«  CO«  Hq. 

IV.   Es  ist: 

COS/^ii  SS  CO60I  C0S6y  •f'  COSfl»!  COS  co^  -|-  COS  Ü,  COS  (3^. 

Nach  23)  und  35)  ist: 

«in  6  sine  sin  il  cos  0|  =  (sinif  H  sii>(6  +  c)i8in  A| 
sittilcos«!  B(i-|-cosil)siniji, 

cos  Q|  =  sin  Ri 

ond: 
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cos     =  62  cos  b , 
cos     =  G^^'xn  b  cos  A , 
co&csin  ^cosü^  =  G^icosbh'xwc  —  »mbcosccos  A)qos  A  \ 

also: 

sin6sinccoscsini4cosd|  cos^^ 
=  cos  b  cos  c  I  sin  a         (b  f  c)  \     sin  Ri , 

sin  6 sin  c  cos  c sin  /I  cos  a)|  cos  q>2 
=:  sinÄ^sinccosccos  /4(l  +  co8  A)  62 sin  Ä| , 

sin  6  sine  cos  c  sin /l  cos  (3|  cos  (02 
=  sin  6  sine  cos  A  (cos  6  sine  —  sin  6  cos  c  cos  A)  G^bui  /f, . 

Mittelst  leichter  Kecbnuog  findet  man: 

cos  6  cos c  { sin  a  -f  sin  (6  -f  c)H-sin  6^sinccos  c  cos  /I  (1  ^coaA) 
-f  sin6sinccos^(cos6sin  c  —  sinö  cosccos  A) 
=  sinacos^cosc-f  cos  asin  ^cosc  -f  cos  neos  6  sine. 

also: 

sin6sinccoscsin^(cosdi  cos  d2~f'Cos  (o^  cosa^  -\-co8  (3|  C0SQ2) 
=  (sin  acosö  cosc-f  cosasin6cos c  -f  cos a cos 6 sine)  G2s\n  Ri , 


folglich : 


cos/>i2  = 


62) 

6inaco86cosc-f cosasin6co8c-|-co8acos6sinc    Gm  . 

—   = —    -   .  — ^sin  rCi 

V  1 — costt* — cos6^ — cosc*+ 2co8acos6cosc  cosc 


V.    Es  ist: 

cos  A)|3  =  cos  d|  cos  ^8  -f  cos  OOi  cos  0)3  -f  cos  Q|  COS  Ös» 

Nach  23)  und  49)  ist: 

sin  6  sine  sin  Acosdi  =  |sina-f  sin(6  -f-e))6in  /^, , 
sin/lcoscO|  =  (1 -f- cos /l)sin /^i . 
cos  (3|  =  sin  ^1 

und : 

cos  Ö5  =  (»3  (1  +  cos  6  +  cos  c) , 
cos  Ob  =  G3  (sin  c  +  sin  6  cos  A)  ^ 
cos     =  63  sin  b  sin  A ; 

also: 
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aio  6  sin  e  sin  J  cos  $t  «os  $g 
SS  (1  •|-co8  6-|-co8e)t8inii<|-siii(6'f  <0)Gb*id 

sin 6 sin  f  bin  ^4 cos  tjj  cos  0)3 
=  sin b»\nc{\-^ cos  A) (sin c    sin (t cos  ^)  Cr^ siu hi , 

sin  6  sin  c  sin  il  cos  IS|  cos 

=  sin  b^a'xw  c  sin  J*.      fei«  A*| . 

Mitleist  leichter  Rechnung  findet  man: 

(l  +  cos  6  +  cos  c)  \  sin  a  +  sin  (6  +  c)  \ 
•f  sin6siuc(l  -|-cos^)(sin6*  -{■  a'mbQois  sin6^sin(;biii 
=    sin<?(l -|- cos6-|-cosc) 
I-  ein  6  (1  H-  «ose  4*  cosa) 
•l-sitteCl  -|-cosa  -^cwb) 
s  (slna-fsin6-|-sinc)(l  -f  cosa  ^  cos 6 4- cos e) 

—  sin  fl  cosa     sin  b  cos 6 — sinccosr 
SS  (slnci  i-  sia6  fsinc)(l-|-co8ii4  cos6-f  cosc) 
— i  (sin  2o  -I-  8in26  -h  sin  2<;) , 

und  setst  man  also: 

63) 

Hzs  sina  ( 1-4-  cosö  -|-cosc)  -|-8iD6(l  -f  cosc-fcosa)    ainc(  1  -hcosci-|-cos&) 
=  (6iü<i^«iu6-|-sioc)(l-fcosa-fcos6-i'C06Cj — s(äin2o-fsiQ26-i-sia2c), 

so  ist: 

«in6siDcsinil(cos0i  cos^^-f  coso>|  coswg-i'Cosöi  cosQg)=/fCra  sin  Ru 
siso: 

Ö4) 
// 

V 1 — cosa*— eosflF— cosc"4  2cosoco8ocose 
VI.  Es  ist: 

cosl^o  =  cos  da  cos  61  \  cos  ai^  cos     -|-  cos  ö^cos  , 

und  nach  36)  und  49): 

Gos6^  =  G^cosb. 
cos  C0^  s  Cr^sin^cos il  4 
eoeeein  ileos  6«  =  ^(coaftsinc   eln6eoseceail)€e8  J 
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vod: 

eo9&§  Ä  6j (l  +  cos  ö    cos  c) , 
€08  o>(  =      (s!  n  c  -1-  si  n  b  cos  A) , 
cos  Ob  =  6s  sin  6  «in  il ; 

also: 

cosc cos 6^ cos 6a  =      ^ cosc(l  -|-  cos  6  -f  cosc) .  6'tCrg , 

eosccssoif  costtg  SS  sin6eosccoSi4(siiie-|*stn6eos^).Gt^t' 

cosc  cos     cos     =  sio6cos  J  (cos  6  »in  c  —  sin  6  cosc  cos  il).  G%G%. 

Mittolst  leichter  Rschonng  findet  man: 

cosÄ  cos  c*  ( l  +  C08  6  +  cos  c) 
4'Sin6cosrcos^(siDe4''Bin^cos  A) 
•f  sin  6co8  A  (cos  6  sin  e>^sin  6cos  «ce«  A) 
=  cosacosd -f-cosdcosc-fcosccosa; 


also  ist: 


cos  e  (cos  Ot  cos  ^  -I-  cos  to^  cos  «0»  -f  cos  «S^ces  cSg) 
s  (cos 4t cos 6  -I-  cos  6cos cosecoea)  G\  , 


reiflich: 

68)   cos  Oti  =  (cos  a  cos  6  -|-  cos  6  cos  6 -f  cos  c cos  a) .  rrirC^. 

cosc 


{.  II. 

IWir  wollen,  um  die  im  vorhergehenden  Paragraphen  enC- 
wickelten  Formeln  (ihersiehtlich  und  in  ihrer  einfachsten  Form 
danosleUen,  jeUl  die  folgenden  Beseicbnangen  einfahren : 


^  =     1  <-co8a^^cos6* — cosc*'|-2ce8acosdcose. 


sin  6*  4    ^  "       A    ^  6  cos  e) 

—  2(cos6 — cosecostf) 

—  2(cos  c — cos  a  cos  0) 


•f  sio6'-|-  sin  c*  —  2  sin  6  sine  cos  A 
— i  sine  sin  acosH 
— 8sioasbi6eoeC. 
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£  ^  e\na  ^  i^nb -^wae t 

F  SS  cosaco86(l  —  coaa — C056  -f  cosc*) 
-f  cos64;osc(l  —  cos  6— cos  «4- €080*) 
+  coKCcosa(l  —  cooc — cosa  +  cos  6*) 

2  COS  a  cos  b  (sin  ia*  -|-  sin  }  6'  —  2  sin  ic*  cos  4  e*) 

+  2  cos  b  cos  c  (si n  ^  6* + si n  ^    —  2  si n  ^  (i^  cos  5  a*) 
•f  2co9ccosa(6iüic^-f  eiu^o*  —  2 sin  46^  cos  ic*)» . 

G  =  «iiH<to6  6cosc  4~cosa»iii6cosc  -f- cosa  cos  6  sin  c, 

-1- sin  6  (1  +  cos  c cos  o) 
-|-  sin  c  (I  -f-  cos  a   cos  6) 

=    (sin  a  \  sin 6  +  «in  f)  (1  +  cos  a  +  cos  b  +  cos c) 
-       2a +«ta26 +sin 

J  s  cosacos      cos/^cosc  -f-  cosccosa; 

in  den  Ausdrfickcn  vor»  A,  (\  l)  die  Zeichen  narh  don  r»  spec- 
tive  iu  §.  5.,  §.  7.,  ^:  j^ejjeheni  a  Kegeiii  zu  besiiniracu  sind,  und 
nach  der  fruliereu  ßezeiciinutig: 


sin  a*  -f  sin  6*  +  sin  c*  -f  t^oä  a  «in  6  sin  c 

4- 2  sin  a  cos  6  sine 
-fSsinasin^cose 


cosa*cosÄ*-f  cos^cose*  eosc^cosa* 

—  2cos«( os/v  co8c(co8a*-|"  cos 6*  -f  cosc*) 
-f  3  cos  a' cos  6^  cos  c^. 


C  =  ±VAf,   F  =  dbA.  H  =  lif 


ist. 


Uiernacii  ist  nun  nach  den  Irüher  getundenen  l'ormelo: 
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also  nach  dem  vorfaergelieiiilen  Paragraphen: 

COSA»!  =^-^  «Ig» 
cos  Dq^  ~  ^'  Ö  '  ff  * 

CO«ll|,=S~.^  -j|, 

cosxi^  ^     ~C  *  D  * 


folglich: 


fi6) 


F 

•^A 

coaö«=^^^, 
/i  ^'-^ 

CO«  I>i,  =^  ij-^  , 

n 
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%I4¥II. 

Lieber  eioige  aui  eiementarein  Wege  ausführbare 

Qaadrataren» 

Vi»» 

Herrn  Heinrich  Gre  Ischel ^ 
I^ehror  4ct  MatheniRtik  im  der  BaodeUlchraoaUU  in  Lei|^ig. 


Dm  von  VWiani  gestellte  sogenannte  Florentiner  Problem 
hat  Veranlassung  gegeben  sor  Auffindong  einer  grosseren  Ansabl 
von  Flächen,  die  im  Sinne  der  Alten  quadrirbar  sind.  Dsss  sieb 
die  betreffenden  Resultate  auch  ohoe  Anwendung  der  Symbole 
der  Integralrechnung  auf  rein  geometrischem  Wege  abteiten  lassen, 
kann  nicht  Öberraschen;  vielleicht  aber  ist  es  nicht  ohne  Interesse 
SU  tvisseo,  dass  einige  dieser  Sätse  sich  gewinnen  lassen  durch 
Betrachtungen,  wie  sie  in  der  elementaren  Stereometrie  bei  der 
Entwicbeiung  der  Formel  Air  die  Kugelfläche  und  in  der  elemen- 
taren Mechanik  bei  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  ü blich  sind. 
Diese  Bemerkung  mag  die  Mittheilung  des  Nachstehenden  ent- 
schuldigen. 

Wir  ni  ti  Iii  II  später  bauptdächlicb  von  (oigendeo  zueibekauo- 
ten  Sätzen  (urlituucli: 

1)  Das  zwischen  zuei  Meridianen  gelegene  Stück  einer  Kogel* 
/one  ist  gleich  dem  Aequatorbogen ,  welcher  zwischen  denselben 
Meridianen  liegt,  multiplicirt  mit  der  H&he  der  Zone. 

2)  Das  Moment  eines  belieh ii^en  Kreisbogens  in  Bezug  auf 
einen  Durclmiesser  int  denuiacli  gleich  iler  Prujection  des  Bogens 
multiplicirt  mit  dem  Halbmesser. 

A  u  f  eine  r  Kugelfiäche  bewege  sich  vomPuakle^^ 
des  Aequaturs  aus  ein  Punkt  P  so,  dass  seine  Länge 
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ilH  stets  das  ifcracbe  seiner  Breit« /»D  ist  (TafALKigJO.). 
Der  Ponict  P  beschreibt  eine  spbXrisebe  Ciirve  und  Allt  Ittr  einen 
genrissen  Meridian  BC  niil  dem  Pele  C  susammen.  Wir  wellen 
diesen  Meridian  kurz  den  letzten  Meridian  nennen. 

3)  DirjenlEje  T  Ii  eil  der  K  u  e  I  fl  äc  h  e  ,  \%  elcher  z  wi- 
sch (mi  rl  r  r  s  n  fi  fi  r  i  s  c  Ii  e  n  (Jur%'e,  dem  A  e  <|  ii  a  t  o  r  und  dem 
let/tf'ii  Meridiane  lie^t,  ist  das  Afacbe  vom  Quadrate 
üe«  Kugeibalb meAs er«  OA. 

Es  seien  P  und  Q  ein  Paar  Punkte  der  Gorve»  deren  Eni» 
fernanf^  verscbwindend  klein  wt,  CD  und  C£  seien  ibre  Meridiane» 
PR  sei  das  swlscben  beiden  gelegene  Stück  des  dorcb  P  geben* 
den  Paralleikrelsesp  iV  sei  der  Balbirangsponkt  ven  IXM  das 
Yen  19  ans  anf  die  Ebene  des  Aequators  geftllte  Perpendikel« 
Dann  ist  DEQP  ein  Element  der  fragliches  FiKcbe.  Wir  denkeo 
ans  dasselbe  als  eine  Zone  von  der  Höbe  MPI  ond  kOnnea  es 
dann  (nach  dem  ersten  der  Eingangs  citirten  SXtzc)  durch  das 
Produkt  I}E,M^  aosdrficken.  Nun  ist  aber  nach  der  Versus* 
setznng; 

AE  =  k.QE,  AD^k.PD, 

relglicb: 

AE-'AD^DE^ kiQE - PÜ)  ^k.UH. 

Mitbin  ist  unser  Flächeneiement  =  k.QR.JUIS'  und  die  ganze 
Fliehe  ist  die  Arfacbe  Summe  alier  Produkte  QR.MN.  Denkt 
man  sieb  nun  alle  Meridiane  auf  den  ersten  Meridian  ilC  snrilck« 
gedreht,  so  bilden  die  sfimmtHcbea  Bogendenente  QB  zusammen 
den  Meridianquadranten  AC  ond  die  Summe  der  Produkte  QR»My 
ist  das  Moment  dieses  Quadranten  in  Bezug  anf  den  Halbmesser 
OA,  d.  b.  nach  dem  z«Telten  UilfssaUe  =  OA*.  Senacb  ist 

meh9APtß  =  ä.OA». 

Dass  es  statthaft  ist,  statt  des  Elementes  DEQP  das  Pro- 
dokt  DE>MN  zu  setzen,  erkennt  man  daraus,  das8  Jedenfalls, 
•renn  QS  ein  Parallelkrelsbogeii  Ist, 

SQk^O  >  DE.  /UJ^  >  PRED 

ist,  sonach  auch 

£  SQED  >£DE.JUJS>£  PHED. 

Der  Unterschied  der  beiden  insseren  Stimmen»  sowie  anch 
der  Unterschied  zwischen  einer  jeden  fen  ihnen  nnd  der  gesuch* 
teo  Fiicbe.  kann  aber,  wenn  man  die  Punkte  P  und  Q  immer 
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dichter  an  einander  lüdcen  Ifisst,  beliebig  kleio  gemacht  «rerdee; 
mithin  giebt  die  mittlere  8uinme  die  gesuchte  Pllche  richtig  an. 

4)  Ist  ine  Beaendere  die  Ltnge  gleich  der  Breite, 
•e  gelten  folgende  Sätse: 

a)  Die  Projektion  f}or  sphari  scheu  Curve  arif  die 
Ebene  des  Aeqaators  ist  ein  Krei«  mit  dcmÜurch- 
meeser  OA* 

Denn  ist  CPat  Vi.  Fig.  II.)  P  ein  Corvenpnnkt,  AI  seine  Pro- 
jelitien  auf  die  Aequatorebene,  und  siebt  man  noch  den  Halb- 
messer OP«  sowie  die  Linien  OM  und  MA,  so  ist  ^AOM^^POM 
(d.  i.  Lfinge  ^  Breite)»  OA  =  OP  und  OJU  —  OM,  mithin 
üAOM^^POM,  folglich  ^OMA^jLOMP^  üU»,  M  beschreibt 
also  einen  Kreis  mit  dem  Durchmesser  OA. 

b)  Die  IM  a  II  t  e  i  1 1  äc  h  o  des  Cyliuders,  ivelcher  die 
sphärische  Curve  aui  den  Aequ at orqua dranten 
projicirt,  ist  dem  Quadrate  des  Kugeibalbmesners 
gleic  b. 

Denn  sind  (Taf.Vl.  Pig.  10.)  P  und  Q  Nachbarpunkte  der 
sphSrisehen  Curve»  K  und  h  ihre  Projektioneoi  so  ist  das  Element 
der  CylindertiSche  s  KL.MN,  es  ist  aber  ICi/=  DE,  weil  KL 
in  dem  Kreise  mit  dem  Durchmesser  OA  ein  Bogen  Aber  dem 
Peripheriewinkel  DOE,  DE  dagegen  in  dem  Kreise  mit  dem 
Halbmesser  OA  ein  Bogen  über  dem  Centriwinkel  DOE  ist ;  fV?r- 
neristauch  DEssQR,  mithin  das  Flfichenelemeut  s  Qif.ifiV. 
Die  Fläche  ist  sonach  gleich  SQU.MN,  diese  Summe  Ist  aber 
nach  den  Gntvrickelungen  unter  3)  ss  OAK 

c)  Die  PrOjekUuo  der  sji  Ii  ;i  risch  cn  (  u  r  \  e  auf  die 
Ebene  des  ersten  IVlcridiuiis  i^t  eine  i^arahei  atit 
dem  Seheitel  A,  deren  Parameter  gleich  OA  ist. 

Denn  ist  in  Taf.  VL  Fig. II.  Q  die  Projektion  von  />,  sind  ilfiS 
und  QS  rcchtwinklii?  zu  OA,  so  ist  AM'^  =  AS.AO',  aber  da 
wegen  A  OMA  ^  ^  OMP  auch  AM  =  MPs=SQ  ist,  so  ist  auch 

SQ^s::AS.AO, 

womit  die  Richtigkeit  der  Behauptung  bewiesen  ist. 

d)  Die  Projektion  der  sphärischen  Curve  auf  die 
Ebene  des  Meridians  von  90"  Länge  ist  der  Qua- 
drant einer  Schleifenlini«,  deren  Knoten  der 
Mittelpunkt  O  ist  und  deren  Punkte  durch  fol- 
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geiide  Construktion  gefaaden  werden  (Taf.  VI. 
Fig.  11.  QDd  Flg.  12.)-  Auf  der  Achse  OC  nehme 
man  einen  willkarlicben  Punkt  A  an  and  errichte 
in  demselben  ein  Perpendikel  auf  OC»  welches 
bis  zum  Durchschnitte  Fmit  dem  Kreise  verUn* 
gert  wird,  der  um  O  mit  dem  Halbmesser  OC  ge* 
schlagen  ist.  Man  verbinde  dann  O  mit  F,  siehe 
senkrecht  auf  OF  und  mache  iVJ?  s= /VG*;  dann 
ist  R  ein  Punkt  der  Scbleifenlinie*). 

Es  sei  N  in  Taf.  VI.  Fig.  II.  der  Punkt  von  OC,  in  >velchem 
das  von  Q  aus  gefiillte  Perpendikel  QN  auftrifl.  Um  die  Rich- 
tigkeit der  beschriebenen  Construktion  damthun,  ha(  man  dann 
nachzuweisen,  dass  MS^PQ  =  NG  ist.  Nun  ist  ^OMP 
^  A^iVO,  denn  beide  sind  rechtwinklig,  und  es 'ist  OP=s  OF, 
MP=NO;  tnifhin  ist  OMszFN  unä  ^  MOP  ^OFN.  Weil 
nun  ^JUOPz^^SOM  (Breite  =  LSuge) ,  so  IM  auch  ^SOM 
^^OFN,  Die  beiden  Dreiecke  SO/tf  und  GF19  sind  demnach 
auch  congruent;  denn  beide  sind  rechtwinklig»  die  Hypotenusen 
OiV  und  FiV^sind  gleich  und  ausserdem  ist  ^SOM^^OFN 
oder  =  ^GF!^>  Sonach  sind  anch  die  Gegenkatheten  dieser  Win» 
kel  gleich,  d.  h.  MS'=^  NG,  w.  k.  b.  w. 

Au»  dem  \  orkoniiiit'i)  (lieser  Curve  al«  Projektion  der  sphä- 
rischen Linie  erkennt  mni),-^das.s  der  grüaste  ^^  erth,  den  I\R  ha- 
ben kanij,  -  a  OJ  ist;  d  um  isl  uäiulich  in  Taf.N  I  l  in.  II.  .Sder  Hal- 
fcirungsjKiiikt  von  O.i  uiul  .S^  ein  Halbmesäier  des  Kreif*es  ()MA. 
Weil  in  diesem  Falle  OM  —  \OA,V^  ist,  ist  aucli  MP  und 
mithin  0?i  —  ^(}A .y2\  die  I.  loge  des  Punktes  P  if»t  dann  45". 

•}  Die  Fläche  des  ül)or  OC  stehenden  Quadranten 
dieser  «Seh  1  e  i  f  e  ii  1  i  n  i  e  beträgt  ^  vom  Quadrate 
des  Haliinies^ers  OA. 

Da  die  Fläche  der  im  ersten  Meridian  liegenden  Parabel 
^\0A^  ist,  so  haben  wir»  nni  unsere  Behauptung  zu  rechtfer« 
Hgen»  nur  darsuthun»  dass  die  Flüchen  der  Parabel  und  der  Schlei- 
fenlinie  xusaromen  gleich  dem  Quadrate  des  Halbmessers  OA  sind. 

Um  dieses  nacbxuweisen^  tlieilen  wir  den  üequatnrquadrauten 
AB  In  unahlig  viele  gleich  lange  Theile.  D  und  E  (Taf  V  I.  Fig.l3.) 
seien  ein  Paar  Theilpoiikte,  welche  so  liegen,  dass  AD  —  BB  ist; 
sind  P  und  Q  die  auf  den  Meridianen  CD  und  CE  gelegenen 
Punkte  der  sphftrischen  Curve,  so  ist  auch  DPzsl  CQ,  Tragen 
M-ir  nun  auf  CD  den  Punkt  P*  so  ab,  dass  PP'  gleich  einem  der 
Theile  auf  dem  Aequatorqnadranten  AB  ist,  so  ist  DP*  die  Breite 

*)  In  1  ut.  VI.  Fig.  \'?,  fehlt  diirt  h  ein  Ver«eh<-n  der  iini  tiHUt>u 
tvitfchoo  F  «all  X  In  FN.  n. 

«9» 
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desjenigen  Ciirvenpunktes,  der  auf  dem  Meridiane  liegt,  welcher 
dnrcb  den  zunächst  aaf  D  in  der  Kiehtung  nach  B  hin  folgenden 
Theilpunkt  geht.  Ist  weiter  N  der  Ualbirangspankt  ?on  Pf^ 
NU  senkrecht  aaf  der  Aeqnatorebene»  MS  senkrecht  aof  der 
Ebene  des  ersten  Meridians,  P*L  parallel  NUt  PL  parallel  i>0» 
so  ist  leicht  einausehen,  da^s  PL. NN'  oder  i^X«.  ^5  die  GrSsse 
eine«  au  OB  parallelen,  in  der  Figur  schraflirten  Flächenstreifens 
der  ^chleifenlinie  in  dem  Quadranten  BOC  ist  Sonach  ist 
JSP' L»  MS  die  ganze  Fläche  der  Schleifenltnte,  wo  das  Zeichen 
Z  bedentet,  dass  man  auf  allen  Meridianen,  die  durch  die  ver- 
ediledeneo  Theilpunkte  von  AB  zu  leg«n  sind,  die  aogegebenen 
Operationen  au  Tollaieben  und  die  ResuNate  au  addire»  bat. 

Tragen  wir  weiter  auf  dem  Meridiane  C7J  »las  Stück  ^Q'=PP' 
ab,  ist  ß  der  Hall>liung.Hj*unUt  von  QQ',  IIU  senkrecht  auf  der 
Aequatorehonc,  VT  senkrecht  auf  OB,  QK  parallel  IW,  Q'K 
parallel  £0,  so  Ist  QK .  VT  ein  der  Achse  OA  paralleler,  in  der 
Figur  gleichfalU  srhraffirter  Flfiihen^treiten  v  der  Parabel  In 
COA,  und  die  ganze  Parabelfläcbe^ist  £QK,VT,  Es  ist  also 
jetzt  die  Gleichung  zu  beireisen: 

2:{P'L.MS  i  QK.  VT)  =  OA'^. 

Nim  ist  zunächst  A  P'^-^  ^  A  OMN  cv>  A  OS3f,  folglich 
P'LlPL=OS:iVS,  folglich  P'L.MS—PL.OS.  —  Ferner  ist 
^Q'KQ  ^  ^P'  LP,  \\v'\\  beide  dieselben  \VinkeI  und  auch  gleiche 
Hypotenusen  hiibcn,  mithin  ist  QK  =  PL'^  endlich  ist  noch,  vtcdi» 
man  HJ  senkrecht  auf  OC  zieht,  A  O/^ J  ^  A  OiViU,  aUo 
RJ  =  MN,  mithin  auch  O  V  =  MN.  Wäre  nun  ein  Punkt 
der  sphärischen  Curve,  also  DJ  Punkt  der  unter  b)  betrachte- 
ten, über  dem  üurchmesser  construlrtfn  Kreislinie,  so  tAÜrde  (wie 
unter  c)  bewiesen  ist)  AM  =  J/A,  al»a  auch  AM  —  OV  sein. 
Da  nun  ausserdem  duiiu  jL.SMA=zj^DOA~^JOV  ist,  so 
würde  \TOV  SMA,  also  TV  =  SA  sein.    Man  kann  also 

jedenfalls  setzen  TV  —  SAiJ,  wo  ^  eine  Grosse  ist,  die  durch 
immer  grössere  Annäherung  von  P  und  P',  Q  und  Q"  kleiner 
gemacht  werden  kann,  als  jede  angebbare  Zahl.  Demnach  ist 
unsere  zn  nntersuchende  Summe  in  der  Form  darstellbar; 

Z[PL.OS^PL(,SAi^J)]=£PL,OA  f  £PLui^OA£PL^£PL.^. 

Es  ist  aber  £PL:=OA\  ist  ferner  ^'  das  grüsste  A,  so  ist 
jedenfalls  ZPL.^^J*SPL,  d.i.  <,A',OA,  Da  aber  jedes  ^ 
kleiner  als  jede  angebbare  Grösse  gemacht  irerden  kann,  so  kann 
man  das  Glied  ZPL.A  ganz  weglassen  und  es  ist  also: 

£{PL,MS  +  QK.VT)  =  OA*, 

w.  z.  b.  w. 
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Vom  unkte  A  des  Aeqiiators  aus  belöge  sich  ein 
PunkC  /^derart  auf  einer  Kugel  fläche,  das-s  (itr  Sinu« 
der  Breite  immer  der  A-te  Theil  von  seiner  Lange  i8t> 

oder  in  Tai.  VI.  Fig.  11.  PMz^^. AO.    Wenn  ^   nach  dem 

Pole  C  gelangt»  so  eei  die  Länge  =  ^BOA\  der  Meridian  BC 
beiset  der  letale  Meridian,  der  Aequatorbogen  AB  lat  dae  Afacbe 
den  Kogelbalbmeasera. 

5)  Derjenige  ThetI  der  K. u e 1 1  i Ii c h e,  «velcber  zwi- 
sciien  dieser  «fihJiri  selten  Cnrve,  dem  Aequator  und 
dem  I et zt eri  ^1  (- r  ul  i a n e  1 1  eg  t.  ist  dem  4^ fachen  Quadrate 
des  kugelhallimessorM  gleich. 

Denn  tbeileo  wir  den  Aequatorbogen  AB  in  unaihlig  ?iele 
gleicb  groeae  Theile,  deren  einer  DE  lat,  iat  P  der  anf  dem 
Meridiane  CO»  Q  der  auf  dem  Meridiane  C£  gelegene  Cnrvenpankt, 
•ind  PM  und  QN  die  von  P  und  Q  auf  die  Aequatorebene  ge* 
lUlteD  Perpendikel»  ao  i»t  DE.QN^  PQEir>DE,PM%  beaeleh- 
net  man  daher  die  geaacbte  Fläche  mit  P,  eo  iat: 

Nun  ist  aber  ^i\'  =  |i4i?,  PM^^AÜ^  mithin  geht  unsere  Um- 
gleichnng  in  die  folgende  fiher:^ 

\ £DE,A£>P>  I  £DE.  AD. 

Zeichnet  man  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Katheten 
die  LSnge  Aß  haben,  trSgt  auf  der  einen  AD  und  DE  ah,  er- 
richtet in  D  und  E  Perpendikel,  welche  die  Hypotenuse  in  D' 
und  E'  schneiden,  so  ist,  wegen  A/)=^DD'.  AE  =  EE'. 
DE.AEyDEE'D'^DE.AD  und  die  gewelnaanie  Grenze,  der 
•ich  die  Summen 

£DE.AE  und  £DE.AD 

Maltern,  ist  die  Flüche  des  Dreieckes  =  ^AB*.  Mithin  Ist  unsere 
gesuchte  Fläche 

E=.yiAB\ 
d.i.  wegen  AB  stk.OAt 

w.  s.  b.  w. 
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III. 

Auf  der  Oberfläche  einer  Kii^cl  beuege  sich  vom 
P  u  n  k  t  e  J  des  A  e  q  u  a  t  o  r  s  aus  ein  P  u  fi  k  t  d  e  r  a r  t ,  «I  as s  der 
Sinus  s  e  i  IM  r  breite  das  /r  f  a  <■  Ii  e  vom  Sinus  der  L  H  n  e 
ist.  Wir  ntMii  (  i)  nieder  dei)jeni<;en  Alrrnlian.  iei  welchem  tüe 
Breite  ihren  hoihshMi  Werth  erreicht,  den  letzten  Meridian.  Ist 
A:<1,  so  ist  dies-es  (ier  Meridian  von  90**,  für  diet^en  ist  der  JSinus 
der  Länge  =  1,  der  der  Breite  also  —  k;  ist  aber  /;>1,  so  ist 

der  leiste  Meridian  derjenige,  de«eeo  Linge  den  Sinns  =  j  bat, 
und  in  weleliem  der  Pankt  P  die  Breite  äO**  erreielit. 

6)  Der  Theil  der  K  ujielf  lache,  welcher  zwiacheo 
der  angegebenen  ijphärischenCurve,  deniAequator  and 
dem  letzten  Meridiane  liegt,  ist  das  A'fache  vom  Qua- 
drate des  K ugel hal bmesse rs,  wenn  A<1  ist,  dagec^en 

das  (Ä  — V  ifc*—!}  fache  desselben  Quadrates,  wenn 
A:>1  ist. 

4 

Wir  denicen  une  (Taf.  VI.  Fig.  la)  DE  halbirt,  HÜleii  von  dem 
llalbirungepunkte  auf  OA  ein  Perpendikel  p,  legen  durch  den 
Halbirungspunkt  den  Meridian,  welcher  die  sphärische  Curve  io 
einem  zwischen  P  und  Q  liegenden  Punkte  (in  der  Figur  nicht 
angegetieu)  schneidet,  und  Hillen  von  X  auf  die  Aequatorebene 
das  Perpendikel  p'»  dann  kann  man  das  Flichenelenient  DEQP 
^DE.p'  setzen.  Ea  ist  aber  p'  =  j£.p,  mitbin  das  Fl&cben« 
element  :szk.DE,p  und  die  ganze  Fläche 

F-kSDE.p, 

DE.p  lat  aber  das  Moment  des  Bogenelemeots  DE  in  Bezug 
auf  OA,  mithin  ist  ZÜE.p  gicicb  dem  Halbmesser  OA  roultipli- 
cirt  mit  der  Projektion  des  Bogens  von  A  bis  sam  letzten  Meri* 
diane  auf  OA» 

Wenn  k<,  \  ist,  so  bat  der  letzte  Meridian  die  Linge  W 
and  die  Projektion  des  Aeqoatorbogens  ist  OA,  mitbin  ist  in  die* 
sem  Falle 

F^kMA^. 

tat  aber  ky\  ,  so  ist  für  den  letzten  Meridian  der  Sinus  der 
1 

Lange  stti  mithin  die  Projektion  des  Aequatorbogens 
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uofl  also: 

womit  niwero  Behaaptongen  garechtfortigt  aind. 


XIiTIII. 

Ueber  die  Behandlung  de8  irreducibeln  Falles  der 
cabischen  Gletchangen  beFro  mathematiBchen  Uoter- 

richte. 

Von 

'  Herrn  Heinrieh  Grettehel, 

LehrtT  der  Mathcnialik  un  der  HandehlehraMtall  in  Leipsig. 


Um  die  drei  reellao  Woraeln  dar  cabiachan  GlatdivDg 

«*^|i«Hh9»0  (1) 

für  den  Fall,  daaa 

4  ^«7 

iat,  zu  findeo,  gabt  man  gewöhnlich  entweder  von  der  goniome- 
friacbeo  Formel 

alo*9'^t*i'>9'~l~i*ia39  »  0 

au8  und  kümmert  sich  nicht  um  die  Cardanische  Formel,  oder 
man  nimmt  letztere  zum  Ausgangspunkte,  bringt  die  Gr3ssen 
unter  der  Cubikwurzei  auf  die  kanonische  Form  coniplexer  Grössen, 

r(coa  9  J:  1  aio  9)»  * 
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und  zieht  dann  mit  Hille  des  Moivre'flcben  Satxes  ilie  Cobifc- 
Wurzel  uuä.  Der  Moi v re'sche  Satz  wird  iliileM«li  nicht  iimner 
in  den  LCIeinenten  der  Arithmetik  behandelt  I3tti  auch  In  wA* 
chem  Falle  von  der  Cardanischen  Formel  aasgeilend  %u  den 
bekannteil  Löi^iingen  des  casus  irreducibills  so  gelangen,  kann 
man  folgenden  Weg  einschlagen. 

Die  Cardanische  Formel  giebt  für  die  Wurzeln  der  cobl- 
echen  Gleichung  (I)  die  drei  Werthe 

(2)  =  «^-»,    0:2  =  —\{u-\rt)  i  ii  V3(ii  — r>, 

wobei  tf  und  v  die  Werihe  haben : 

(3) 

»=lf  -  2  +  »\  27~  4  '  2~'\  27  4' 

Vareucht  man  nun  awel  reelJe  GrOasen  a  und  6  so  sli  bestimmeQ, 
daaa 

o  +  6i  =  14  (4) 

\ait,  so  ergeben  eich  durch  Erhebung  der  beiden  Seilen  dieser 
hypothetischen  Gleichung  auf  die  dritte  Kotent  die  awei  neuen 
Gleichungen: 

Da  man  au  denselben  swel  Gleichungen  auch  gelangt,  wenn  man 
die  Gleichung 

«-6i  =  p  (4)* 

derselben  Behandlung  unterwirft,  so  erkennt  man,  dass  wenn  es 
swel  reelle  Grüssen  a  und  6  gisbt,  welche  einer  der  beiden  Glei» 
cbungen  (4)  und  (4)*  genügen,  dieselben  GrGssen  auch  die  anders 
Gleichung  befriedigen.  Die  wirkliche  Ermittelung  von  ein  Paar 
solchen  Werüien  a  und  6  gelingt  aber  auf  folgende  Art 

Die  Multiplikation  der  tvleicbungcn  (4)  und  (4)*  ergebt  das 
einfache  Resultat 

a«  +  Ä«  =  |. 

DiejKe  (wleicl)uii;4  l^'gt  den  Gedauken  nahe,  dem  a  und  b  die 
Werthe  beizulegen: 
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a  =  ^^.8in9,  6  =  y  ^.co«9>  (6) 

Dnreh  Einschaltung  derselben  iu  die  er^te  der  üleicbuiigeü  (a) 
gehl  diese  über  in 


4  r27o* 


die  linke  Seile  iet  aber,  wie  tnen  «üb  der  Goniometrie  weise, 
etnd^.  Cs  wird  also  9  und  damit  a  und  b  bestimmt  dureh  die 
Gletcbong: 

•»»3»=V  V  ^ 

Andrerseits  erbilt  man  dnreh  Einselzang  der  Wertbe  (4)  nnd 
(4)*  f6r  II  ond  e  in  die  Gleichungen  (3)  die  einfacheren  Formeln: 

•etat  man  jetzt  in  diese  Formeln  statt  a  nnd  6  ihre  Wertbe  (6), 
so  entstehen  die  Gleichungen: 

*t  =  2        •  sln^,        =  1*  y  ^ C08 9  —  i sin q>^, 


welche  wegen 


^selnfiO»,   |  =  coeeO* 


ideoUscb  sind  mit 


jp,=2^|.siuy,  -^=2^|.sio(60^~9),  0;,=— 2^^»io(60<>4y) 
Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  eotbalten  die  gen  ünscbte  Losung. 
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Unter  welchen  Verhältnissen  ist  es  iRir  die  Staatskasse 
Tortheilhaft,  ein  deprimirtes  Papiergeld  oder  Bank- 
noten  gegen  Verzinsung  einzuziehen. 

Von 

Herrn  Grafen  L.  t».  Ff  eil 
•of  Hanadorf  bei  N«ur<»de  io  Schlesien. 


9-  1. 

Es  ist  ein  durch  die  National -Oekonoinie  festgestellter  Sats, 
das8  der  Preis  des  cirkulircnden  Mediums,  des  Geldes  (nicht  des 
Kapitals),  und  des  Papiergeldes  insbesondere,  von  dem  V'erhfilt- 
niss  abhängt,  in  welchem  dasselbe  zu  dem  BedQrfniss  der  Cirkih 
lation  steht  Steigt  die  Masse  des  cirkulirenden  Mediums  auf  das 
Zweifache,  das  Zehnfache,  so  sinkt  sein  Preis  entsprechend  auf 
die  HSlfle«  auf  ein  Zehnfheil.  Die  WerthverKnderung  lässt  sich 
an  einer  ▼erhältnissmässigen  Preissteigerung  aller  Waaren,  bei 
längeren  Perioden  besonders  deutlich  an  einer  Preissteigerung 
des  Getreides  und  der  Arbeitslöhne  erkennen. 

Dieses  ^acbverbältniM»  welches  bei  den  edlen  Metallen  nur 
in  der  Weltcirkulation  seinen  Ausdruck  erhält,  findet  ihn  beim 
PapierE^eld  eines  einzelnen  Staates  In  derjenigen  Somme»  die  er 
ohne  Depression  in  der  CirkolatioD  erlragen  kann,  so  wie  in  der 
Depression  des  Papiergeldes^  wenn  diese  natürliche  Grenze  fiber- 
schritten wird.  lletrfi|^  z.  B.  das  Cirkulationsbedurfniss  eines 
Staates  100  Millionen,  so  ^virf^  (ler^elbe  50  Milltnnen  Metall-  und 
60  Millionen  Papiergeld,  o  kr  10  Millionen  Metall-  und  90  Mil- 
lionen Papiergeld,  oder  endlich  100  Millionen  Papiergeld  allein 
ebne  Depre^^^lon  ertragen*  Dagegen  werden  1331  Millionen  Papier- 
geld nur  75%  im  Werth  gegen  Silber  stehen,  200  Millionen  Papier- 
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geld  oor  S0%.  Die  Summe  Mao  dee  aasgegebenen  Papiergeldes 
wird  in  dem  einen  wie  ia  dem  anderen  Falle  nur  100  Millionen 
Silber  wertb  sein  *)* 

Eine  solche  Deprejssion  trifft  das  panze  Staatseinkom- 
inen,  in  feo  weit  «rK\sns  in  Papiergeld  gezahlt  werden  darf,  und 
«ein  i^nrhtheil  äussert  sich  theil«»  in  einer  verh«iltnis.snins9igen 
Steigerung  der  Preise  aller  Anschaffungen,  welche  fOr  das  8faat«- 
bediirfniss  nöthiir  sind,  theils  in  <len  vrrinchrlen  Aufwendungen 
ffir  die  V  er/.i}iMn)Lr  der  Staatsschuld,  s<>  uie  di  in  f!rfir>hten  l^reise 
aller  Staatsanleihen ,  endlich  in  einer  vüUig  ungerecbtlertigten  l£r- 
uiedrigung  aller  Gehalte. 

Grüaser  vielleicbl  als  diese  Nachtbeile  sind  noch  die  geftbr- 
licfaen  Erscbfittemngeo  im  Gewerbebetriebe  and  in  den  Besitsver« 
hftitnissen»  so  wie  Im  Kredit  aller  Landesbewobner. 

W  i  e  g  ross  dö  rfe  n  die  O  p  J  e  r  s  e  i  n,  welche  der  Staat 
ohne  Nacht  heil  für  seine  Finanzen  hrifigen  darf,  um 
den  Werth  des  c  i  r  k  u  I  iren  d  en  a  p  t  er  ge  Ides  zu  erhöhen 
und  seinen  Courh  uui  Pari  zu  erhallen? 

Die  Frage  soll  nur  allein  in  Beziehung  auf  das  fiskalische 
Interesse  mit  giuslicbem  Ausschluss  der  weit  wichtigeren  Prifst* 
interessen  beantwortet  werden. 


{.  2. 

Die  Summe  des  cirkolirenden  Papiergeldes  in  einem  Staate  sei 
€•  Der  Betrag  desselben  Oberschreite  den  Bedarf  in  dem  Ver- 
biltniss  wie  ^  au  100,  so  wird  der  Cours  ^  und  der  Werth  gegen 

100 

Silber  —  sein.    Um  nämlich  li)Ü  Fl.  in  Silber  oder  deren  Werth 

in  YVaaren  su  kaufen,  wird  man  eine  grossere  Summe«  9  Gulden 
in  PSipier  aufwenden  mtlssen.  Endlich  wird  das  sllmmtllche  Papier- 
geld Im  Staate  einem  Silberwertbe  S  entsprechen,  und  dieser 

wird  sein:  iS  =  cX — • 

Soll  das  Papiergeld  auf  den  Paricours  gebracht  werden,  so 

100 

darf  in  der  Cirknlation  nur  verbleiben:  cX— =:<$•    Es  ronss 


*)  Kftbenius:     D «r  nf    n 1 1 ich  e  K  red  i t.*'  2.  Aufl.  ThI.  I.  Ciii>.3. 
9u.  10.  —  Auf  Wahrung  berechnet,  werden  100  Fl.  Silber  133|  Fl., 
retp.  um  Fl.  Fapier  bellen. 
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100 

also  aus  tloiii  Verkehr  gezogen  «werden:  c — Ä  =  c  — cX  — 

=  €?X(I  -)' 

Es  befrage  das  Einkommeii  deaselben  Staatea,  in  so  weit  es 
in  Papiergeld  beaablt  werden  darf,  eine  Sumniey  m,  so  wird  diese 
Summe  durch  die  Depression  der  Valuta  faerabgedrfiekt  werden 

100 

auf  ">X— «  und  der  jährliche  Verlust  für  die  Staatskasse  wird 

100  100, 

sein:  m  —  mx  —  =inX(l  ). 

9  9 

Zieht  jedoch  der  ätaat,  um  den  Cours  vueder  auf  Pari  so 

100 

heben  9  die  obige  Summe  eX  (1  ^^"'^  Verkehr  oud  ver- 

zinst sie  mit|>  Procent,  so  ist  dafür  die  jährliche  Ausgabe  gleich  dem 

100 

Betrage  der  loteressen  für  diese  Summe»  mithbi  s;eX(l — ^^^joö' 

Endlich  ist  der  Gewinn  ffir  die  Staatskasse  gleich  dem  Untere 
schied  des  Verinstes,  den  sie  durch  die  Depression  der  Vahita 
erlitt,  und  der  Aasgabe,  die  sie  fBr  die  Verzinsung  des  eingeso- 

100 

genen  Papiergeldes  aufwenden  muss.  Der  Erstere  war  mX(l  ). 

100  ^ 
der  liCtztere        j^XO  AÜthin  i(»t  der  Gewinn  für  die 

100 

Staatskasse  (ui— cX  |^  X  (1  —).  Es  bleibt  also  ein  Gewinn 

für  die  Staatskasse»  so  lange  m  grosser  Ist  als  cX 

Das  Ergeboiss  dieser  ErOrtmng  ist  In  Worten  Folgendes  a 

Die  Staatskasse  wird  Gewinn  haben,  nenn  sie 
Papiergeld  geijerj  Verzinsuna;  einzieht,  so  lanfje 
der  Betrag  einer  Verzins uni;  des  ganzen  vor- 
handenen Papiergeldes  kleiner  bleiben  würde 
als  die  ganze  Staatseinnahme. 

Za h  I  e n  bei  8  pi  e I.  Das  Einkommen  eines  Staates,  so  weit 
es  in  Papiergeld  gezahlt  werden  darf,  betrage  200  Millionen,  das 
Ctrkulationsbcdörfniss  desselben  Staates  sei  250  Millionen  Silber. 
Das  cirkulirende  Papiergeld  betrage  aber  500  Millionen,  so  wird 
letsteres  an  200  im  Course  gegen  Silber  stehen.  Die  Staatskasse 
wttert  also  durch  di^  Depression  des  Conrses  Jährlich  die  Hlllle 
ihres  Einkommens  mit  100  Millionen  Silber.  Züge  der  Staat  da- 
gegen 200  Millionen  Papiergeld  ein«  und  Teminste  dieselben  mit 
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6%,  80  irOrde  er  jfibriich  20  Millionen  zu  diesem  Zwecke  auf- 
wenden inflssen.  Gegen  diese  Aiiftrendang  würde  eich  aber  sein 
Einkommen  on  100  Millionen  Silber  vermehren,  bezüglich  aof 
200  Millionen  erhalten.  Der  Staat  «vür<le  also  durch  die  ü|>era- 
tion  dO  Millionen  Silber  jährlich  gewinnen. 

Die  Richtigkeit  dee  obigen  Satzes  gilt  aueb*  bei  einer  nur 
unTollstlndigen  Einsiefaung  von  Papiergeld,  wie  folgende  BrSrle- 
rang  zeigt. 

Angenommen«  es  würde  nicht»  wie  es  zur  Herstellung  des 

100 

Paricourses  notbwendig  ist,  der  Betrag  cX(l  )  gegen  Ver- 

^  100 

sinsung  eingezogen,  sondern  ein  geringerer,  ^X(I— '^)*  d 

100  100 

einen  lebten  Broch  bedeutet,  so  dass      <  9,  -7-  >  —  und 

100  100  ^  f 

cX(I  — -j^)  <cX(l         )  l«t,  80  wfirde  iiu  Verkehr  bleiben 

100  100 

e— cX(l— =  cx^'    Dieser  Betrag  wurde,  wie  oben 

dargetban  irorden  ist,  den  Silberirerth  des  ganzen  Circolations- 
bedffrroisses,  also  den  Werth  von  5  haben. 

Der  Betrag  des  Staat^einkommens  war  m.    Es  yjiirde  das- 
sell>e  vor  der  Einziehung  von  Papiergeld  aof  den  Silliorwerth 
100 

mX—  deprimirt,  wie  gezeigt  worden.    Naefa  der  Einziehung 

oines  Theils  des  Pnpier<r''!<'es  die    Valuta   in  geringerem 

Maasse  deprimirt  werden  und  das  Slaatseinkommen  »ich  nur  vor- 

100 

ringom  aof  aiX^  •  Der  jftbriicbe  Verlust  Dir  die  Staatsbasse 
wird  also  nur  bleiben  m— jnX-^=iiiX(I— 

Auch  I«  diesem  Falle  wird  die  Slaatskasse  Vortheil  haben, 
wenn  sie  den  eingezogenen  Betrag  des  Papiergeldes  mit  p  Pro* 

100 

cent  verzinst,  also  liir  diese  Verzinsung  ^XO~^)X  1^ 'auf- 
wendet, solange  cX(l  —  ^)X|^  kleiner  bleibt  als  iiix(I  — 

oder  so  lange  cX|^^m.  da»  heitist,  so  lange  der  Betrag 

der  Versinsnng  dee  gaosen  ansgegebene»  Papiergeldes  kleiner 
bleiben  wfrde  als  das  gsaae  SlaaCeeinkoMnee.  Der  Gewinn  fllr 
die  Stattebaete,  Mif  Baakaete«  bereebaet,  Ist  ebenfalki 
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Also  auch  ffir  unvollständige  Einziehung  van  Pa- 
piergeld gegen  Verxlosung  gilt  der  obige  gesperrt* 
Satz  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  aU  richtig. 

Zahteiibeispiel.  Das  Einkommen  eines  Staates  aei*  wie 
In  dem  früheren  Beispiele,  so  weit  es  in  Papiergeld  gezahlt  wer- 
den darf,  200  Millionen.  Das  Cirkulationsbedurrnisa  desaelbea 
Staates  sei  250  Millionen.  Das  cirkulirende  Papiergeld  betrage 
aber  500  Millionen,  so  wird  letzteres  zu  200  im  Courae  g^ea 
Silber  stehen.  Die  Staatskasse  verlor  also  durch  die  Depression 
des  Courses  jährlich  die  Hälfte  ihres  Einkommens  mit  lOO  Mil- 
lionen Silber.  Züge  der  Staat,  um  den  Cours  zu  heben,  swar 
nicht  250  Millionen,  sondern  nur  50  Millionen  ein,  und  verxloste 
dieselben  mit  8%,  so  tiörde  er  jährlich  4  Millionen  Banknoten 
zu  diesem  Zweck  aufwenden  mflssen.  Dieser  Veriron düng  gegen- 
über Wörde  sich  aber  sein  Einkommen,  welches  von  200Millioaen 
auf  100  Millionen  Silber  gesunken  «ar,  wieder  auf  \\\\  Millionen 
Silber  heben,  der  Staat  wfirde  also  durch  die  Aufwendung  tob 
X  Millionen  Banknoten  11',  Millionen  Silber  gewonnen  haben,  oder 
zum  Course  von  180  auf  Banknoten  gerechnet  lU  Millionen  malf, 
also  20  Millionen  Banknoten. 


3. 

Oesterreich  beöndet  sich  in  der  Lage,  daas  sein  Papiergeld, 
oder  was  praktisch  dasselbe  ist,  das  der  Bank,  den  Paricom 
nicht  erreicht.  Nach  der  Torstehenden  Darstellung  wird  er  jedes 
Opfer  bringen  raflssen,  um  den  Paricours  herzustellen.  Diese 
Herstellung  kann  nur  allein  durch  eine  ▼erhSItniasmissige 
Einziehung  von  Banknoten  bevrirkt  werden,  keiooswegs 
durch  Deponirungen  von  Silber  in  der  Bank,  oder  durch  Anleihen 
gewöhnlicher  Art,  oder  auf  irgend  eine  andere  Weiae.  Theorie 
und  t:rfahrung  beweiaen  gleichseitig  die  RicbHgkeit  dieser  Be- 
hauptung. 

Nachfolgendes  Verfahren  dürfte  £»eeigner  sein,  der  Sfaats- 
kasse  das  zuviel  ausgegebene  Papiergeld  /.uzurühren.  ohne  de», 
halb  flbergrosse  Opfer  nrithig  zu  machen,  ^lieuolil  auch  die 
grossten  zur  Erreichung  des  Zweckes  nicht  leicht  zu  gross  er- 
scheinen  konnten. 

Die  Staat.^kasse  nehme  beliebige  Summen  von 
einigem  Belang  in  Banknoten  von  jeden  Einsen* 
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der  d«B  Id*  ood  Aoslandes  in*«  Depositum  uod 
verspreche  solche  mit  moftstlicfa  i  %  (oder 
mehr)  ebeorslls  in  fisnlcRoten  su  versiosen, 
auch  auf  Verlangen  des  Deponenten  sofort  su- 
rOckaoiahlen. 

Es  durfte  kaum  2U  beKM-eifelii  .stiii,  da^is  ein  sulches  Ver- 
fahren der  Staatskasse  sehr  grosse  i$uiniiiei)  in  Papiergeld  zuftlh* 
ren  ^rärde,  insbesondere  fast  den  ganzen  Betrag  derjeniqen 
iSuiüiue,  welche  über  das  Cirkulatinrii»l)e«Uirliiiss  hinaus  gegcl»eii 
worden  ist.  Denn  jeder  Deponirende  verliert  nicht  einen  Augen- 
blick die  Verfügung  über  sein  Geld»  während  er  gleichwohl  einen 
erhebticben  Zinsengenus«  davon  gewinnt;  er  wird  sich  darum 
jeder  Summe  an  entlliissern  suchen,  welche  ihm  für  das  Uedürf- 
niss  seiner  laufenden  Ausgaben  irgend  entbehrlich  ist.  Dabei  kann 
In  die  ZablungefAhit^keit  der  Staatskasse  unter  den  bekannt  ge- 
machten Bedingungen  nieniafs  der  mindeste  Zweifel  gesetst  werden. 

Selbst  ausländische  Hanquiers  dürften  sich  bei  einer  derarti- 
gen Staatsanleihe  (denn  etwas  andiits  i.st  es  nicht)  stark  he- 
theiligen.  Einmal  würde  *;chon  die  liekunntmaehung  der  vorge- 
schlagenen Maassregel  ein  erhebliches  Steigen  der  l^anknoten  in 
Aussicht  stellen  und  damit  dem  Aulliauler  von  Uanknnten  einen 
sicheren  Gewinn  eröffnen.  Ganz  abgesehen  davon  würden  aus- 
ländische Häuser  auch  Veranlassung  haben,  ihre  Best.'inde,  ihre 
BasrbestSnde  surosi,  in  zur  Deponiruog  angekauften  Banknoten  zu 
belegen,  so  lange  sie  nicht  ein  pli^tslichea  atorkes  Fallen  dersel- 
ben  beidrehten  müssen.  Denn,  selbst  wenn  die  Banknoten  sm  iscben 
der  Anachaffung  und  der  Verausgabung  fallen  aoUlen,  ao  wfirde 
der  Deponirende  noch* keinen  Schaden  haben,  so  lange  die  Dif- 
ferens  im  Anschaffungs-  und  Verkaufspreise  den  inaw  iscben  su 
gewinnenden  Zinseobetrag  nicht  flberschreitet. 

Der  Torgescblagene  Zinsfoss  von  4%  monatlich  dürfte  dem 
Bedarfoiss  vielleicht  genügen,  da  er  eigentiich  nur  dem  Diskonto, 
nieht  aber  der  Versinsung  unkQndbarer  Staatsdarlehen  gewährt 
werden  darf,  anf  welche  letztere  das  atarke  Angebot  und  wohl 
auch  ein  Mangel  an  Vertrauen  nachtheilig  einwirkt. 

Nach  dem  Course  der  Metalliques  mit  67  in  Banknoten  oder 
mit  47^  in  Silber  berechnet,  und  die  Interessenzahlungen  in  Sil 
ber  vorausgesetzt,  wfirde  der  Zinafuss  für  gewöhnliche  Stant^(lar- 
leben  allerdings  Aber  I07o'^in.  Sollte  Indesa»  wider  Erwarten, 
ein  Zinssats  von  6%,  wie  er  vorgeschlagen  wurde,  nieht  genO- 
gen,  um  der  Staatakasae  die  Banknoten  in  hinreichender  Menge 
suattfUhren,  ao  wfirde  aeibst  ein  solcher  von  7%,  B%  und  mehr 
Immer  Doch  einen  groaaea  Gewinn  Ar  die  Staatskasse  tibrig  laa- 
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den»  gegenOber  dem  enormen,  dareb  die  Depression  der  Valata 
berbeigeffihrten  Vertust. 

I^in  ul)crma88ig  hochaeanffener  Zinsfuss  dürfte  Veranlassuiii» 
x%*'rdon.  einen  ^rusiseren  lUfriii»;  an  Banknoten,  als  zur  Herötel- 
lung  des  i^irn niirse»  notliwi  ikIil;  ist,  ja  alle  Banknoten  aus  dem 
Verkehr  /.u  ziehen.  Wenn  diebos  auch  an  sich  nicht  nachlheilig 
erscheint,  indem  .sich  der  Al>nus.s  an  Banknoten  durch  Sdher  vom 
Auslande  her  sofort  ersetzen  würde,  so  möchte  doch  der  gegen- 
wärtige Zeitpunkt  vieniger  geeignet  sein,  die  IStaatsausgahen  za 
diesem  Zweck  über  das  nothwendige  Maas»  binaos  cu  »teigero. 

Es  ist  nicht  meine  Aufgabe,  das  RecbtsverhSttniss  der  Staals- 
'  icasee  gegenüber  der  Bank  su  beleuchten.  Diese«  Icann  berfick- 
sicbligt  werden,  auch  wenn  der  Staat  sich  au  dem  Nothwendigen 
eotschliesst.  Eine  Vermehrung  der  AnsprOche  des  Staats  an  den 
Kredit  der  Bank  wfirde  jedoch  aus  der  vorgeschlagenen  Maass- 
regel nicht  erwachsen,  die  eingehenden  Banknoten  vielmehr  die 
Staatskasse  in  den  Stand  aetsen,  einen  Theil  Ihrer  Verbindlich- 
keiten gegen  die  Bank  abzutragen,  welche  letxtere  dann  die  ihr 
übergebenen  Banknoten  vernichten  kSnnte. 

Es  iSsst  sich  mit  einiger  Sicherheit  vorber  bestimmen,  wie 
gro8s  die  Summe  sein  kann,  welche  ein  Staat  im  Verkehr  ertilgt; 
und  ebens^o  die  Summe,  welche  ein  Staat  auviel  an  Papiergeld 
ausgegeben  bat  und  welche  daher  eingezogen  werden  mna«,  am 
die  Valuta  auf  Pari  su  bringen. 

In  2.  war  die  8umnie  des  cirkulirenden  Papiergeldes  eines 
Staates  gleich  c  gesetzt,  sein  Cours  gegen  Silber  wie  q  zu  100, 
und  es  ergab  sich  der  Silber wcrth  des  sämmtlichen  ausgegebenen 

Papiergeldes:  Scrcx— • 

Es  stellt  S  Mgleich  diejenige  Summe  dar,  welche  der  Ver- 
kehr an  Papiergeld  ertragen  wird,  ohne  dass  dieses  der  Depren- 

sion  unterliegt. 

Ist  nullilii  die  Summe  des  ausgegehenen  l*apiergeldes ,  sowie 
dessen  Cours  bekannt,  so  lässt  sich  daraus  diejenige  Summe, 
welche  eingezogen  werden  niuss,  um  den  Cours  auf  Pari  zu  brin- 
gen, (iurch  eine  leichte  Rechnung  finden» 

Zahienbeispiel.  Aia30.  Juni  1861  betrog  die  Summe,  welche 
der  Kaiserslaat  (oder  die  Bank,  was  in  verliegendem  Falle  das» 


Digitized  by  Google 


r.  Pfeil:  Leber  Einziehung  deprimirten  Papiergeldes,  441 


selbe  lat)  an  Papiergeld  aotgegebeo  hatte*)  .  .  473.144^307  Fl. 

Der  Coora  betrug  zu  eben  der  Zeit  ....  140,31. 

Ee  iat  mithto  ia  moder  Somroe  zu  setsen  c=  473»144»400  „ 
und  9=140,31. 

Und  eaergiebt  aichdieSnniine,  welche  der  Staat 

100 

an  Fapgld.  ertragen  kann  iS=473,144,4ÜOx  jj^^i 


337,464,100 


Und  endlich  die  Summe,  «welche  aus  dem  Ver-  

kehr  so  aleben  let,  um  den  Paricoora  berzuetellen  139,690,300  Fl. 

Um  diese  Summe  einzuziehen  würde  zu  0  7o  Auiwand  von 
jahrlich  8,141,418  Fl.  erforderlich  gewesen  sein :  eine  Summe, 
»sar  nicht  in  \  4'rgleich  zu  stellen  mit  dem  Ausfall,  lien  tlic  >)taats« 
kns8C  durch  die  Depression  des  Cour.sc:»  erleidet  ,  und  noch  weni- 
ger 2u  vergleicben  mit  dem  Schaden,  den  die  Depression  dem 
Saterreiehiaeheo  Staate-  und  Privateredit  anfligt 

Oer  Betrag  des  Bankschatzes  scheint  nach  dieaeo 
Erörterungen  auf  den  Cours  des  Papiergeldes  nur  einen 
sehr  «geringen  oder  gar  keinen  Einflass  zu  üben.  WSre 

von  den  am  'U).  Jtint  1K61  vorhandenen  80,778,252  Fl.  in  Gold  und 
Silher  ein  grösserer  I  lioil  zur  tinziehunt;  von  80  Millionen  tiulden 
Hankiioten  verwendet  worden,  ho  würden  dieae  ZU  jener  Zeit  nicbt 
140,21,  sondern  104^  gestauden  haben. 

$.  ö. 

Da  öber  die  Wirksamkeit  der  im  §.  3.  vorgeschlagenen  Maas», 
reget  gar  keine  Ertabmngea  vorliegen,  so  ist  es  nur  möglich, 
diese  Wlrkaamlieit  av«  der  Ingirtea  Uebertrelbung,  niodleb 
dadurch  ae  benrtbeilen,  daaa  man  aleb  die  Maaasregcl  bfa  an 
ihre  inaaeraten  möglichen  Grenien  ausgedehnt  denkt. 

Eine  dieser  Grenzen  wurde  die  *.ein,  wenn  die  Verzinsung 
de»  deponirten  Papiergeldes  eben  so  viel  oder  mehr  betrüge,  als 
das  ganze  StaatsiMnkommon.  TrSte  diese  Grenze  ein,  so  würde, 
gemSss  der  Entw  ii  k<  lnni:  im  2  ,  die  weitere  Ausdebnunc  der 
Mansf^res^el  der  Staatskasse  ?Sa(  liUieil  bringen.  Diese  Grenze  setzt 
jedoch  eine  so  uiii;t'heurc  Papleri»eld  -  F.mission  voraus,  das«  sie 
nur  etwa  in  den  französischen  At>$ignatcn  eine  Analogie  findet. 

Wenn  eine  an  niedrig  gegriffene  Veninaang  den  kapital- 


•)  Die  Ssterrelchiseh«  Nalieaalbaak  und  Ihr  Verhl 
sam  Staate.  Wica  bei  W.  Bra« milier.  IfMt. 
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besitzen!  keinen  Anreiz  büte,  ihre  LJosl/indc  in  der  Ntaalska»»e 
M\  (iepunircii,  so  würde  die  Maat^sregel  wirkiingi^los  bleiben. 

Alle  Privatleute»  und  insbesoiidere  atle  Banquiers  und  Kauf* 

leute,  würden  trachten,  ihren  nothivendigen  Bestand  an  Baiiknoteo 
durch  Deponirung  derselben  viel  als  möglich  zu  be8chränken, 
und  zwar  würden  und  könnten  sie  dieses  thon,  wie  gezeigt  wurde« 
ohne  Rücksicht  auf  ein  muthmaassliches  Steigen  oder  Fallen  der* 
selben.  Es  läast  Mich  jedoch  eine  Grenze  denken,  wo  das  cir-  • 
kulirende  Papiergeld,  ohnerachtet  seiner  mehr  als  /.ulässii^rcn 
Vermehrung,  zur  Hcsfreitung  des  rirkii!atlonsbodfirri)isses  nicht 
mehr  ausreichte,  indem  die  Privatleute  mehr  Papiergeld  deponir- 
tcn ,  a!^  zur  Herstellung  des  Paricoursos  iiothwendig  wSre.  und 
ihr  l  irkulationsbedürfniss  durch  Anschaflfnniien  haaren  lioldes  be-  • 
friedigten,  in  diesem  Falle  \vnr*It'  schliesslich  alles  lidci  fast  alles 
Papiergeld  aus  dein  \  erkelir  eritv*»chwinden.  Wollte  u>an  dieses 
\  ermeiden,  so  würde  es  iiötbig  sein,  den  Zinsluss  für  das  einzu- 
ziehende Papiergeld  herabzusetzen,  in  §.  3.  wurde  bereits  des 
Falles  gedacht. 

Wenn  diese  Grense  erreicht  werden  mochte,  iSsst  sich  schwer 
beurtbeilen,  weil  sie  ganz  davon  abhXngt,  in  wie  weit  Kapitel- 
besitser  des  In-  und  Auslandes  geneigt  sein  mochten,  von  einer 
Deponining  von  Papiergeld  Nutseo  cu  sieben. 

Aus  allen  diesen  Erörterungen  dürfte  hervorgehen,  auf  der 
einen  Seite,  dass  die  vorgeschlagene  ^laassregel,  selbst  wenn  sie 
wider  Erwarteo  den  Cours  der  Banknoten  nicht  vollständig  auf 
den  Silherwerlfa  bringen  .sollte,  gleichwohl  für  die  Staatskasse 
ungemein  vortheilbaft  sein  mSsste,  auf  der  anderen,  dass  sie  in 
keiner  Weise  geeignet  sein  soll,  einer  In's  Unbestimmte  ausge- 
dehnten Vermehrung  von  Papiergeld  die  Wage  sa  halten. 
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Ii. 


lieber  die  Bestimmiuig  der  AbplattoDg  der  Erde  aus 
den  gleichzeitigen  Angaben  eines  Qaeckailber-  und 

eines  Aneroid- Barometers. 


ProfeMor  der  Mathematik  Hn  der  ObcrreaUcbule  am  Baucromarklc  in 

Wien. 


Da  die  Erde  von  der  Kugelgestalt  abweicht,  der  Art,  dass 
sie  an  ihren  beiden  Polen  abgeplattet  ist,  and  da  die  Erde  um 
eine  durch  diese  Pole  gehende  Are  rotirt,  80  entsteht  dadurch 
bekanntlich  eine  zweifache  Zunahme  der  Schnrerkraft  vom  Aequa* 
tor  gegen  die  Pole  au  und  zwar  erstens  wegen  der  altmäligen 
Annäherung  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erdgestalt  und  zweitens 
wegen  der  Abnahme  der  Fliehkraft.  In  der  That«  ist  g  das  Maass 
der  Intensität  der  Schwere  am  Aequator  und  a  der  Halbmesser 
des  Aeqnators,  so  ist  in  der  Breite  (p ,  zu  welcher  der  Radius« 
vector  9  gehört«  das  Alaass  der  Intensität  der  Schwere  gleich 


der  Breite  9,  in  der  Richtung  der  Schwere  gemessen»  so  ist  he« 


kanntlich  f=l^y  /'=/Co8V>  folglich  die  Ahnahme  der  Flieh- 


Herrn  Franz  ünf erdinger 


Ist  ferner  f  flie  Fliehkraft  am  Aequator  und  f  jene  In 


die  Schwerkraft  zugenommen  und  es  ist  daher  ihr  (ie^ammtbetrag 
g'  Ui  der  Breite  (p  durch  die  Gleichung  gegeben : 


30« 
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wenn  a=:l  gesetzt  wird,  d.  b.  wenn  man  voraussetzt,  dsss  9  in 
Theilen  des  Radios  am  Aequstor  ausgedräckt  ist. 

\&i  diese  Zunahme  der  Schwerkraft  durch  Beobachtungen  con- 
statirt  und  ihr  Betrag  geroessen,  so  gestattet  dieselbe  einen 
RficbseUttSs  anf  die  Gestalt,  respective  anf  die  AKplattnng  der 
Erde.  Die  GrSsse  dieser  letzteren  «rnrde  bisher  abgeleitet  ans 
Gradmessnngen,  aus  Pendelschwingungen  und  (wiewohl  mit  ge- 
ringerer Genauigkeit)  aus  gewissen  MondstOmngen.  Wir  balien 
es  hier  mit  einer  neuen,  von  Herrn  Commoder  Wdllersdorr 
entdeckten  und  vorgeschlagenen  Methode  zn  thon,  welche  die 
fragliche  GrOsse  aus  den  gleichseitigen  Angaben  eines  Qaeeksil- 
ber-  nnd  eines  Aneroid -Barometers  zu  ermitteln  strebt  Bleines 
Erachtens  kannte  man  auch  die  gleichzeitigen  Angaben  einer  gleich- 
armigen nnd  einer  Feder -Wage  für  das  Gewicht  eines  und  des* 
selben  Körpers  zu  diesem  Zit-ecke  verwenden;  wir  iverden  hierauf 
am  geeigneten  Orte  in  einer  Anmerkung  zurOckkommen.  Die 
Aufgabe,  welche  wir  uns  zur  Auflösung  in  diesen  Zeilen  gestielt 
haben,  besteht  kurz  darin,  die  Gr({sse  der  Abplattung  der  Erde 

(300^  als  bekannt  vorausgesetzt,  den  Einfluss  zu  berechnen, 

welchen  dieselbe  auf  die  Angaben  eines  Quecksilber -ßarometers 
in  verschiedenen  Breitengraden  ausfiht.  Das  Resultfit  wird  als- 
dann ein  hcstininiter  AnhaltspiiT^kt  sciti,  um  zu  entscheiden,  ob 
n>an  durch  die  bezeichnete  Melhmle  ho{T»>n  ktinn,  die  Krdabplat- 
tung  zu  finden  oder  ob  der  bezeichnete  Einfluss  nnf  die  Angaben 
eines  Quecksilber-Barometers  so  klein  ist  und  von  gttorenden  Um- 
ständen derart  modificirt  wird,  d^s  man  auf  einen  practiscbeo 
Erfolg  verzichten  muss. 

Unter  dem  spedllschen  Gewicht  eines  KOrpers  versteht  msn 
in  der  Physik  eine  Zahl,  welche  angibt,  um  wieviel  schwerer  die- 
ser Kflrper  als  ein  gleiches  Volumen  Wasser  ist,  so  dass  also 
das  specifische  Gewicht  des  Wassers  gleich  Eins  ist  Die  spo- 
ci fischen  Gewichte  aller  übrigen  KOrper  werden  nach  dieser  Ein- 
heit gemessen.  Dieser  Begriff  des  specifiscben  Gewichtes  wird 
insolange  ausreichend  sein,  als  jene  Einheit,  mit  der  man  roisst, 
nnverSo  der  lieh  ist,  d.  h.  so  lange  das  absolute  Gewicht  eines 
bestimmten  Volumens  Wasser,  z.  B.  der  Volumseinheit,  dasselbe 
bleibt.  Da  aber  das  absolute  Gewicht  eines  Körpers  abhängt  von 
der  Intensität  der  Schwere,  so  sieht  man,  dass  auch  das  absolute 
Gewicht  der  VolTim.scinljeit  Wns«5er  mit  dieser  Intensität  verSn- 
derÜch  ist.  Wenn  die  Fr<lo  .m  den  Pokii  abgeplattet  ist  und  um 
eine  durch  diese  Pole  gehende  Axe  rntirt,  so  uird  das  nbfiohite 
Gewicht  der  Volumseinbeit  Wasser  vom  Aequator  gegen  die  Pole 
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zu  immerfort  zunehmen  und  am  Pol  selbst  das  Maximum  seines 
Gewicbtes  anffreiaen.  Um  daher  die  Begriffe  zu  fixireiis  ist  noth- 
waodig,  die  geographische  Ureife  festzuselseo,  in  ivelcher  sich 
jene  Voluroseinheit  Wasser  befindet.  Nehmen  wir  als  Einheit  der 
specifischeii  Gewichte  das  absolute  Gewicht  der  Volumseinheit 
\Vasser  am  Aequafor,  und  bezeichnen  1  und  9'  die  specifischen 
Gewichte  eines  und  desselben  KOrpers  am  Aeqaator  und  In  der 
Breite  tp,  so  besteht  die  Proportion: 

(2)  •'^=ff'9'' 

Unter  diesem  Gesichtspunkte  wird  ds8  specifische  Gewicht  eines 
und  desselben  Körpers  eine  mit  der  geographischen  Breite  Ter* 
Hnderliche  Grosse,  und  ein  Quecksilber- Barometer,  weiches  am 
Aequator  d^n  Stand  ß  zeigte,  wird  in  der  Breite  g»  bei  unverSn* 
dertem  Luftdruck  einen  kleineren  Stand  6  zeigen,  da  sich  unter 
sonst  gleichen  Umständen  die  Barometerstände  umgekehrt  wie 
die  specifischen  Gewichte  der  barometrischen  Fltlssigkeiton  Ter- 
halten: 

(3)  i9:ft  =  f':«. 

Durch  Verelolgang  der  beiden  Proportionen  (2)  and  (3)  erhftit  man : 

(4)  B:b  =  ff':ff, 

d.h.  bei  unverändertem  Luftdruck  und  unter  sonst  glei- 
chen Umständen  verhalten  sich  die  Barometerstände  am  Aeqoator 
und  in  der  Breite  9  umgekehrt  wie  die  Intensitäten  der  Schwere. 

Das  Aneroitl -Barometer ,  welches  den  Druck  der  Luft  durch 
die  Elastlcitat  eines  Körpers  misst,  wird  von  der  in  verschiede- 
neo  Breiten  herrschenden  Verschiedenheit  der  Intensität  der 
Schwerkraft  nicht  afficirt  und  wird  daher,  wenn  es  am  Aequator 
bei  dem  Stande  ß  mit  dem  QaeGksilber-Barometer  fibereinstimmt, 
auch  in  der  Breite  <p  bei  unverändertem  Lnftdruck  und  unter 
sonst  gleichen  DmstSfiden  den  Stand  B  neigen.  Die  Pro- 
portion (4)  bMbt  also  auch  dann  noeli  in  Krafl^  wenn  man  unter 
B  nnd  h  die  gMebaeitigen  Angaben  eines  Aneroid*  und  eines 
Qnecksilber' Barometers  versteht,  welche  am  Aeqnator  in  ihren 
Angaben  fiberelnstlmmen,  welche  Bedeutung  der  beiden  Buch* 
etaben  ß  nnd  b  auch  In  der  Folge  beibehalten  werden  soll.  Er- 
eetst  man  in  der  Proportion  (4)  g'  durch  seinen  Werth  aus  (1) 
nnd  bestimint  daraus  9»  so  erbSit  man : 

/B    SinV\-*    liT^/i     *  Siii»5p.  . 


1^ 


Digitized  by  Google 


446  ünferdinoer  :  Veö,  äie  Beuimmung  der  AlfptaUung  der  Erde 
oder  eutwickelt: 

(6) 

oder  mit  hiorcicbeDder  ADofibeiung: 

<»)   »^VbC+w/ 

Mittebt  dieser  Formel  kann  man  also'  den  Radiosvecfor  g  ans  den 
in  der  bekannten  Breite  9  beobacbteteo  gleichseitigeD  Baremeter- 
stSnden  B  und  b  berecbnen. 

Um  eine  Vorstellung  zu  bekouimen,  um  wie  viel  die  beitier/ 
Stäode  B  und  6  von  einander  verschieden  sein  können^  setzte  ich 

die  Erdabpiattung]  respeetive  die  eotsprecbenden  Wertbe 

von  Q  als  bekannt  voraus»  und  reebnete  ^  für  die  Breiten  von  10 
SU  10  Graden,  wie  untenstehend. 


9»* 
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8 
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2  .34 
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80 
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90 
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Die  dritte  Spalte  gibt  den  Werth  von  /?— 6  in  W.Linien,  ivenu 
man  fdr  B  den  Wertli  336^^  adoptirt.  Will  man  diese  Zahlen  för 
einen  anderen  Barometerstand  B  haben»  so  braucht  mau  diesel« 

beit  nur  mit         2u  multipiiciren. 

Also  das  Maximum  der  Abweichung  B-^b,  so  weit  dieselbe 
von  der  Abplattung  der  Erde  herrührt,  betrSgt  am  Pol  3*'*4*). 

Der  Umstand,  da.ss  beim  Aneroid-Barometer  durch  Vergrüosc- 
rung  des  Apparats  autli  die  Lntttnmng  zueier  Zoütheilstrichc  ver- 
grüssert  werden  kann,  bleibt  auf  die  vorhergehenden  Rechnungen 
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ohne  Einllu.s*^  und  kaun  nur  zur  crösseren  Cieiiauigkcit  im  Able- 
sen des  Äncroid-Iiaromoleri!;  diciilicli  i^ein.  Dajj  obige  Maximum 
von  bezeichnet  alsdanu  3  4  allerdings  vergrüsserte  Linien  des 
Aneroid -  LJarometers.  —  Da  man  a  priori  nicht  nnnehmeu  kann, 
dasfi  Temperatur  und  Feuchtigkeit  in  gleichem  Alaasse  und  in 
gleichem  Sinne  auf  das  Aneroid-,  wie  auf  das  Quecksilber 'BarO' 

drb  ~  ~  HB 

meier  wirken,  in  welchem  Falle  wegen  dQ  =  — ^ —  eine  Ver- 
änderung dieser  GrOseen  anf  die  Wertbe  von  g  ohne  Wirkung 
wSre,  so  Ist  dnrchaus  nothwendig^  die  Angaben  beider  Barome- 
ter auf  dieselbe  Temperatur  ....  (auf  einen  gewissen  Norroalsusfand 
der  Alroosphftre)  sn  redociren.  Es  sind  also  zur  Herstellung  Ton 
Reductionstafeln  fOr  das  Aneroid-Baroroeter  vorher  noch 
eiiiige  physikalische  Untersuchungen  nothwendig  über  die  Ver- 
änderungen, welche  der  ElasticitStsmodul  des  vom  Luftdruck  afli- 
cirfen  KOrpers  bei  verschiedenem  Temperatur-  und  Feuchtigkeits- 
anstand  der  AtmosphSre  erleidet. 

Wir  gehen  nun  über  zu  der  Furnkei .  v\  p!rbp  aus  den  W  er- 
Ihen  von  q  die  (ir<"»s8e  der  Abplattung  linden  lebri  und  zur  Be- 
trachtung des  Einllusses,  welchen  ei«  Fehler  in  B  und  auf  jene 
Abplattung  ausübt. 

Die  Formel,  welche  «  ans   und  qf  direct  gibt,  ist  die  folgende : 


(7)  « = 1- { { Ve*+ 2  c tg  (p  V  C 1  -  ß^)  +  V  v^-2ctg9)  |/(  1  -^«)  I  ») ; 

um  logaritbmiscb  rechnen  su  kennen  verfiihft  man  indirect  nach 
Tolgenden  awei  Gleichungen: 

2ctgy  Vi-e» 

(8)  Sinar  =  ^ — — . 

(9)  «  s=  1— ^Cos^, 

indem  man  vorher  den  Hilfswiiikel  x  rechnet,  mittelst  welches 
die  zweite  Gleichung  die  Abplattung  «  liefert. 

Bezeichnet  dg  einen  Febk  r  \n  g  und  da  den  entsprechenden 
Fehler  in  «,  so  gibt  die  Gleichung  (7)  durch  l)ifferei»ziation : 

l_a  |-_(l_a)2 

(10)  .  .  .  *     =  — P  i:r^  2(r-^)2-^»*  >• 

Mit  dieser  Formel  wurdu  die  folgende  kleine  Tafel  gerechnet: 
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448  Ünferdinget :  Veb.  die  Bnümmung  der  AbptüUwng der  Erde 


da 

0 

iroo 

10 

—33-66  „ 

7-268, 

t* 

007 

20 

8-47  „ 

1-830 

n 

0-26 

30 

4  04  „ 

0872 

*t 

01S5 

40 

2  43  „ 

0-524 

n 

0^ 

50 

1  72  „ 

0-372 

»» 

1-29 

60 

1-34  „ 

0  28D 

9» 

1-66 

70 

Ml  „ 

0-246 

» 

1-95 

80 

103  „ 

0222 

»> 

2-16 

90 

a2i6 

n 

2-22 

-dB 
2b 


Eil)  utid  derselbe  Fehler  in  q  hat  also  in  der  ^iille  des  Aequa- 
tors  einen  34mal  grösseren  EinOiies,  als  in  der  Nähe  ch^r  Pole. 
Selbst  in  der  jN.ähe  des  Pols  tjelit  uucli  der  gauze  Fehler  in  q 
in  a  über.  Weiui  al.so  dureh  derartige  Keobachtuugen  die  Ab- 
plattung überhaupt  gefunden  werden  kann,  so  sind  Beobachtuoge- 
stationen  In  hohen  Breiten  die  gflnstigsten. 

Darch^Differeniiation  der  Gieichung  CO)  ergibt  eich  elrenge: 

(1 1)  dg^l  ^  ^      —       oder  annihmd'  il^ss^ 

Dieser  Werth,  statt  dg  in  die  zweite  Spalte  der  oben  stehendeo 
Tafel  geeeUt»  gibt  för  6  =  336^  die  dritte  Spalte ,  wenn  dB  —  db 
in  Linien  ausgedrückt  wird.  Dieselbe  dient  zur  Reortheilong  dea 
directen  Einfliisses  eines  Fehlers  dB  —  db  auf  die  Abplattung  a. 
Will  man  die  Zablwerthe  dieser  Spalte*  filr  einen  anderen  Loft* 

336 

druck  b  als  336^  kennen,  so  braucht  man  jene  nur  mit  zu 
multipliciren. 

» 

Wenn  die  GrSase  des  Fehlers  dB — db  den  Zahlen  der  drit* 
ten  Spalte  gleich  wird,  so  ist  der  daraus  entspringende  Fehler 

da  der  Abplattung  a  (=  ^|^)  dieser  Abplattung  selbst  gleich,. 

d.  h.  beträgt  z.  B.  in  70»  Breite  der  Fehler  dB^-db  (die  alge< 
braischo  Üifferens  der  einzelnen  Fehler  der  Barometer^itände 
Bt  b)  1*95  Linien,  so  ist  der  dadurch  in  «  antsteheiMia  Fehler 

gleich  '^'^^  findet  also  die  Ab^iiaUung  eulHeder  gleich  iSull 

oder  gleich  j^,  oder  mit  anderen  Worten,  man  kann  1  gegen  1 

wetten,  dass  das,  was  man  Hndet,  die  Abplattung  ist  und  dass 
sie  es  nicht  ist.  —  Auch  diese  leiste  ^Spalte  gilt  ßir  6s=336r; 
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will  man  dieseiüeu  für  eioeo  aodereo  Barometefstami  ä  habeo,  ao 

mvltiplieire  man  jene  mit  ^*   Eine  in  der  Nalnr  tollaalf^  Ab- 

äiideruni;  J(  8  Stauite«  6  würde  die  angesetzteo  Zahlen  oicbt 
ive^eutltcli  ändern. 

Trieal,  Jlnner  1800. 


Anmerkangen.' 

^)  Beaeielioen  B  und  6  die  glelebieiligen  Angaben  einer  Fe* 
denvage  und  aloer  gtetcbarmlgen  Wage  flbr  das  Gewicht  einen 
und  desaeiben  Kürpera,  ao  gilt  die  Gleiebong  (9),  feiglieh  auch 
jene  (0)  ebenfalla. 

*)  Die  Differenz  der  Lfingeo  des  »Secundcnpendels  am  Aequa- 
tor  und  am  Toi  beträgt  2'3  p.  L.,  allein  die  Lrdabplattuni^  nird 
Dicht  hieraus  abgeleitet,  aondern  atia  der  Verspätung  der  Ubr 
(3-  43*  in  24*). 

^  Da  die  Ableitang  dieaer  Formel  der  reinen  I^lathematik  an- 
gebSrt,  80  häben  wir  sie  im  Text  übergangen.  Sie  Ist  die  Auf- 
lösung der  A  u  f ^  a  h  e :  Wenn  die  groaae  Ualbaze  dea  Erdapbfiroida, 
die  geegraphlache  Breite  7  eines  Orten,  nebat  dem  angebOrigeo 

Radiusiector  ^  gegeben  iat,  die  Abplattung  o  =  l  —  ^  zu  linden. 

Legen  wir  durch  den  Blittelpunict  der  Erde  in  der  Ebene  eines 
Meridianschnittae  ein  recbtwiaiciigea  Coordinateosyatem  der  aejf, 
die  Aze  duicb  die  Breite  0^,  alao  die  jf«Aze  dnreb  die  Breite 
00**  ae  gelten  felgeode  drei  Gleiebnngen: 

a)     =  «•+5«.    b)  ctg9  =  c)  y«  =:  jp(o*-ar«). 

b 

Da  man  zur  Bestimmung  von  a  nur  des  \  erhältnis^e»  ^  beiiarl, 

so  setzen  wir  inr  ElnfiusbheU  und  in  Uebereinsttmmung  mit  dem 
Vorhorgebenden  a  :=  1 .  so  dass  o  =  1  —  6  wird.   Weil  nach  a) 
=  ^*  » JE*,  no  erhält  man  doich  Sabatitation  in  c)  und  Anf* 
lienng: 

o*  — 6*  1  —  0* 

sß^^Z:^  «od  biennU 

folglich : 


r 


i 
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450  VHferäiuger :  Ceö,  die  üestmmuuu  der  AöplaUuuy  der  Ei  de 

^  =  P  2_^2  »  und  hiermit  nach  b)  ctgV  =  ^^Yir^' 

in  dieser  Gleichung  ist  nur  mehr  die  Grosse  6  ODbetcannt,  sie 
dient  also  zur  Kestimmnng  derselben.  Geordnet  wird  6*^^*6* 
+  ctgV (I  —     =  0 ;  setzt  man  f *  =  1  —  p*,  so  wird : 


6«  =  41    i        -  4ctg*9>««|. 

und  weil  für  fp  =  90*'  ö  =  q  sein  juuss,  so  i^ilt  im  vorliegenden 
Falle  von  den  beiden  Zeichen  das  obere.    Man  hat  nun: 

oder  durch  Transformation  milteist  des  Sourd'schen  Binums: 

und  weil  o  =:  1  —  6  ist : 

(7)  «=l-i{  V" (?H2ctg9  V'ä^)+V'?^c"ti;^(l-e2)U 

Zum  logaritbmischen  Rechnen  führt  man  einen  ^llfswinkel  x 
mittelst  der  Gleichung  ein: 

(8)  Sio.  =  ?^te2^, 

hierilurcb  verwandelt  sicli  (1 )  in 

«  =  1  —  I {     1  +  Sinx  +  V^l— iSinx). 

9t  sr 

Wird  nun  x  immer  swiscben  j  und  ^  gewählt,  so  ist  nach  den 
Lehren  der  Goniometrie: 

41  V^l+Sin«  +  VI -Sin«)  =  CoB^s, 

und  man  hat  zur  Lerecbuung  von  a  die  einfache  Formel: 

(9)  osl-^Cosior. 

Zur  Herstellung  der  Diflfereozialgleichung  (10)  gehen  wir 
von  der  endlichen  Gleichung  (7)  aus  und  setzen  ffir  einen  Augenblick: 

Ä  =5  ctg  9 ,  R  =  V^HkvcT-Q^) ,  W  =        i/i  vU-^) ; 

dann  wird: 


Digitized  by  Google 


aui  den  gielchteiL  Angab,  m,  Queckam.-  ir.  ein.  Anereid  Baroui.  4:)  1 
milliiD 

äR'  QfiQ_  VT££H  h 

dQ  ^  \^r::^  • 

und 

dQ      dQ     Vl  —  p«  HR* 

oder,  weil      +  A"  ^  2(J Ä*-Ä't «  4^^^-^$    f^,  ..^ 

Ulli  Ist: 

(Ä+/{')»=4(i_,)i=v+sV«?c:3P{n.-^,,  iiti+/{..^2j, 

roithin : 

RR'  =  V^4A»(l-pt)  s  2(1 -«)t«^«. 


•ODach: 


uüd  es  wird  durch  ^Substitution  der  gefundeDen  Werthe  flir  RR» 
und  h*: 

.(dR     dW\_     l^a  l-p«~(|-a)«4.pti 

liso  «chlieasliGli : 
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452  fJnferäinger:  Veber  die  liesiimmung  der  AttplaH.  der  Erde  ctc. 

Da  ich  die  für  den  Zweck  dieser  Zeilen  iiofinrendigen  For- 
meln (7),  (8),  (9)  und  (10)  in  den  mir  zugSngiichen  geodätischen 
Handbüchern  nicht  finden  konnte,  so  wird  man  die  hier  gegebene 
seibstständige  Ableitung  derselben  entocholdigen. 


Stimmen  die  beiden  Üaronieter  am  Aequator  nicltt  über- 
ein,  wie  oben  vorausgesetzt  wurde,  sondern  ist  dort  e  die  Cnr- 
rection  des  Quecksilber» Barometers  in  liezug  auf  das  Ancroid* 
Barometer,  so  sind  in  den  Breiten  10«,  20^',  30«,  ....90»  die 
Correctionen  c+0  08,  c  +040,  c  +  0-85, ... .  r  f  3  30,  so  dass  also 
die  beobachteten  Gesaramt-Correctioneri  sie  h  mit  der  geographi- 
schen Breite  verändern.  Diejenigen  ürüsbcn.  welche  in  die  Ab- 
plattungsrecbnung  übergehen,  sind  dann  die  (Jnterscbicdo  der 
beobachteten  Gesamnit-Correctionen  in  den  betreffenden  Breiten 
und  der  beobachteten  Correction  am  Aetjuator.  —  Hierin  ist  der 
Fall,  dass  beide  Barometer  in  irgend  einer  Breite,  z.  B.  von  50* 
(Breite  de^  Fabrikortes  des  Ancroid- Haroraeters)  Sbereinstimmeo, 
auch  schon  eingeschlossen,    dann  ist  c  =  -*l'09. 

Poisson  bringt  im  2.  Bande  «einer  Mechanik  (S.  475. 
der  deutseben  Uebersetzung  von  SterD.  1836.)  dieibetfcbe 
Idee  in  Vorschlag,  das  Quecksilber -Manometer  tor  Bestiromong 
der  verecbiedeoen  Intensität  der  Schwere  in  verschiedenen  Breiten 
»I  verwenden»  macht  aber  am  Schlosse  die  Bemerkung,  dass  die- 
ses  Verfahren  immer  nur  einer  geringeren  Genauigkeit  fthig  int» 
als  das,  welches  sich  auf  die  Pendelversuche  grfindet 
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Vnftrüinger :  üassphär.  Dreieck^  dargest-  in  nein.  BeUek,  z.h reise  455 


Iii. 

Das  sphärische  Dreieck ,  dargestelll  in  seinen  Bexie- 

huogen  zum  Kreise. 

(Fariwtaang  der  AUhutdlung  in  Thi.  XXIX.  8. 479.  und 

Thl  XXXIIl.  S.  U.) 

Von 

* 

Herrn  Franz    ünf erdintfCTy 

Profetsor  der  Mntlicmatik  un  der  ObetTealtchole 
«ni  Baueraniarkto  in  Wien. 


j.  76. 

Nach  den  ersten  Gleichungen  In  den  60.  und  65.  bt  mit 
Rflcksieht  nof  jene  (▼)  nnd  (dO  die  von  nns  elngeAlhHe  HilfsfrSeee 

m  leqieet   

Das  ertte  Glied  im  ZHtiler  iet  gleich  itSin(64c)  j:Sina).  feig- 
lieb  ist  der  gerne  Zähler: 

ir2Sio4(6  +  c)Co!>i(6  — c)  i  Sin«  !  —  i (Sin 6  +  Mine  ±6100); 

w\T  IcSnoen  also  für        Mi,  etnt|  der  Anedrficke  (t6I) 

die  feigenden  einfaelieren  esketitniien : 

f      ^  Sin  a  -f-  Sin  6  4-  Sin  c 
'  2Sii>4(a  +  A  +  cr' 


im 


}  S'wc  —  Sina 

 i»in»i-f  Sinr — Sin  6 

I   Sin  g  -|-  Sin  b  —  Sin  c  ^ 
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Vnfe  r  ding  «  r :  Das  sphärtaehe  Dreieck , 


und  die  Formeln  (160)  bestimmen  die  Entfernungen  d,  d%t 
der  Mittelpunkte  der  vier  Berährangskreiee  eines  sphärischen 
Dreieckes  vom  Mittelpunkte  des  demselben  umschriebenen  Krei- 
ses durch  die  drei  Seiten. 

Um  diese  Distanzen  durch  die  drei  Winkel  zu  ermitteln,  haben 
wir  die  Formeln  (154)  gegeben  und  die  entsprechenden  Formen 
Tur  die  M  gehen  aus  jenen  (166)  henrer»  wenn  man  bedenkt»  daaa 
fär  jedes  sph&riscbe  Dreieck  gilt: 


(167) 


(168) 


oino 

Sini(a  +  6  +  c) 

Sin6 

Sin  iß 

Sioi(a'^6  +  c) 

Cos^ilCosiC' 

Sine 

SiniC 

•Sin4(a>6  f  c) 

Sina 

SinM 

Slni(6-|-c-*-a) 

Sin^iTSiniC 

Sin  6  . 

Sin  ^{a-irc — ^) 

Sin      Sio  ^C' 

Sine 

SiniC 

Sin4(0-f6-i;) 

SinUSInlA^ 

wodurch  man  erhält: 

Sinil-fSing^SinC 
"  ^4Co8;i4Cosi£K}osi<7' 

j|f  _Sing-i-SinC-Sin^ 

(169)  V     *     4  Cos|^  Sinji?  Sin^C* 

Sin.-i  1  SinC— S'm/i 

ji_      Sin/l-f-Sini/— SinC 
=  4  CwiC  Sini/i  SÄü^B ' 

§.  77, 

Lehnait.  Sind  die  Seiten  einee  sphirisclien  Drei* 
eekes  je  kleiner  als  180^,  so  ist  Immer  die  Summe  der 
Sinus  zweier  Seiten  grdsser  als  der  Sinus  der  dritten, 
oder  es  findet  immer  die  Relation  statt: 

(170)  Sin«  +  Sin 6  >  Sinr. 

Soll  dieses  der  Fall  sein,  so  müssen  die  drei  Längen  Sinn» 
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dargesteUi  in  seinen  lieziehungen  zum  A reise. 
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Hinb,  Sine  immer  ein  geradliniges  Dreieck  formireD,  folglidi  auch 
jene  ^Sinn,  t2Sin6»  2 Sine.  Diese  sind  aber  die  Selinen  der 
Bogen  2a,  26,  2e,  welche  immer  ein  Dreieck  formiren,  da  ihre 
HSlDen  a,  b,  e  die  Seiten  dea  betrachteten  Dreieckes  sind. 

Hieraus  folgt,  das«  die  Differenzen 

Sin 6  -|-  Sine  —  Sina, 
Sin  <t+  Sine  — Sin6, 
Sin«     Sin 6  ^  Sine 

iinmer  positiv  sind,  (olglich  aucl»  vW,  3Ji ,  Iff^.  -V, .  von  welcher 
Eigciischait  wir  in  der  Folge  Gebrauch  machen  werden. 

Zusatz.  V\etidc(  man  die  Relation  (170)  auf  das  Polardrei- 
eck  an  und  kehrt  mitteUt  der  bekannten  Relationen  §.  16.  von  den 
Seiten  demselben  zu  den  Winkeln  des  Hauptdreieckes  snrflck,  so 
zeigt  sich; 

S'mA  -f-Sin^  >  SinC, 

und  es  gilt  daher  auch  folgender 

Lehrsatz.    Sind  dir  Seiten  eines  sphärischen  l>rci 
eck  es  je  kleiner  als  180^,   so  ist  immer  die  S  u  in  in  t>  der 
Sinus  zweier  Winkel  grösser  als  der. Sinus  des  dritten. 

Dieser  letztere  Satz" ist  insofern  merkirilrdtg,  als  ftlr  die  drei 
Winkel  die  Relation  i4  -f  i?  >  C  keineswegs  allgemein  besteht. 

$.  78. 

Die  drei  Entfernungen  d|,  dg,  dg  des  Mittelpunktes  des  ein- 
geschriebenen Kreises  von  den  Mittelpunkten  der  den  Nebendrei- 
ecken  umschriebenen  Kreise  haben  wir  In  }.  70.  gegeben  und 
die  Hilfsgrossen  M^,  M^  M,  gehen  aus  jenen  M^,  ilf^  berror, 
wenn  wir  der  Reihe  nach  cj  statt  6,  e;  ff|»  q  statt  a,  e;  ai»  ^ 
statt  a,  6  setzen,  wobei  6i,  ci  die  Supplemente  von  a,  6,  e  he- 
zeichnen.  Hierdurch  geben  die  (106): 

Sin 6  I  Sin c  —  Sing 
'»'""liSiui(a+6  +  c)  • 

 Sina-f-Sioc  —  Sin^ 

2Sin4(o  +  6  +  c)  ' 

Sin  a  i-S\nft^  Sin  c  ^ 
~2Sii»i(af  6  +  cj'' 

woraus  man  in  Verbindung  mit  (106)  unmittelbar 

r 


456            Onteräingir:  Da$  $^riscki  Dr^getk, 
(1dl)  ilf  sMi-f  11,-f  M,, 

(,72). .  I  M,=^;"i^^if7%,=/^iif,, 

m.  _  Sin  4(rt  +  6  -  c)      _  tgp  -* 

Werden  die  Gfeichuagen  (172)  addirt«  so  erhält  nian  nach  Be* 
rficksiehtigang  d^r  (161)  die  mwkvrdrdige  Relation: 


199        Hfl  Mg 

Da  für  das  ebene  Dreieck  die  Shius  und  Tangenten  den  Bogen 
gleich  werden »  so  dass  die  (lfi6)  geben :  ilf    Üf^  :a  Jf^  =  Jfg  = 
so  erhilt  man  hierlür  die  bekannte  Gleichung : 

(174)   Ul  +  l+i. 

Q     9i      Q»  H 

Diese  hier  angedeutete  Analogie  wird  spSter»  wenn  wir  von 
der  geometrischen  ^edeatnng  der  JV  handeln«  noch  scblr- 
fer  herrortreten. 


§,  79. 

Sind  //i,  Äj,  /ig  die  drei  Hohen  des  sphärischen  Dreieckes, 
so  hat  man  zur  Bestimmung  derselben  aus  den  drei  Seiten  Dach 
unserer  Bezeichnung: 

(J75)  Si„A.=|^.    Sin/^  =  |^.   SinA.  =  ^: 

mittelst  dieser  nnd  der  folgenden  aus  {.  10» : 

ff  ff 
(12)     tg^  =  ^^^^^^^c) '  »ß^i=sin4(6+c-o) 

findet  mau  sogleich: 

Sias  _  tgp  Sin 6  _  tgg  Sine  _  fgp  ^ 
aSini(o+6+c)""SinAi'  25ini(ri+6+c)~SinV  2Sini(a+6+c)""StoV 

Sing       _tggi  Sin  b       _  tg  P|         Sinr  _tg^| 

^iü^Hc-oT^St'  2Sini(frie-a)""srnS*  2SiBi^4^^)~«ii^' 
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(176) 


dmr9eH$iit  in  Meinm  BmeAunpe»  mim  Jfreüe,  457 

durch  deren  Vereinigung  Im  Sinne  der  Gleichaogan  (166)  folgende 
merkwürdige  Ausdräcke  fdr  die  M  entstehen : 

^» = ^«  (sSÄ.  +       -  ^) ' 

welche  für  dae  ebene  Dreieck  nach  der  oben  bereits  gemachten 
Bemerkung,  dass  alsdann  aus  (166)  folgt:  j|fsriM|sjH^=  jV^ss], 
in  die  folgenden  Relationen  übergehen: 

I      I  11 


(177) 


k%  kg 

I      1  X 


Die  bei  niiseren  Untersuchungen  vorkonimende  symmetrische 
Funktion       wird  nach  §.  10.  durch  die  Gleichung  defmirt: 

(II) 

Ifl*  =  Sin  4(a  +  6 +c)  Sin  i(6  +  c— o)  iiin  i(a  +  c— 6)  Sin  c). 

Vergleicht  man  diesen  Aoedrack  mit  der  ersten  der  gonlonetri- 
aeben  Verwandlungaformeln  (e)  in  §.42.»  soaiehtman,  daaaanch 

4i^j*s=l  — Co8«a  — Cos'Ä— Cos«c  +  2  Cos  a  Cos  6  Cos  c, 

oder 

(178) 

AHi^=^  (Sin«a  -|-  Sin^ö  +  Sin'c)— 2(1  — CosoCosdCosc). 
Wir  wollen  nnn  cor  Verebifachiing  der  Transformation 

TheU  XLII.  31 
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setzen,  so  dass 

und  man  hat,  indem  statt  6,  c  die  halben  Seiten  eingeführt 
werden : 

,    Co«iiCo86Cote  =  (1— 2aS)  (1— 2/S>)  (l-Sy^ 

=  (I  —2««)  (1  (1  — 

2«'»)(l— (1  — V*) 

=  (1  -2a'4)(l~2iS'«)  (l  -2y2) 

oder ! 

CosaCosdCoscs  1 — 2o«  —  2/3«  —  2y«+4«2^  +  Xa^y^\ 4/3*/*  -  Sa^;^^/'^ 

=l-2«^2/J'«-2j^+4««/8'a+ 4ÄV»+4/3'V-8«*i8'V* 

sl-2a«-2/3*-2r^44i^^^<<S^44/^'' 

=sl-2«*-2|J'«-2y»+4«'«/?'«+4aV+4^V-^/'^- 

Werden  diese  vier  Gleicbuogen  addirf,  die  Sunime  mittelst  der 
obigen  Relationen  (i)  reducirt  und  durch  4  abgekürzt,  so  zeigt 
sich  alsbald: 

oder  durch  Anwendung  der  in  1 1.  unter  (14)  eingeführten  Be* 
Zeichnung : 

(179)     1— Cos  a  Cos6  Cosc  ss  2  (ii»  -f- 

Wenn  man  nun  bedenkt,  dass 

2SiDaSio6  =  ^W\y^\y'^)  —  ^^%'^^x^%. 
2Sin  a  Sin  e  rs  8«ttVy'(/?*  +  /S'*)  8^^« + . 
2  Sin  6  Sine  —  8/3/3' yy'(o«  +  «'«)  =  S^Tz/j+ÖJ^, 

if^t,  so  erhält  man  durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen  sn  jener 

(178)  ,  indem  gleichzeitig  för  1  — CosaCosACoee  der  Werth  aiw 

(179)  sabetiteirt  wird : 

(180) 

4»,«=  (Sin  a  +  Sin  6  +  Sin  t)*  —  4(2f,  +  ^,+^3  +  z/)« 

Aus  der  gansen  £nt(vi(  kelung  dieses  Paragraphen  wird  ein* 
leuchten,  dass  vorstehende  Formel  nichts  weiter  iet  als  eine 
gontometriscbe  Veruandlungsformel,  d.h.  eine  identieche 
Gleichung,  giltig  ßlr  jeden  Werth  ron  n,  6,  c. 
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Diese  Gleichung  ^rird  daher  juu  h  noch  gelten,  wetui  maTi 
—  a  statt  a  setzt.  Hi(irdur«h  ändeit  »ich  //,  nicht,  im  ^vveiteii 
Theil  hingegen  tritt  — Sin«  an  di»;  »Stelle  vou  Sinf/,  iinlmi  gleich- 
zeitig J  ur.d  .i, ,  welche  Siii«a  enthalten,  ihr  Zeichen  ändern,  so 
flass  mau  auch  hat: 

(181) 

4^, >  s  (äin  6   Sin e    Sin  a)«  —  4(^1, -f  ^%  — 

und  niii  Ii  di#»sp  Formel  ist  nichts  vveitcr,  als  eine  goniomeUi&ehe 
\  erwandlutiu^loi  uiol ,  uder  der  ztveite  Theii  ist  nur  eine  andere 
Form  für  dat»  Produkt 

4Sini(a  -f*  6  -f  r)$ioK6  -l-      fl)Sini(a  4      6)SinKa-f  ^^c). 


§,  81. 

Dividiren  wir  die  C*leichung  (180)  durch  4SinH(*-|' ^ -|- c)f 
<lle  Gleichung  (181)  durch  4Sin^4(6 -f  c  —  a),  und  verstehen  wir 
nitn  unter  a,  6,  c  die  drei  Seiten  eine«  epbärischen  Dreiecices, 
80  werden  die  ersten  Thelle  bezi«'hun;[;swei8e  gleich  tg'p,  <8*Pi> 
die  ersten  Glieder  der  sneiteo  Tbeile  je  gleich  M  and  M%t  ond 
man  bat: 

jetit  iat  aber  aacb  nach  Gleiebung  (10)  }.  II.  onter  Anwendung 
Ten  Gleicbvng  (64)  in     22. : 

J-^Jt  -l-^t-f  ^«siili(ctg^+ctg9,  f  ctge«-|'Clg^)=iri<tgH-ctgp), 

mithin ,  wenn  man  diese  Werthe  aubalituirt  und  M,  Mi  beatlmmt : 

ür>=lgSp  -tClgrlg«  +!)•, 

i#,«  =  lgV, -f  (tcrtgp,-!)«. 
^     ^     •  •  *  ^  ilf,«=tjf«^^+(tgrtg^-l)«, 

^•*=tR«J.  +  («grtg»,-l)«; 

wodurch  die  in  unseren  Distaniformeln  xorkonmienden  Hills- 

grossen  il/i,  3/2.  nuf  ihre  eintacbste  Form  zurücligeführt 
«iod,  und  man  bat  nunmehr. 
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tg'rf|  =  tg«p,     (tgrtii  p,-!)»' 
'^-tgW+(»grTgp,-l)«* 

^3-tga|.,+  (tgrtgpg-l)** 

Man  sieht  also,  dass  (He  AoBcIracke  fflr  di«  DisUnsen  cf,  ili,.... 
wie  in  den  Culer*8cbeii  Forroelo  för  das  ebene  Dreieck  iJ«=sf*— ft'p, 
fi^«=:r*  +  2r^l,....  nur  von  den  Radien  derjenigen  Kreiae  abhin- 
gen, deren  Mittel punkto-Bntfernuog  sie  bestimmen. 

$.  82. 

Substituirt  man  die  gefundenen  Wertbe  von  ilfj,  M^,  in 
Gleichung  (172).  so  folgt: 

i  Mi*  =  tg2^  +  (tgritg^-J)*, 
(184).        .  I  BI»»«tgV  +  (tgr,tg^-l)«, 

wodurch  die  Ulstanaformeln  (156)  {.70.  übergehen  in: 

(IM  tg^Ä.  =  ^-g,^  ^  iifSHi^i^i?' 

^»-tg«p  +  (tgr,tg^-l)•• 


6.  83. 

Addirt  man  in  den  erster)  z"ei  Gleichungen  (153)  beiderseits 
l  nnd  stellt  im  zueiten  Theil  auf  gemeinschaltlichen  rSenner,  so 
zeigt  sieb: 

1  j.  #  t-l  —  -i*  +  f 

'  +  «g  ''-tg»^  +  (tgrtg<?  +  l)** 

A  +  ^^-tg*p  +  (tgr.tgp--l)*' 

und  wenn  die  (153)  durch  diese  dividirt  werden:  * 
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tß*i*  +  2tt!rts  Ol 
odei  eodlich: 

Sin'i/i^SinV  +  pO-C'OÄ^rSinVi,  * 

(186)  .  .  ^  Sin««i,  =  Siir^(r  +  e»)~Co8*rSin«ß», 

Sin«i4  =  Siii»(r  +        Coe  VSiD»p,. 

Auf  dieselbe  Art  folgert  man  aus  (185): 

j  Sm^a»  »Slo«(^+ri)-Sln«^Co8V,. 

(187)  .  .   I  Sin«(y,  =  Siii2(ß+ra)  — Sin«ßCo8%. 


Durch  Einführung  der  SinuH  und  Cosinus  statt  der  Tangenten 
in  den  Ansdn'icken  für  M  (182)  erhält  man  mit  Benutzung  der 
Distanztorraeln  (IbO): 

_  Sin^gCos^  \  Cos^(r— p)_  1  -Sin*(r— g)-f  CoeVSia*^ 

t--Siii^ 

Coa%^in^g,  ^  (:o8V-fg|)_i-Sing(r  +  P,)  +  Co8«rSiB»ei 
^1  =         Co**rCo8«^,  ~  Cos*rCo8»^ 

_  |.>SinVt 


aUo  auch: 


(188) 


'  M  «   __       C08</i  ^  Cosrfg 

-  "CosrCos^*        ""CosrCosei'  CosrCos^' 

Eine  ähnliche  Umformung  ih  r  Aii8ilrücke  (184)  för  M|,  Mg,  M3 
geben  folgendes  ebenbo  einfache  Resultat: 
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m) 

Cog^t  _     Coa^       ^         Cos ^3 

=  Ü^TsTC^ri '   ^*     CospCosr,'   "»  ^  Cos^Cosr,* 

Substituirt  man  diese  für  die  M  gefundenen  einfachen  Werths  in 
die  Gleichungen  (16J)  und  (173)  und  redacirt,  so  folgt: 


(190). 


 Co8  rf,     Cos        Co»  rfj  , 

Sin 9     Sinft  ^  Sin^     Sii>9i  ' 


von  welchen  beiden  Gleicliuriuei)  letztere  al?,  das  vull^tändii^e 
Analogou  (als  eine  Verallgeiueiiieruijg;  der  lür  das  ebene  Drei- 
eck gtltigen  Relation 

(.74)   \  = 


9]        ^  9« 


xa  betrachten  ist. 


Die  Gleichungen  (166)  und  (189)  können  auch  in  folgender 
Art  angesetzt  werden : 

Cosil  sOosrCospüf, 

  ,  Cos  dx  =  Cos  r  C OS  p.  Mx , 

(191)  \  * 

Cosd«  =  Cos r  Cos  ^Af^,  - 

Cosilt  ssCosrCos^Jtfg; 

Cosd,  =  Cos  pCoRr|M| , 

(192)  {  Coad^  =  CosfCoar^M,» 

Coadg  =s  CoapCosrsMs; 

and  diese  geben  die  Distanzen  d,  di,  dj^,  d^;  d,,  d^,  d,,  wenn 
man  Rir  die  M  die  nach  }.  77.  immer  positiv  zu  nehroendeo 
Qoadratwaraeln  der  Ausdrücke  (1S2)  und  (184)  sobstitairt 

Da  oacb  den  Gleichnngen  (99)  in  }.  41.: 

4J'  Cos  4f  =  4J'  Sin  +  I?  +  C)  =  1  +  Cos  a  -|-  Co»  b  -|-  Cosc, 
4J"Cosi£i  =  4^'6ini(a+C— i4)=l  f  Coso— Cos6  — Cose; 

ao  kOnaep  die  Relationen  (137)  in  {.  65.  aodi  anf  folgende  Art 
aogeaetst  werden : 
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(193) 

*«Vi+tge»+  tg^  — tg^  =tg»"  (l-f-Co8<i  +  Cog6  +  Co«c), 

+  *g^— tg^Ätgrt(I  +Cq»6— Coao— C<wc), 
tg^  +*g?i  +  lg(>2-tg^  =  tg»'8n  +  Co«c— Cosa— Co»6); 

von,  welchen  die  erste  für  das  ebene  Dreieck  in  die  Relation 
(IW)  «i-l-Ve-f  «»-^»4r 

übergeht. 

Wertieii  tlieöe  vier  (ileichungen  ihrer  Onlnung  nach  durch 
tg''»  ^gn»  ^g'"«'  *g*'3  «lividirt,  indem  man  dieselben  gleichseitig 
durch  ihre  Werthe  aus  (54>  22.  ersetzt  und  dauu  alle  addirt, 
so  folgt  nis  Be  d  i  Ii  ^  11  n  g&g  I  e  i  c  h  u  n  g ,  durch  welche  die  vier 
Radien      q^,  ii^i'  einander  verbunden  sind: 

<g gl -Kg gl 4^  tgg»  — <gg 
«tgf  1 + etg^-l-  ctg^ — ctg« 

,      ♦g9  + tgpi  i  tiit>3  — ttioi 


*  •   •    \  /   SS  ^« 

ctg^-|-ctg9i4Gtg^-ctg^ 

j.   ^gg-*-*gPi  i:  lg  ^'z  —  <  ^  ?3  _ 
^     ctg^  +  c^^iHhct«ß»-ctg^, 

Eine  andere  minder  dnrcbsiehtige  Form  der  Bediagnngsgltiehung 
habe  leb  in  }.  13.  unter  (iS)  gegeben. 

Wendet  man  die  («leichungen  (lüti)  und  (195;!  auf  das  Pulur- 
dreieck  an,  uutcr  L?crnit/.ur»g  des 

Lehrsatzes  t  Die  Summe  der  Hadien  des  einem 
sphärischen  Dreieck  eingeschriebenen  und  des 
seinem  Polardreieck  uniHchriebeneit  Kreise» 
ist  constant  gleich  einem  i^uadraoten  und  um* 
gekehrt, 

welchen  ich  in  §.  21.  bewiesen  habe,  so  gelangt  man  unmittelbar 
zu  folgenden  Cyleicbnngen : 

ctgri  +  ctgr^-f  ctgrj—cigr  «ctgp  (I— Cosii  —  Cosll— CosC), 

ctgr  -f  ct£:r.^  }  ctgra  —  ctg  r,  =  ctg  (1  —  Cos  A  4  Cos  B  -f  Cos  C), 
ctgr  -f  ctgri  -fctgrg — ctgr»  =  ctg^(l  — Cosif  +  Cos^  +  CosC), 
ctgr    ctgri  -f  ctgi^  <—  ctg =: etg (n  (1 — Coa  C  -f  €oa A  -f  Cos B) ; 
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tgri+tgfa  +  tgrt— tgr 

/lim        /         *ß''  +  <ß'-2  +  tgr,~tgr|  . 

ctgr  -f  ctg  ri  4-  ctgf^  ~  ctgr^ 
tgr  +  tgn+tgrt— tgr, 

♦gr  +  tgr^ +  tgr,-tgi-,  ; 

von  (velcben  die  letzte  die  fiedingoogsgleicänng  rat»  daidi 
welche  die  vier  Radien  r,  r,,  r,,  r,  der  dem  Hauptdreieck  oad 
seinen  Nebendreiecken  umschriebenen  Ereiee>iit  einander  verbun- 
den sind.  Eine  andere  Form  derseiben  steht  anter  (60)  in  $.  23. 


§*  06. 

Durch  Aufitoang  der  Diatan^leicbangen  (15*2)  in  Besag  auf 
^9'  *i9tf  tg^,  tg^  erbSle  man: 

2tgr         '   ^SPa-         2^^:  » 

and  dureb  Addition  derselben  folgt,  indem  für  die  .)/  die  Werihe 
aus  (188)  gesetzt  werden,  unter  Anwendung  der  ersten  Gleichong 
m  (193)  nach  einiger  Rednction: 

=  4Sin*r(Co8<|a  +  Cos^b  +  Co8«|c). 

Da  iör  das  ebene  Dreieck  die  Sinus  den  Bogen  gleich  werden 
und  die  Cosinus  gleich  1,  so  folgt  hierfar: 

0^)  +  '^i'  +  r/«*  +  rfs«  =  12r«, 

und  diese  Gleichung  ist  der  mathematiache  Ausdruclc  des 

Lehrtattegs  Die  Summe  der  Quadrate  der  Ent- 
fernungen des  Uittelpnnictea  des  einem  Drei* 
eck  umschriebenen  Kreises  von  den  Mittel- 
punl^ten  seiner  vier  Berabrongskretse  ist  gleich 
dem  zwQlffachen  Quadrate  des  Radius  des  um- 
schriebenen Kreises, 
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eines  Satzes,  u eichen  ich  bereits  in  ThI.  XXXIII.  S.  420.  bewie- 
habe.  Die  Gleichung  (198),  Tür  das  sphärische  Dreieck  giltig, 
ist  als  die  entsprechende  Verallgemeinerung  des  vorstehenden 
Satzes  zu  betrachten,  in  welcher  er  als  apecieller  Fall  eDthal- 
ten  bt. 

Ana  der  ersten  Gleichung  in  (152)  und  jenen  (166)  folgert 
mau  mit  Rficicsicht  auf  die  Werthe  von  Jl§ f  M| ,  M§,  M3  aus 
(188)  und  (189)  ohne  Schwierigkeit,  daas 

-     tgV^**»  ^  -CoaV(I--j™). 


(sh^J^)  =4^.,;-Coa«^=Co.^(l^.-  ), 
Sinrji/ 


Werden  nun  diese  vier  Gleichuripen  addirt  und  iiw  ]•  t  rlm  ti(*ii  ilu- 
erste  der  Gleichun£;en  (196)  benutzt,  so  gelangt  iiiau  zu  folgen- 
der, der  Gleichung  (iü8)  ähnlichen  Beziehung: 

«.  (ir3"*(S^;)'*(£Ä)'>(S)" 

4Coaa^(SinH^  +  Sin^B  4  SId^C), 

welche  auch  ans  dieser  durch  den  üeliergarig  auf  das  Polardrei- 
eck nach  Anwendung  des  Lehrsatzes  in  {.  70.  abgeleitet  wer- 
den kann. 

$.  87. 

Werden  die  zu  Anfang  dea  vorigen  Paragraphen  aufgeatellten 
Werthe  für  tg^,  tg^i,  tgt».^.  tg^a  in  die  auf  Null  gebrachte  Re- 
lation (173)  subatituirt  und  dieselbe  durch  Ak  dividirt,  wobei 

k  =  Coa>ia  -f  CoaS^  CoaS«. 
SU  gelangt  man  zu  folgender  Gleichung: 

M 


U tg*r  —4kiM\gd)^  ^  4ittg»r -  4Ä (iW ^ igdO* 

 4.  ^   =0 

+  4ifetg«r— 4Jfe(ilf.tgd,)«  +  4ifctgV-4ilt(iWjtgd,>^ 

eraetat  man  in  dieaer  4ittg*r  durch  aelnen  aua  (108)  folgenden 
Werth  und  redocirt,  ae  erfaSit  man: 
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(201) 

Coad 

Cosj»    

/Sin  di\\^\n7r^\^-^^^  /wy 

VC^8^,y  +VC^«W  ^KCvsQ^J  ~^^,\CosJ 

Cos  Qi   


C08 


Cos  Qs 


+  /Sinrf\»    '/SinrfA*     /Siiu/A-  VSinrfjy 

=0. 

Fdr  das  ebene  Dreieck  werden  die  Sinus  den  Bogen  gleich ,  die 
Coeinue  gleich  1»  abo  kssZ,  4ik— 1  =  11.  und  man  hat  ab  Be- 
dingangsgleichung  swlschen  dee  vier  Distaaiea  d,  dt» 
des  Mittelpunktes  des  umachriebeDen  Kreiaea  von  deo  Mittel* 
panktoo  der  vier  Berabrdbgakreiae  s 


welche  ich  bereits  in  meiner  Abhandlung:  Zur  Lehre  vom 
Dreieck»  ThI.  XXXIU.  S.  420.,  bewieäeii  habe. 
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Sireoger  Beweis  eine»  bekaimtea  Satzes  von  dem  kr  um- 
mungskreise  der  Corren  im  Ranme  oder  derCanren  ron 

doppelter  Krümmuog  mitteist  der  Gränseiimetliode. 

(Bin  Nichtra^  su  der  AUmidlting :  ,,Neue  Darttelliio^  der 
Theorie  der  Berührunf:  und  Krummuog  der  Curvea**^ 

io  Till.  XXX.  Nr.  XL.) 


io  der  oben  genannten  Abhandlung  habe  ich,  um  diese  Ab- 
bandloDg  damals  nicht  zu  sehr  auszudehnen,  einen  bekannten 
Sats  voo  dem  Krfiromungskreise  der  Curren  von  doppelter  Krum- 
mung  nicht  entwickelt»  weil  ick  demselben,  so  interessant  er  auch 
ap  aieh  ist,  dock  keine  besondere  Wicbtigkelt  DBr  weitere  An- 
wendungen der  Theorie  den  Krflmmmigskreiaes  beilegen  kann. 
Da  ich  aber  vor  Kursem  durch  einen  meiner  Sebflier  wieder  an 
dienen  Sats  erinnert  und  anf  dieae  Weiee  veraidaast  wurde,  den 
Beweis  deeaelben  nach  der  in  der  oben  genannten  Abbaadlong 
ftberaU  in  Anwendung  gebrachten  gana  strengen  Grins en- 
methode,  der  ich  anch  io  der  höheren  Geometrie  allein  Gel* 
fang  laerkeanen  kann^  well  nie  allein  —  aber  anch  In  der  schSn- 
nten  nnd  lebirelehsten  Welse  —  sn  ▼ttlliger  Strenge»  Klarheit  nnd 
Evidena  ßihrt  nnd  Tor  Fehlschlüssen  scbfittt,  sn  entwickeln;  so 
will  ich  diesen  Beweis,  welcher,  wie  Ich  glaube,  auch  ein  gutes 
Beiapiel  fllr  die  Anwendung  der  strengen  Grinseomethodc  liefert, 
als  Nachtrag  sn  dar  obigen  Abhandlung,  und  in  der  Hoffnung, 
dadurch  ▼ielleicht  auch  manchem  Anderen  einen  Dienst  su  eruel- 
sen,  im  Folgenden  mittheileo,  indem  ich  mich  gana  an  die  in 


Von 


dem  Herausgeber. 
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Rede  eteheode  Abhandluog  aimcbliessen  uod  aucli  die  dort  ge- 
brauchten  Beseicbnungen,  so  weit  sie  hier  tur  Amveodang  kon- 
men,  ttberall  beibebalten  werde.  Ich  wiederbole«  daea  die  Cnt- 
wiciielolig  des  Salses  nach  der  anch  in  der  huberen  Geometrie 
fiberall  nur  in  Anwendung  au  bringenden  strengen  Grfinxen* 
metbode  der  alleinige  Zweek  dieses  Auisatzes  war»  welcher 
insofern  auch  der  Tendeoa  des  Archivs  gans  entspricht  Werdeo 
die  Entwiciielungen  nach  dieser  Metbode  auch  zuwelIeD  etwas 
weitlSafiger,  so  ist  der  Gewinn  an  Strenge  und  Evideas  nm  so 
grosser,  namentlich  für  den  Unterricht.  » 

Wenn  wir  einen  lielicl)i!»en ,  aher  bestimmten  Funkt  einer  so- 
genannten doppelt  geltriiininten  Curve  durch  (xj^z),  die  lauJeiulen 
Coordin.itcn  durch  j,  I),  }  bezeichnen,  und,  w\c  ^eiruhniich ,  ung 
Xt  yt  i  als  ««ämmtlich  von  einer  Variablen  9  abhängig  denken, 
so  ist 

die  Gleichung  der  Normaiebene  der  Curve  in  dem  Pnnicte  (xgt) 

Bezeicht»en  wir  nun  die  Coordinaten  eines  zweiten  Punktes 
der  Curve,  eines  dem  Punkte  (ar^i)  benachbarten  Punkte«  der- 
.selben.  <liirch  j; Jj- ,  y^^Ji/,  x  ■\' so  ist  eben  so  die  l^lei- 
chung  der  diesem  zweiten  Puniite  eutsprecheoden  Normalebene 
der  Curve; 

2) 

oder : 

8) 


*)  A.  a.  O«  S.  871.  Nr,  10). 
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-  Uro  nsn  die  Gleiehaogeti  der  DurchschnittBÜnie  der  beiden 
durch  die  Gleiehangeii  1)  ond  3)  cliarakterisirten  Normalebenen 
lo  finden,  wenden  wir»  wie  immer  in  solchen  Fällen ,  am  Besten 
das  in  dem  Aufsätze:  ,,Ucber  die  AuflSeoDg  dreier  Olei* 
cbnegeil  mit  drei  onbelcannten  GrSseen,  von  denen 
w eri igs f r Ti s  zwei  lineare  Gleichungen  eind"  in  Tbeil 
XXXVII.  Nr.  XXII.  entirickeite  ReehntragsTerfahren  an.  Setten 
wir  nftmlicb  der  Kärae  w^gen: 


dq>/ 


9ip         Btp  89^ 


aleo: 


5) 

fencr: 

so  erkalten  die  in  dem  vorher  genannten  Anrsatae  dnrcb  M,  9» 
beaeicbnefen  GrAssen  im  vorliegenden  Falle  die  folgenden  Wertbe: 

7) 

ütler  kürzer : 
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Grunert:  BewH»  tin99  Saiü9 


8) 


oder,  weil  offenbar 


also: 


8*) 

 <^^l^-»'|)*  

Öl 

 , 


Selsen  wir  jetzt : 


-  dg»  Va^ + ^    "  a^  W + ^  äv/  ~a^  a^  ~  ^  • 

0(p\0(p       aq>/     V(p\c^      c(p/     Bcp    €(p     ü(p  oip 
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und  bezeichnen  durch  G  einen  gevvissen  Factor,  so  ist,  tvegen 
der  Gleichungen  I)  und  3),  nach  den  in  der  vorher  genannten 
Abhandlung  bewiesenen  Formeln: 


X'-x^M^Gh,  n-n-^i-^^'  ?-«=s«+C?C; 


welches  die  gesuchten  dleicbuDgeu  der  Durchscbnitt»liiue  der 
beiden  rSornialebenen  sind. 

Wir  vrollen  nun  den  dnreb  die  Coordlnateii  x-^dx,  S-^^» 
t-^Jt  bestimmten  Nnchbarpnnlct  des  Punklen  («yx)  diesem  lets- 
teren  Punkte  immer  nfther  and  näher  rilcken  lassen,  natOHieb  in 
der  gegebenen  Curve,  welches  wir  dadurch  bewirken»  dass  wir 
J<p  sich  der  Null  nShern  lassen,  und  wollen  untersuchen,  ob  dann 
die  durch  die  Gleicbnngen  11)  bestimmte  Darchschnittslinie  der 
beiden  Normalebenen  sich  einer  Ihrer  Lage  nach  vOllig  bestimm« 
ten  Geraden  im  Itaume  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem 
beliebigen  Grade  als  ihrer  Gränze  oder  GrSnzlinie  nähert.  Zu 
dem  Ende  drücken  wir  sunicbst  die  Gleicbun^n  11)  auf  folgende 
Art  ans: 


10) 


also: 


II) 

jr  —x — Ü  ^  t}  —  i/  —  l^  __  j  —  :  -  g 
A       ~       B  ~~C 


A 


Nach  9)  ist: 


also  nach  den  begriffen  der  Üifiereutiairecbnung : 
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^ = SS  •  S^"  Sil  •  85* ' 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

8y  8^_^ 
5^  8y*    89)  *  89* ' 

,  8f   S'^r     8a:  8^ 


setien : 


— ?f  a^  •  ?sr 
^     a^  *  89*    8g)  *  89* 


14).     .LimA«^,  «-i»^-^-  = 

Die  GrüMen  il,  J^,     io  8")  köoDeo  wir  auf  folgende  Art 


ausdrücken: 


Jfi  SS 


£2 


Nun  ist  aber  nach  4)  und  6): 


j^K 

W  dx      ^    dy      d(p     dz  8qp 

dg>     dtp '  Atp      dtp    Atp      dtp '  Afp  * 
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also  offenbar; 

15) 

"■i=(iy+(i)'+(i)'=-- 

wobei  man  nidit  onbSMbM  m  lau««)  bat,  dm  natOrReb 

Ll.^|=0.  Lto^|=0.  Lta.^|=:6 

10  aetaen  iat;  folglich  ist,  wenn  vir  der  Kilrae  wegen: 

16) 

—(0)- 

aetaen,  nach  dem  Obigen  offenbar: 


Lim  4  = 


jgtjp»a_^  ja  * 


Lim  (Ts 


Hieraua  seilen  wir  also,  daas  die  durch  die  Gleichungen  11) 
^charakterisirten  nurchschnittslinien  der  beiden  Kornial ebenen  sieb 
wiriclich  als  ihrer  GrSnze  oder  Grfinzlinie  einer  ganz  bestimmten 
Geraden  im  Räume  nähern,  welche  durch  die  Gleichungen: 

18) 

^         —        B  C 

1  heil  XUI.  82 
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charakterisirt  wird.  Sind  B,  o,  o  die  von  einer  der  beiden  Rieb- 
toDgen  dieser  Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Coordina- 
tenaxen  eingescbloeseoen>  180^  nicht  äbersteigenden  Wiolcel;  so 
iat  bekaoDtlicb: 

C08Ö       COS  0)    cosö 

mittelst  weicher  Gleiciiungeni  in  Verbindung  mit  der  Gleicbuitg 

die  in  Rede  stehenden  Winke!  leicht  bestimmt  werden  können; 
filr  A,  B,  C  sind  die  Werthe  13)  zu  setzen. 

Fällen  wir  nun  auf  diese  Griniliiiie  von  dem  Punkte  (j^) 
eine  Senkrechte,  deren  Gleicbongen 

sein  mOgen,  und  bezeichnen  den  Darchschnittspunkt  dieser  Senk- 
rechten mit  der  Gränzlinie  durch  (XYZ),  so  haben  wir  zur  Be- 
stimmung der  Coordinaten  diesee  Durchecbnittspanktee  die  folgen- 
den Oleicbnngen: 

20) 

A— ar-LimÄ     1-3^  — Lira»      Z—z  —  L\mü 

 2  =  ß  =  * 

aleo^  wenn  wir  die  Toretehenden  gleichen  Verhlltnifee  dnrcb  Gt 
ond  G%  1>eieiehnen: 

iJC-.T=Limil+C;,i<  =Ö|'ii', 
r^y  =  LimB+  <V,  B = C?,  'Ä* , 
Z— *  =Lim(r+  OtC  =  Gi'C. 

Weil  die  durch  die  Gleichungen  20)  eharakteriairten  CSeraden 
aufeinander  aenkrecht  stehen,  ao  ist  nach  den  Lehren  der 
lytischen  Geometrie: 

AA'     Bß'  i-  CC  =  0, 

also  nach  21)  offenbar: 
22).  .  .  .  /I(A— a:j  +  Ä(}'-y)  I  C(Z— 2;  =  ü. 
Ferner  übersieht  man  sogleich,  dass 
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also  iiacb  17): 

iiil;  un4  da  imo  oacb  13)  offeubar  auch: 

tat,  ao  Ist  nach  21): 

23).  .  .  |,{A-.»H|(K-,)+g(Z_,)  =  tt 
Endlicb  iat:  * 

d^*\ß(p*  dif  /  d<p^\htp^  B<p  J  dff^\b<p^  dtp  / 
alao  nacb  17): 

uud  weü  nun  uacb  13)  offeobar: 

iat,  ao  iat  nacb  21): 
odar: 

24) 

=  0. 

Nach  2.>) .  23) .  24)  haben  wir  also  jetst  awlBdieii  den  Coor- 
diMten  X,  y,  Z  ^  drei  folgenden  GleicboBBeD: 
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25) 


g(;r-^)+|(r^^)+J(z-.)=o. 

lo  der  Abbandlung  Tbl.  XXX.  Nr.  XL.  S.  308.  32)  ist  aber  in 
ftUer  Strenge  gezeigt  worden,  dass  ganz  doreh  dieselben  Glei- 
chungen die  Coordinaten  des  IVlitteiponktes  des  Krfimiiiiiiigakreieee 
der  Curve  in  dem  Punkte  {xyi)  bestimmt  werden,  woraus  sich 
also  unmittelbar  ergiebt,  dass  der  Punkt  (XVZ)  der  Krümmunge« 
mittelpunkt  der  Carve  fät  den  io  ihr  liegenden  Punkt  (arys)  iaL 

Legen  wir  dnreb  den  Punkt  (xifz)  eine  auf  dar  durch  die  Glei* 
chungen  18)  charakteriairten  Geraden  senkrecht  stobende  Ebene, 
deren  Gleichung 

«ein  mag;  so  Ist  nach  den  Lebren  der  analy fischen  Geenietrie: 

A  "  B  ^  C' 

und  folglich: 

26)  ^      j:)  -f  Ä(i,-y)  -I-  C(}  -  j)  0 

die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Ebene ;  nach  Tbl«  XXX. 
S,  38L  24)  ist  dies  aber  die  Gleichung  der  Oscolatfons^Ebene  der 
Cvrve  In  dem  in  ihr  liegenden  Punkto 

Wir  gelanget)  daher  jetzt  hierdurch  zu  dem  folgenden  ^atze: 

Die  Dorchsch nitts I inien  der  Normalebene  einer 
Curve  in  einem  Punkto  derselben  mit  den  ihr  benach« 
harten  Norniaiebenen  der  Curve  n&bern  alch  einer  ihrer 

Lage  nach  völlig,  bestimmten  Geraden  im  Räume  als 

Gränzr  nrJnr  Gränzlinie;  —  die  durch  den  Pjjnkt  der 
Curve  £i  e  1 4.'  IT  {  c ,  a  u  f  d  i  o  s  e  r  G  rä  n  z  I i  n  i  e  s e  n  k  r  e  e  h  t  s  (  o  l>  c  n  d  e 
E  I  j  e  n  e  ist  (1 1  o  ()  s  c  1 1 1  a  ( 1  o  n  8  -  E  b  e  n  e  <l  e  r  Curve  in  dem  i  u 
Hede  «tehemlt  rt  Punkte;  —  und  %^  cnn  man  von  diesem 
Punkte  auf  die  (iränzlinio  oin  l*er  j)cn  «likel  f  ä  I  Ii ,  so  ist 
dessen  Fusspunkt  der  Mittelpunkt  dos  Krümiuuiigs- 
kreises  der  Curve  lu  dem  genannten  Punkte. 

In  der  Abhaadlong  Tbl  XXX.  Nr.  XL.  hdbe  ich  S.  403-400 
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geieigt,  —  und  swar  fflr  jed«  io  einer  beliebigen  £l»ene  im  Ranme 
liegende  ebene  Cnnre,  indem  es  mein  Zweck  war,  für  jede  eolehe 
Genre  ganz  im  Allgemeinen  die  Lage  dea  Krammnngakrelaea  su 
bestimmen,  — » daas  alcb  der  Krilmmangamittelpunict  einer  aetehen 
Cnrve  ancb  aofTaasea  ISaal  nie  der  Grinapunkt  der  Dnrclwcbnitta* 
pnnkte  der  Normale  der  Cunre  In  dem  betreffenden  Punkte  der* 
aelben  mit  den  Ihr  benachbarten  Normalen;  diesem  Rtr  ebene 
Corren  geltenden  Satse  entspricht  gewissermasaen  der  oben  Air 
beliebige  Cur?en  im  Räume  bewieaene  Sats,  dessen  mittelst  der 
Grinsenmetbode  streng  geßlbrten  Beweis  Ich  Im  Obigen,  aor  Ver- 
▼elistindigong  meiner  IrQberen,  oft  genannten  Abbandlang,  mit* 
getbellt  habe ;  die  In  diesem  Satse  bewiesenen  Eigenschaften  der 
Oacvlatlona-Ebene  und  des  Krfimmangskrelses  aber  imr  Grnnd- 
lage  der  Theorie  dieaer  wichtigen  georaetrisehen  Elemente  an 
machen  und  als  Definitionen  derselben  zu  benatten,  wie  dies,  so 
viel  ich  weiaa,  in  einigen  neueren  Schriften  geschehen  ist,  ist 
gewlas  einer  guten  Methode  nicht  gemias  und  entsprechend; 
nmn  bat  es  hier  eben  mit  bemerkenawertben  Eigenschaften  der 
in  Rede  stehenden  anderweitig,  und  zwar  nach  meiner  Meinung 
bei  Weitem  am  Besten  so,  wie  in  Tbl.  XXX.  Nr.  XL.  von  mir 
geschehen,  definirten  geometriachen  Elemente  au  tbun,  welche, 
wie  im  Obigen  gezeigt^  worden ,  aus  der  schon  nuf  andere  Weiae 
ttnd  auf  anderer  Grundlage  erlangten  analytiacben  Beattmmung 
derselben  absuleiten  sind. 


Mfiseeiieti, 


Mll. 

HiBceilen. 


Kennzeichen  der  Theilbarkeit  durch  7»  11,  13« 

Von  dem  Herautgeber. 
Es  i«t,  wie  man  sogleich  Obersiebi,  allgemein: 

a«/«  —  1  =  (a"«  +  1)  (o^'"—  1) , 

und  inau  hat  ai^u  die  folgende  Keilie  von  Gleichungen : 


o»  +  l 

(«Fi  +  l)(a*-.l), 

««•+1 

u^(a"  +  l)- 

1). 

-1), 

a*«(tt»+l)  - 

(a^«  — 

1). 

«•«— 1 

a«"(a«+l)  — 

1), 

1 

(a«- +  !)(««• 

-1). 

o*»  +  l 

«••(a«  +  l)  — 

1), 

«»•■-1 

-1), 

U*  6.  W. 


Aus  diesen  Glelctraogen  erbellet,  dass  jede  in  nF-^l  aof- 
gebende  Zahl  auch  In  : 

a*"-J,   a»»-|-l,   0*"  — 1,   a»"fl,   a««-!,   a'*  +  l,..« 

aufgeht,  dass  also  jede  in  tt^i-l  aufgebende  Zahl  Oberbaopt  auch  in 

und  a(*^+i^«  +  l 

aufgebt. 
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I«t  Dnh  2V  ela«  beliebige  ilecadieefae  ZabI«  so  liest  sieb  die* 
selbe  immer  onter  der  Form : 

iV=sa  +  Ä.10»  +  c.lOH'i.lO«  +  e.lO»  +  ^10«'^+  ... 

darstellen,  wo  o,  6,  c»  d%  e«  />••..  Grappea  von  drei  Ziffern  uii- 
serer  Zahl  ^  beseiehnen :   mr  die  letate  oder  höchste  (iruppe 
kann  aecb  bloss  ans  einer  Ziffer  oder  ans  awei  Ziffern  bestehen. 
Aas  Torstebender  Gleicbnng  erglebt  sieb  die  Gleichnng: 

iV— 0  +  6  —  c  +  rf  —  «  + /* —  — 
=  6. (10»  + 1) -l-c. (10«  -  i) + d. (lOH  I)  +  e. (10»* - 1)  + .... 

oder: 

=  a  —  64e— c<-|-e— ^-f .... 
+  b .  (10»  +  1)  +  c.  (lO*—  1)  +  d.  (10«+ 1)  +  «.(10»— 1)+  

woraus  mittelst  des  Obigen  nomitteibar  der  folgende  Sata  ber- 

vorgeht : 

Jede  in  lO'-fl  aufgehende  Zahl  geht  io  der  Zahl  iV 
auf  oder  alebt  auf»  jenacbdem  dieselbe  in 

o— rf  +  e—  f  +  .... 

aufgebt  oder  niebt  aafgebt. 

Weil  noo 

iO'-hi  =  iooi  =  7.ii.ia 

ist;   so  ergiebt  sich  der  folgende  Satx : 

Die  Zahlen  7,  II,  13  geben  in  der  Zahl  iV  aul  oder 
nicht  auf,  jenacbdem  sie  in 

a  —  b  \  c  —  rf-fe  — 
aofgeben  oder  nicht  aufgeben. 

Es  sei  s.  B. 

2^=701165769978543296» 

****  e^  296 

6=  643 

a^6fe=  731 

rf=  763 

a—h  -t-  cd  =—  42 
e=:  _y86 

a  — 6  +  c-rf4-e=  953 

76 
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und  vpoll  nmi 

877    ,^2    877    _  8     877  .^6 

T"=*™7'  Tr=^^n*  "13=^^13 

ist,  w»il  aUo  keine  der  Zahlen  7,  II,  13  in  877  aofgebl,  so  gebt 
aacfi  iceine  dieser  Zahlen  in  der  obigen  Zahl  N  aüt 

Ee  sei  ferner 

19  ^  306152, 


so  ist: 


152 

6=  300 
a  —  6  154 


nnd  weil  nun 


7  II  —       la  — "i3 

ist,  ao  geben  7  und  11  in  iV^  auf,  wogegen  13  in  N  nicht  anfgeht. 

Eine  vollkoronieiiere  nebandlurig  dieaea  eiolaclien  GegenataB" 

dea  dürfte  vielleicht  die  tulgende  sein. 

Ea  aei  überhaupt  «  eine  in  10* -i- 1  aufgellende  Zahl,  aad 

N       .r     a-6  +  c  — </  +  e  —  /  # .  »^i 

+  =i:(9'n>* 

wo  die  Rente  r,  r'  beide  Icieiner  ala  a  aind»  nnd  das  obere  oddr 
untere  Zeiclien  genommen  werden  mnaa«  jenaehdem  die  Gritaae 

a  —  ö  -{-  c  —  d-f-e  —  .... 

positiv  oder  negativ  iat.  Weil  nun  nach  dem  Obigen: 

+ b .  (10»  + 1)  +  c .  (10^  —  1)  +  ci .  (WH  1)  +  e .  ( 10»*  -  0  -I- .... 
iat,  nnd  unter  der  gemachten  Voranaaetsung  «r  in 

6.(10»  + 1)  +  c.(10«- 1)  +  «i.  (10*  + 1) +e.(10w—  1)  + 
aufgebt;  so  ist,  wenn  G  eine  gewiase  ganae  Zahl  beaslehnet: 

-=  

also 

wo  G'—g^^'t  daher  auch 
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eine  gaoM  Zahl  Ist  Wenn  «  —  6  +  c  —  rf+c  — ....  positiv  ist, 
so  Diiiss  man  ilas  obere  Zeichen  nehmen,  und  es  ist  also  iu  die- 
sem Fatte 

r-r' 
a 

eine  gaose  Zahl;  weil  neu  r  <  a,  r'  <  o  ist,  so  ist  auch  Jeden* 

falls  vaJ.  abs.  (r— r'X«,  also  ^f^^^jT—^)  ^  achter  Brach» 

welcher  nur  dann  eine  ganie  Zahl  sein  kann,  wie  er  dies  nach 
dem  Obigen  ist,  wenn  r  — r'  =  0  oder  rsr'  ist.  Wenn 

a  —  6  +  c  —  rf-f  c  —  .... 

negativ  ist,  so  muss  man  das  untere  Zeichen  nehmen,  und  es  ist 
also  in  diesem  Falle 

r  +  r' 

eine  t^nnse  Zahl;  weil  nun  r<cr,  r'<«  ist,  so  ist  r-fr'  <  2«, 

f*  "1*  r'  r-f-r' 

— jjj —  <  2;   also,  weil  dieser  liruch  eine  ganze  Zahl  ist :      ^  =0 

r +  1^ 

oder     ^   =  I ,  folglich  r  -f  r'  =  0  oder  r  -|-  r^  =  «,  wo  die  erste 

Gleichung  mir  dann  Statt  finden  kann,  wenn  gleichzeitig  rr^O, 
r'  =  0  ist.    Hieraus  ergietU  sich  unmittelbar  der  folgeode  Satz: 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  et  eine  in  10' ^  1 
aufgehende  Zahl  ist,  bleiben  bei  der  Division  der  Zahlen 
«— — d+e  — ....  und  iV  durch  «,  wenn  a  — 6+e— d+e^... 
positiv  ist,  jederzeit  gleiche  Reste  librig;  wenn  aber 
a  —  b  +  c— -cZ-f-  e— ....  negativ  ist,  so  geht  a  in  N  auf,  oder 
die  bei  der  Division  von  — (a  —  6  +  c  —  rf +  «—...  )  und  jV 
dorch  er  fibrig  bleibenden  Reste  erg&ncen  sich  gegen- 
aeitig  zu  «,  jenachdem  a  in  — (o— ^  +  e— d  +  c^ ....)  auf» 
geht  oder  nicht  aufgeht. 

Well  7,  11,  13  in  10' -f  1  aufgehen,  so  kann  man  diese  Zah- 
len in  dem  vorstehenden  Satze  für  a  setzen. 

£«  sei  z.  B.  iV=84998375,  so  ist: 

eis  375 

6=  m 

c=  84 


--Ca  — 6  +  0)=^  639 
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also  gehen  7  und  II  in  849<J8375  auf,  und  der  hei  der  Division 
dieser  Zahl  dorch  13  bleibende  Real  ist  13—6=7.  In  der  Thal  iel : 

8f8^^  12,42625,  «*^=7727126.  §^=«838336^. 

Das  obige  Kennzeichen  der  Theilbarkcit  durch  7,  11,  13  ist 
schon  anderweitig  bekuiuit  (m.  s.:  Table»  diverses  pour  la 
ddeompoaltion  des  nombres  eii  leurs  facteurs  premiers, 
par  V.  A.  Lebesgue.  Paris.  1864.  p.  13.  und  ein  lesensuerthes 
Frogramni  der  Realschule  in  Nf^lsst»  von  F.  Brilka.  Neisse  1863. 
4**.  S.  20.) ;  vielleicht  ist  aber  die  obige  tbeoretische  Darstellung 
nicht  ganz  ohne  Interesse.  G. 


Beriehtigiiiigeii. 

Herr  Major  Kort  in  Darmstadt  hat  noch  nachtrSgUch  einige 
Berichtigungen  zu  seiner»  Abhandlung  Nr.  XVI.  in  diesem 
Tb  eile  d.  A.  eingesandt,  die  ich  nachstehend  abdrucken  lasse. 
Ausserdem  sind  aber  in  dem  Blatt  S.  137  und  S.  1.18  von  Hogen 
10,  welches  schon  einmal  umgedruckt  und  dem  Heft  2.  CartWi 
beigegehen  worden  ist,  noch  einige  Versehen  stehen  geblieben, 
weshalb  ich,  um  so  viel  als  irgend  möglich  überall  die  mir  80  sehr 
am  Herzen  liegende  Correctheit  zu  ersielen^  dieses  Blatt  noch 
ein  zweites  Mal  Umdrucken  und  dem  vorliegenden  Heft  4.  dieses 
Theils,  an  dessen  Schluss,  nachstehend  als  Carlon  beillugen  lasse» 
indem  ich  bemerke,  dass  jetzt  nur  dieses  zum  zu  citen 
Male  umgedruckte,  nachstehend  hier  beigefügte  iilatl« 
als  das  allein  richtige  zu  betrachten  und  in  Heft  2. 
für  8. 137.  und  S.  138.  einaubeften  ist.  G. 

Berifhtignngen  tu  der  Abbandlnng  Nr.  IVl.  in  diesem  Tbeile. 

Seite  127.    Zeile  5.  v.  u.  setze:  +  27q  anstatt:  ,,^27f/". 

-  130.   6.  Vertibalspaite.  setze:  D  =  0,0  anstatt :  „D  ~  Ü,Oü' . 

•  131.  3.        .  •      l>t=0,0     -  „l>=0,00". 

•  134.  6.         -  .      /)==o,0      .  „0=0,000". 

•  140.  3.         •  Ffir  die  Wertbe  von  099851  ai)"  -irfa 

ist  />  =  ü,ü. 

148.  3.  -  setze:  />  =  1  anstatt:        ==  2**. 

In  derselben  Spalte  ist  flir  die  Wertbe  von  0632  abw&rts 

1>=2. 

149.  3.  V^ertikalspalte  setze:  /)  ^  3  anstatt: 

6.  -  für  die   Werlhe  9540  und  9894  ist 

l>=3;  für  die  Werthe  von  0592  bis  einschliesslich  27'20 
ist  />  =  4. 

-  169.  9.  Zeile  v.  o.  setse:  0,0002399988  anstatt:  0>000239996. 
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Literarischer  Bericht 

CLXV. 


Galfleifeier. 

leb  freue  mich,  nach  mir  freundlichst  gemachter  Anzeige« 
mittheiIeD  xe  kunnen«  daee  am  ISten  Febmar  d.  X,  dem  dreiben« 
dertjäbrigen  Gebartetage  dee  groeeee  Galilei,  auch  in  Frank- 
furt an  der  Oder  dorcb  den  Olierlebrer  flerrn  Doctor  G.  Eme* 
mann  eine  würdige  Feier  dieeee  denkwürdigen  Tages  in  dem 
physikalischen  Lehrsimmer  der  Realschoie  ver  den  Schfliem  der 
drei  obersten  Klassen  veranstaltet  worden  ist 

Greifswald  im  Mai  1864. 

Grnnert. 


Dr.  Fram  Woepoke. 

(Der  folgcndu  kurze  Kt;crolog  des  der  Wisseaschaft  leider  vor  Kurzem  CQtriä* 
■eneo,  haupts&ohlich  am  die  GcflcUdiie  der  ICülienMitik  lo  irtelfodi  TWdienteii, 
Dr.  F.  Woep«ko  ist  auf  meine  Bitte  nur  tob  seinem  würdigen  Bl  Jahr  altoi 
Vater,  dem  Berrn  Poit-Director  a.  B.  Woepcke  in  Besaan,  mitgedieilt 
wordeD,  troftr  idi  demsdben  meinen  innigsten  und  anftichtigtten  Dank  sage.  G.) 

Franz  Woepcke  am  6.  Mai  182Ö  geboren,  sein  Vater 

war  damals  Post-  Dtrector  in  Wittenberg.  Letzterer,  dessen  Ge- 
sundheit durch  viele  IcHrperliche  Leiden  sehr  zerstört  war,  trat 
im  Jahre  in  den  Ruhestand»  und  siedelte  mit  seiner  Familie 
nach  Dessau  über. 

Hier  besoebte  Frans  Woepcke  das  mit  sehr  gotee  Lehr- 
l(riften  aasgestattete  Gymnasium  mit  solchem  Erfolge,  dass  er 
schon  i  m  April  1843  im  noch  nicht  volleodeteo  17teo  Lebensjahre 
die  öoiversitSt  in  Berlin  besieben  konnte. 

Thi.  Xi.lI.Hfi.  1.  1 
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Er  widmete  sich  dem  Studiuin  dor  Mathematik  und  den  d  t 
mit  verwandten  XVissenschaften.    Im  Juli  1SJ7  promovirte  er  da 
selbst,  hielt  sich  noch  einige  Monate  dort  auf,  und  ging  den 
1.  Mfirz  184Ö  ganz  von  Berlin  ab. 

Thelli  durch  eigene  Neigung,  theiU  durch  den  Rath  hervor- 
ragender Minner  der  Wissenschaft  hewog0n,  unter  denen  ich 
A.  V-  Humbold  nennen  darf,  der  seiner  in  epäteren  Jahren  auch 
Tortheilliafl  im  Cos  mos  erwähnte,  faaste  er  den  Entschluss,  die 
Geschichte  der  Mathematik  vorzugsweise  zu  aeinem  Studium  zu 
machen,  weit  auf  diesem  l^'elde  noch  Manches  zu  thun  fihrig  sei, 
das  aber  nur  dann  mit  Erfolg  bearbeitet  werden  konnte,  wenn  ein 
Mathematiker  mit  seiner  Wissenschaft  zugleich  vGllige  Kenntniss 
der  orientalischen  Sprachen,  namentlich  des  Arabischen,  verband, 
am  die  betreffonden  Werke  der  Araber  «.s-w.  im  Originale  ieseo 
kOnnd^ 

Deshalb  ging  er  im  April  1848  nach  Bonn  und  hurte  hei 
Professor  Frey  tag  ein  Privati^simum  zur  Erlernung  der  arabiaehen 
Sprache. 

Er  verweilte  hier  zwei  Jahre,  habilitirte  sich  am  Anfangs  des 
Jahres  1850  daselbst  als  Privat- Docent,  nahm  aber  gleich  Urlaub 
auf  ein  Jahr,  um  in  Paris  nun  das  Studium  der  arabischen  mathe- 
matischen Handschriften  zu  beginnen.  Er  ging  dahin  im  April  des- 
selben Jahres  ab.  Später  bat  er  in  Paris  auch  das  Persische  er- 
lernt und  Sanscrit  studirt.  Nach  Bonn  ist  er  nicht  wieder  zurück- 
gekehrt. Ein  sehr  frenntiiicfies  Entgegenkommen  Seitens  nam- 
ballter  franzogischer  Gelehrten  wurde  ihm  haid  zu  Thcil,  wozu  ihm 
seine  grosse  Geuandthcit  in  der  franzüsischen  Sprache  sclir  l)e 
hillflich  war,-  dieselben  loniten  auch  bahi  die  (lediegeuheit  seiDci 
wissenschaftlichen  Keniittilsse  schätzen.  Er  ward  Mitirlied  der 
S  ()  c  i  o  te  asiatiq  u  c,  die  Benutzungder  Bibliotheken,  auch  der  kaiser- 
lichen, wurde  ihm  mit  grösster  Liberalität  gewährt,  bald  durfte 
er  auch  Manuscriptc  mit  in  seine  Wohnung  nehmen.  Bereits  im 
Jahre  1851  gab  er  L'Algebre  d'Omar  AlkhayyAmi  heraus, 
in  welcher  Schrift  er  darthat,  bis  zu  welchem  Punkte  die  Araber 
in  der  Wissenschaft  gelangt  waren,  was  früher  nicht  festgestellt 
war. 

Im  Jahre  1853  folgte  Extrait  du  Eakbri.  Dieses  Wetk 
wurde  der  Akademie  überreicht  und  von  ihr  wQrdig  befanden  auf 
kaiaerliehe  Kosten  gedruckt  au  werden. 

Ausserdem  sind  mehrere  kleinere  Arbeiten,  auch  viele  Aut- 
sutze  in  Zeitschriitcn,  seiner  Feder  entflossen. 
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Sie  •rrmeten  sich  all«  Tielseitiger  Aoerkennotig  der  gelehrten 
Welt  Beeoodera  war  auclidieseB  hiiMichtlicli  seines  leisen  Werkes: 

Mdmoire  snr  la  propagatlen  des  diiffres  Indiens, 
das  im  Spfitjabre  1863  erschien,  der  Fall.  Es  ist  auf  Kosten  der 
Socl^td  asiatique  gedruckt,  bei  der  er  soletxt  Membre  da 
Conseil  war. 

.Seine  (Gesundheit  war  von  Kindheit  an  sehr  schu  atikcfi(],  und 
wurde  durch  vieles  anhaltendes,  oft  nJichtliches  Arbeiten,  3IanL'el 
an  Bewegung  in  späteren  Jahren»  immer  mehr  unteri^raben,  namcrU- 
lieh  litt  er  oft  hei  geringster  Erkältung  an  einer  Affeetion  der 
Respirations  •  Organe. 

Nach  einer  im  SpiitJ.ilir  186ii  nach  London  unternommenen 
Heise  in  wissonst  lialMichen  Angeiei^enheiton ,  von  der  er  am 
6ten  December  narh  l^aris  zuriickktdirte,  auf  der  üeberfahrt  aber 
einen  heftis^en  ^Shinn  und  s^nntigcs  ünHctter  zu  uberstehen  hafte, 
fohlte  er  sich  gleich  sehr  unwohl.  Im  .lamiar  1864  stellte  sich 
ein  bedeufeudes  Geschwür  am  Kiimbdcken  ein,  das  durch  Aus- 
nehmen eines  Zahnes  beseitigt  schien,  aber  es  entstanden  an 
derselben  Stelle  Urüsen^^eechwulste,  welche  eine  so  üble  Wendung 
nahmen,  dass  er  am  25sten  März  1864  seinen  Leiden  erlag. 
Während  seines  langen  Aufenthaltes  in  Paris  hatte  er  sicb>  ausser 
der  Anerkennung  seiner  wissenschaftlichen  Verdienste  durch  viele 
namhafte  Gelehrte,  auch  allgemeiner  WerthschStsong  wegen  seines 
freundschamilcben  Wesens  und  seines  ehrenhalten  Wandels  am 
erfreuen. 

Besonders  erfrenete  er  sieb  der  Frenndscbaft  des  alsMenseb 
nnd  Gelehrter  gleich  hoebstebenden  Professors  Mehl»  Mitglieds 
der  Akademie«  der  ihm  stets  ein  ▼ftterlicber  Preand  and  Ratber 
wafj  und  ihm  aueh  in  edelster  nnd  tbeitnehmendster  Weise  anf 
seinem  letzten  Krankenlager  durch  Öftere  Besuche  das  Entfernt* 
sein  von  liebenden  Verwandten  weniger  sehmerzlicb  nacbte* 

In  dem  Schreiben,  worin  dieser  trefflicdie  Mann  den  bochbe- 
tagten  Eltern  des  Verstorbenen  seinen  Ted  anseigte,  sagt  er  von 

letzterem: 

„leb  sehe  mit  grOsster  Freude  die  snnehmende  Achtung, 
in  die  er  bei  den  Gelehrten  sich  gesetst  hatte,  und  das 
Anerkennen  seines  Verdienstes  und  seines  liebenswflr^ 
digen  Cbaraeters  in  dem  fremden  Lande.  Die  Gewissen- 
haftigkeit seiner  Arbeiten  hatte  das  grüsste  Vertrauen 
erregt. " 

liie  Soci^t^  asiatique  hatte  dem  Dr.  W*oepcke  dlelMer- 
setzuug  des  Albirani  anvertrauet.  Er  hatte  die  Arbeiterstin 
Etwas  begonnen  als  sein  Tod  erfolgte. 

1  • 
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So  «reit  der  würdige  Vater  de«  so  frOb  Vollendeten;  Ich 
lüge  nnr  noch  hinsnt  dase  derselbe  mir»  vrenn  auch  persönlich 
tinbekannt,  stets  ein  sehr  lieber»  von  mir  hoebgeacbteter  Frennd 
gewesen  ist;  mOge  er  tüchtige  Nachfolger  anf  der  so  mhmvolt 
betretenen  Bahn  finden!  Die  Geschichte  der  Mathematik  bedarf 
solcher  Arbeiter,  wie  F.tVoepcfce  einer  der  aosgexeichaetsten  war. 

Granert. 


Ich  bitte  sehr,  mir  recht  bald  aus  kandiger  Feder  eine  Bio- 
graphie meines,  leider  nun  auch  vefstorbeDenanvergesslicbenFreini* 
des  Gerling  sum  Abdruck  Im  Archiv  elnsusenden.  Seit  ISngeier 
Zell  habe  ich  einer  solchen  schon  ohne  besondere  Aufibrderang 
mit  Verlangen  entgegengesehen.  Grunert 


Systeme  y  Lehr-  und  Wörterbücher. 

Lehrbuch  der  Elemejitar- Mathematik.  Für  die 
Portepee fShnrichs-  und  »Seekadetten-Prüfung  in  der 
Riiniglicb  Preussischen  Armee  und  Marino  bearbeitet 
von  F.  Baron  Haller  von  Hallerstein^  Oberst  u.  «.  w.  . 
Er«iter  Theil.  Ar!  th nie ti  k.  — Z  w  ei  ter  Theil  Geometrie.— 
Fünfte  Auflage.    Berlin.    iSauck  und  Comp.  1863.  W*, 

Ueber  ein  so  weit  verbreitetes,  vielfach  gebrauchtes,  allgemela 
belcanotes  und  in  fQofter  Auflage  vorliegendes  Buch,  wie  das  obige» 
fiber  dessen  Werth  das  Publikum  Iftngst  entschieden  hat»  noch 
ein  besonderes  Urtbeil  auszusprechen  und  seinen  Inhalt  ausfilhr* 
lieh  ansugeben,  hat  das  Archiv  nie  för  angemessen  gehalten,  selbst 
wenn  der  Inhalt  und  die  Bearbeitung  dem  Zwecke  des  Buchs  so  • 
gut  entsprechen  wie  im  vorliegenden  Falle.  Aber  einer  wesent- 
lichen Erweiterung,  welche  demselben  durch  Herrn  Dr.  Ligowski, 
Lehrer  am  Seekadetten -Institut  u.  s.  w.  in  Berlin,  in  dieser 
neuen  Auflage  zu  Tbeil  geworden  ist,  und  wodurch  dieselbe  sich 
von  allen  frfiheren  Auflagen  uoterscheidety  mfissen  wir  besonders 
gedenken. 

Dem  «weiten  Thelle  ist  nUmlich  In  iwei  Anhingen  durch 
Herrn  Dr.  LIgowskI,  ausser  den  Elementen  der  spbSrisebstt 
Trigonometrie  an  sich  >S.300L),  die  Anwendung  der 

Stereometrie  (S.  256^8. 272.)  und  der  sphirlschen  Trigonometrie 
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(S.801— S.  819)  aurnautiaebe  Aslrooomie  beigeHigt  wardan»  am 
daa  üucb  aacb  Dir  aaoüacba  Labranatalten  in  aaagedabaterar  Waiae 
braochbar  an  maebaa.  In  der  »phärischan  Trisonomatrla  bl  in  aner* 
kannangawartbar  vnd  awacfcmiaaigar  Waiae,  walcbar  man  immar 
Sr5aaaraa  oad  aligaroeinereD  Eingang  «rgnttcben  nnaat  der  Gabraucb 
daa  Sapplamantardreiacka  ganz  vermieden  worden.  Die  Anvren- 
dnngen  auf  aaatiacba  Aatronamia  befrefan  die  dantiicba  Ent- 
wlcfcelung  dar  aatrononiiacban  Grnndliegriffa  mit  beaonderer  Rfick« 
aiebt  aof  dta  varacbiedanan  Arten  der  Zeit  u.  a.  w.,  nnd  anaaerdam 
die  Luaang  aller  in  dar  Praxia  dea  Saamanna  yorzugswaiae  in 
Anwendnng  kommenden  aatronomiaeban  Aufgaben,  ateta  natarlicb 
mit  gebttriger  Rflckaiebt  auf  alle  aotbwendigan  Corractionen  wie 
Kimm,  Parallaxe,  VergrOaaemng  dca  Halbmesaera,  Relraction 
«.  a.  w.  Zabireicbe  aweckmäaalga  Delmngabaiapielo  aind  dieaao 
Anhängen  wie  allen  übrigen  Abacbnitten  dca  empfeblenawertben 
Bucha  in  aeinea  beiden  Tbailan  baigegeben. 


Geometrie. 

Kegelschni  1 1  k  a  n  n  Py  ramulen  und  cu  r  v  e  nkantige 
Prismen,  von  kruninien  Seiteiifhicheu  begränzte  Kur- 
per,  welche  sich  Lubiren  lassen.  Von  H.  C.  E.  Martus, 
ord.  Lehrer  der  IVIatheniaUk  und  Physik  an  der  König- 
tii (1  tischen  Realschule  in  Berlin.  Mit  3  Figureiitafeln. 
Berlin.    J.  iipringer.    1863.  4®. 

Der  Herr  Verf.  hat  ia  dieaer  Scbrirt  verschiedene  KOrperforw 
man  betrachtet,  tvelche  er  Cur  venkantige  Priemen  (II.), 
Paral  lelkantige  Pyramiden  (Iii.).  Kreiskantige  Pyrami- 
den (IV.),  Ellipsenkantige  Pyramiden  (V.),  Hyperbelkan* 
tige  Pyramiden  (VI.)  nennt,  deren  Definition  nnd  Entstebnng 
in  der  Schrift  seihst  nachgesehen  werden  rouss,  weil  dieaelben 
sich  hier  unraOgUcb  blnreicbend  deutlich  mit  derjenigen  Kfirse  an- 
geben lassen,  welebe  Ton  der  BeschrSniUbeit  des  in  diesen  lite» 
rariacben  Beriebten  nna  gebotenen  Raomea  gefordert  wird. 

Alle  diese  K«5rp  er  formen  gestatten  aber  eine  elementare  Be- 
handlung, welche  ihnen  von  dem  Herrn  Verf.  in  sehr  aus- 
führlicher und  lehrreicher  Weise  gewidmet  worden  ist,  wobei  er 
auch  den  Schwerpunkt  und  andere  bemerkenswerthe  Punkte  nicht 
unberücksichtigt  gelassen  bat.  Unter  den  genannten  neuen  Kür* 
performen  sind  mehrere  der  Kürper,  welche  in  den  gewöhnlichen 
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Elementen  der  Stereometrie  betrachtet  vrerdeo,  ele  beeoiidere  Fllte 
enthalten,  und  nicht  wenige  der  von  dem  Herrn  Vert  gefundenen 
Satte  und  Relationen  erecheioen  aU  Verallgeroeinerongen  allge- 
mein bekannter  Beaiehangen,  wodurch  natfirlich  die  Betrachtung 
noch  lehrreicher  wird.  Vorsngeweiee  und  haopleXchlich  hat  eher 
der  Herr  Verf.  sein  Aogenmeric  auf  die  Bestimmung  des  Inhalt« 
der  betrachteten  Kurper  gerichtet,  und  dieselbe  lediglich  auf  den 
bekannten  und  bereits  mehrlach  nach  verschied enen  Geslehta* 
punklen  betrachteten  Sats  gegrOndet,  mittelst  vrelchee  man,  wenn 
der  Inhalt  der  parallelen  Querschnitte  eines  KDrpers  sich  als 
eine  —  meietena  ganae  raftonale  algebraische  —  Function  ihrer 
Entfernungen  von  einer  gewissen  festen  Ebene  oder  einem  ge- 
wissen festen  Punkte  ausdröcken  lässt,  den  Inhalt  des  Korpere 
mittelst  eincT  einfachen  allgemeinen  Formel,  deren  eigentlicher 
Grund  natiirlich  in  der  Integralrechnang  zu  suchen  ist,  finden  kann. 
Aas  verschiedenen  Gesichtspunkten  und  unter  verschiedenen  For- 
men (was  aber  doch  zuletzt  im  Princip  immer  auf  Dasselbe  hin- 
auskomml),  in  grösserer  oder  geringerer  Allgemeinheit,  ist  dieser 
stereonietrisehe  Satz  behandelt  worden  u.  A.  von  ßrix  (Elemen- 
tar-Lehrbuch  der  dynamischen  W  issenschafton.  An- 
hang. S.  130  —  S,  148.),  Li  go w  6  k  i  (in  eitier  besondoreu  SchriTt : 
]  n  })  a  1 1  s  b  e  r  e  c  h  n  u  n  g  der  Körper  1 1  :i  c  h  einer  einzige» 
Formel.  Berlin.  1847.  mn\  im  Archiv.  Thl.  XXVI.  1856. 
S.  204).  Matzka  (Archiv.  TM.  XXXIll.  I85<).  S.  J2I.),  und  von 
dem  Herausgeber  des  Archivs  (Archiv.  Thl.  X.  1847. 
8.260.)*).  Für  den  Fall,  wenn  der  Qiierschiiift  sich  als  eine 
ganze  rationale  algebraische  Function  des  /weilen  <»radcs  seiner 
Fntfcrnüti^  a  von  einer  gewissen  festen  Ebene«  also  durch  eine 
Formel  von  der  Form 

Q  =  a  -F  &i;  -|-  €x^ 

ausdrücken  lässt,  und  demnach«  wenn  F  den  Inhalt  des  Körpers 
bezeichnet« 

ist«  hat  der  Herr  Verf.  in  dem  Ahsehnitte  1.  eder  der  Einleitung 
einen  eingehen»  dem  Zwecice  der  Schrift«  hel'm  Unterrichte  in  der 
elementaren  Stereemetrie  als  MfilCsmittel  sa  Uebnngen  der  Sebfiier 


*)  Ich  crlaiilie  iniraiu  ii  niif  im  ine  .U)h;int!ltin!^  :  T  t:  I»  c  r  die  ii  ä  h 
1  11  u  g  •  w  e  i « c  Ermittelung  d e  r  VV e  r  t  h  e  Ii  t  o  t  i  n>  ni  t  c  r  i  n  1 1-    r  a  I  c. 
Archiv.  Thl.  XIV.  S.  225.  zu  vorwciiien,  deren  ntiUr  ull^tinieinrr  Inhalt 
nül  dum  vorliegrnrfen  cleiuenlnren  Gegen»(anile  wenigsten«  »ehr  nuhr 
sttsammenhingl,  G  r  o  n  e  r  f . 
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benutzt  zu  »  erden,  vOllig  entsprechenden  Beweis  des  obigen  SatzM 
vorangeschickt,  und  dadurch  eine  sichere  Grundlage  für  seine 
weiteren  Betrac  htunj^en  gewonnen.  Wir  glauben  scblimlicb  die 
Schrift  Lehrern  recht  sohr  zur  Beachtuns^  empfehlen  za  dürfen» 
welche  darin  vielfai  hcn  Ntoff  zu  zweckmässigen  stereometrischen 
Uel>ungeü  iür  ihre  kSchüier  linde))  werden«  wobei  das  Bucb  treff- 
liche Dienste  zu  leisten  geeiguet  ist. 

Rispoeta  di  Portnnato  Padula  al  prograroroa  de- 
stinato  »promuoFere  eeomparare  inietodi  per  Tinven* 
zione  geometrica  presentato  a*  Matematici  del  Regno 
delle  dae  Siciiic.  Napoii.  Stamperia  e  Cartiera  del 
Fibreno.  Largo  S.  Uomenico  Maggiore*  N.3.  1830.  4^. 

Die  obige  grOsaere,  etwa  IS  Bogen,  nebst  zwei  Figurentafelo, 
starke  Schrift  des  hochverdienten  Renn  Prof.  Padola  in 
Neapel  ist  «war  schon  im  Jahre  1839  erscbienen,  and  ihre 
jetsige  Anaeige  d0rfte  daher  als  eine  sehr  rerspitete  betrachtet 
werden.  Weil  aber  die  italienische  Literatnr  hei  uns  in  Deatscb- 
land  in  Gänsen  noch  so  wenig  bekannt  und  verbreitet  ist»  ja  aneb 
jetst  imner  noch  italienische  Werke  anf  dem  Wege  des  Buch- 
bandehi  nor  mit  Schwierigkeiten  besogen  werden  können,  wie  uns 
Dor  erat  neoerlichst  unter  Inanspruchnahme  unserer  Vermitteinng*) 
von  verschiedenen  Seiten  her  mehrfach  bemerklich  gemacht  wer« 
den  ist,  die  Schrift  auch  einen  ihnlicben  Zweck  verfolgt  wieverachie* 
dene  andere  in  neuerer  Zeit,  namentlich  in  Frankreich»  erschienene 
Werke:  so  halten  wir  es  für  zweckmässig,  jetzt  noch  eine  knrse 
Anzeige  von  derselben  zu  liefern  und  sie  der  Beachtung  unserer 
Leser  recht  sehr  zu  empfehlen.  Wie  der  Titel  besagt,  bezweckt 
Herr  Padula  in  dieser  Schrift  eine  Vervollkommnung  und  Ver« 
gleiebnng  der  verschiedenen  Methoden  der  geometrischen  Erfindung 
oder  der  verschiedenen  Methoden  sur  Auflösung  geometrischer 
Aufgaben  zu  geben,  und  erreicht  diesen  Zweck  mit  tiefer  Kennte 
niss  der  gesammten  Geometrie  und  ihrer  Literatur.  In  letzterer 
Beziehung  beschränkt  sich  Herr  P.  freilich,  neben  den  filteren 
allgemein  bekannten  berühmten  Mathematikern,  hauptsächlich  auf 
sein  Vaterland  —  mit  besonderer  Rücksicht  auf  Flauti,  Per- 
gola u»  s.w.  —  und  die  Leistungen  neuerer  französischer  Geome- 
ter,  gewiss  weil  zur  Zeit  des  Erscheinens  der  Schrift  die  deutsche 
Literatur  noch  weit  weniger  als  jetzt  in  Italien  bekannt  und  vor- 


*)  Wir  werden  in  ««lohen  Fallen  unsere  Vermitteloog  Inoicr  sehr 
gern  einireleo  Isssen,  wenn  «ie  von  nns  verlnogl  wird,  und  erbieten  oni 
dazu  bereitwilligtf.  G. 
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breitet  uar,  wodurch  aber  eben  deshalb,  —  ttod  sugleicb  genauerer 
KeontDias  der  ilalieaiacben  Literatur  wegen,  —  diese  Schrift  fttr 
tleiitsche  Leser  um  so  intereaeanter  tvird,  uad  «riederhoU  aar 
Beachtung  empfohlen  werden  muss.  Die  Charakterisirung  der  ver* 
schiedenen  geometrischen  Methoden  nimmt  die  erste  Abtheiluog 
ein;  die  anreite  ebenso  interessante  Abtbeilung  giebt  verschieden* 
artige  schöne  Auflusungen  der  drei  folgenden  schon  öfter  und 
eifrig  behandelten  Probleme,  die  bekanntlich  ihren  Urapniog  In 
Italien  haben: 

I.  In  einen  Kreis  ein  Dreieck  zu  beschreiben,  dea- 
aen  Seiten  durch  drei  gegebene  Punkte  gehen  (Giordaao 
dl  Ottajano). 

II.  1  n  ein  D reieck  drei  Kreiae  aa  beach  reiben,  von 
denen  jeder  die  beiden  anderen  und  awel  Seiten  des 
Dreiecks  berührt  (Malfatti). 

III.  In  eine  dreiaeltige  Pyramide  vier  Kugeln  an 
beschreiben,  von  denen  Jede  die  dreianderen  und  drei 
Seiten  der  Pyramide  berührt  (Erweiterung  des  Probiens 
Ton  Mal  tat  ti  auf  den  Raum).  Bei  diesem  letsteren  Probleme 
haben  auch  die  Arbelten  Stein  er*  a  Beriiekaiebtigung  geAinden. 


Astronomie  und  Gnomonik. 

Annalcn  der  k.  k.  Sternivarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apoatol.  Majeatftt  auf  uffentliche 
Kosten  herausgegeben  von  Carl  von  Littro^v,  Director 
der  k.  k.  SternM-arto.  Dritter  Folge  awdlfter  Baad. 
Jahrgang  1862.   Wien  1863.  8^. 

Der  verhergebende  Band  dieser  buchst  verdienstlichen,  in  der 
regelmiaaigaten  Folge  ohne  alle  Ontorbrechung  fortschreitenden 
Annalen  Ist  im  Literar.  Nr.  CLIX  S.  14.  angezeigt  worden.  Der 
vorliegende  Band  entbSlt  nach  der  gewGhnlicben  Einleitnag  die 
Peobacbtungen  am  Meridlankreiae  vom  Jahre  1860^  nebat 
den  Reanltaten  der  Beobachtungen  am  Merldlankreiae. 
I.  Planeten-  und  Cometenpoaitionen  aua  den  Jahren 
1860bial863,  beobachtet  von  Dr.  Edmund  Weiss.  II.  Mitt- 
lere Positionen  von  Fixsternen  besagen  anf  den  An* 
fang  des  Beobachtungsjabra,  dann  Planeten- und  Ceme- 
ten-  ßeobachtungen  am  Refraetor  von  aeeba  Zoll  Oeff« 
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nunp  Vom  Octob«r  1860  bis  Ende  Mai  1862.  Von  Dr. 
Carl  Hornateia,  Adjuact  der  k.  k«  Stern  war  te,hieraar 
ZaaenbeobachtuDgea  am  MiUagarobre,  eadlich  die  He* 
teoTologiachen  Beebacblaogeo  im  Jahre  1861,  Tafeln 
snr  Reduction  der  Zonenbeebaehtnngen  nnd  Uebersicbt 
der  Zonen.  MOge  die  Vorsebnng  dem  verdienten  Herrn  Uerana* 
geber  nach  lange  nngeaebwachte  Kraft  verg9noen  nur  nnanage- 
Mtaten  Forteetanng  dleaer  bficbat  Ferdienetlleben  Publicationen! 

Zugleich  mit  diesem  Bande  der  Annalen  tat  aacb  eraebleneu 
ein  neuer  Band  der  älteren  Wiener  meteorolegiachen  Be- 
obaehtoagen»  deren  Veruffentiichung  in  höchst  auerkennanga- 
werther  Weise  auf  Kosten  der  kais.  usterreicbiachen  Regierung 
geschieht.  Die  vorhergehenden  Binde  dieser  sehr  verdienstlichen 
Pnblication  sind  in  früheren  Nummern  des  Literarischen  Buchte 
(Nr.CXLl.  S.  12.— Nr.CXLVI.  S.U.-*Mr.  CLiX.  8. 15.)  von  una 
angeaeigt;  der  |etat  vor  uns  liegende  nene  Band  hat  den  Titels 

Bleteorologiacbe  Beobaehtungen  an  der  iLk.  Stern* 
wartein  Wien  von  1775 bia  1855.  Attr&rfentlicbeEeaten 
berauagegeben  von  Carl  von  Littrow,  Uirector,  und  Ed- 
mund Weiss,  A.djunet  der  fc.  k.  Sternwarte.  Vierter 
Band  ]8^--18a8w 


Theorie  iin<l  (  on^truction  der  S  onnen  •  Uhren  auf 
Ebenen, KeeelCy  Ii  nder-ond  Kugel  flächen,  nebsteiner 
hiistorischenSkizze  über  dieGuomonik,  vonDr.  Kudulf 
•So n iidorfer.  Mit  7  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
schnitten.  Wien.  W.  BraumOller.  1864. 

Ein  recht  sehr  zu  empfehlendes  Schriflchen  über  Gnomonik, 
welches  sich  vor  anderen  Schriften  dieser  Art  l>esonders  dadurch 
auszeichnet,  dass  in  demselben  wohl  zuia  ersten  Male  eine  aus- 
führlichere und  durchgreifendere  Anwendung  der  de«crij>ti ven 
Geometrie  zur  Construction  der  Sonnenuhren  gemacht  worden 
ist,  HO  dass  dasselbe  zugleich  als  eine  lehrreiche  Anwendung  der 
letzteren  schonen  Wissenst  halt  angesehen  werden  kann.  Ausser* 
dem  hat  aber  auch  die  analytisch -trigonometrisciie  Methode  aus- 
gedehnte Anwendung  gefunden  und  eine  historische  Skizze  ist 
vorausf^'escliickt,  Alles  durch  sehr  sorgfältige  und  saubere  Zeich- 
nungen erläutert y  und  die  nothigen  Tafeln,  z.  B.  diu  Lnde  eine 
Tafel  der  Zeitgleichoog,  sind  betgefügt.   Die  Schrift  ist,  wie  ge- 
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Ma^t,  Allen  denen,  tvelche  sich  fär  di«  Gnoroonik  an  sich,  aber 
aucli  iür  AimendungeD  der  feineren  Geometrie  interesftiren,  recht 
sehr  zn  empfehlen.  —  Wir  bemerken  noch,  dau  in  der  AblieodJang: 
Gnonionik  für  jede  beliebige  Ebene  Im  Raome,  mit 
Ilücksicht  anf  die  Anwendung  der  neueren  Geometrie 
zur  Ansfflhrung  gnomoaiacber  Conetruetionen.  Von 
dem  Herausgeber  de«  ArcbiTe.  (Arcbiv.  Tbl.  XZXVL 
S.  101.)  ^obl  auerat  Anwendungen  der  neueren  Geometrie» 
namentlicb  der  Tbeorie  der  Aebnlichkeiteaxen  der  Kreise,  anf  die 
Gnomonik  gemacbt  worden  sind,  bei  gleiebzeitiger  aoenihrlicher 
AotvendüRg  der  analytisclien  Geometrie. 


N  a  u  t  i  k. 

6  n  {  iJ  ti  e  inethode  nojivellc  prnpnsee  | •  a  r  M.  d  l.it- 
trovv,  pour  dt-terminer  rn  ni  c  r  Theure  et  la  !  o  n  l:  i  tu  de; 
par  H.  Faye,  nienibre  de  1  Institut  et  du  Bureau  de« 
lo  II  ^  i  t  ij  (1  es.  Extrait  des  Comp  tos  rendus  des  seances 
de  I  A(  udemie  des  Sciences,  seance  du  7.  Mara  1864. 
Vienne.    C.  Gerold.   1864.  8«. 

I\Iit  Rücksicht  und  Verweisung  auf  meinen  Aufsatz  im  Archiv. 
ThI.lil.  1843.  S.  107— S.  112.  habe  ich  im  Litcrar.  Ber.  Nr.CLX. 
S.  4.,  worauf  ich  hier  verweise,  die  von  Herrn  Direcfor  v.  Littrow 
empfohlene  Metbode  der  Längenbestiromuog  durch  Differenzen 
von  Circumroeridianbiiheo,  welche  sich  bei  der  iierflhroten  Welt- 
ttiDsegelung  der  Novara  auch  praktisch  vollkommen  bewShrt  hat, 
ausRihrlicher  besprocben,  so  daas  dieselbe  als  allen  sieb  daför 
intereaairenden  Lesern  vollkommen  bekannt  vorausgeaetst  werden 
kann.  Um  dieae  Metbode  in  Frankreich  bekannter  zu  maehen 
und  zur  Anwendung  zn  empfebien,  bat  Herr  Faye  dieselbe  anm 
Gegenstande  einer  Mittheilung  an  dieAcadömie  des  Seien ees 
gemacht,  und  sie  mit  verschiedenen  lehrreichen  eigenen  Bemer- 
kungen und  Discussionen  begleitet.  Die  Schrift  ist  in  zwei  Ab* 
tbeilungen  getbeilt,  nämlich-  §.  I.  Eroploi  de  la  mötbode  ä  la 
mer  und  §.  II.  Emploi  de  la  methode  ä  terre,  indem  Herr 
Faye  diese  Methode  mit  einigen  von  ihm  angegebenen  und  em- 
plolileticri  Modificatioiieii  auch  auf  dem  Lande  bei  Reisen  u.  s.w. 
für  zweckmässig  anwendbar  h.'ilt.  Es  is  sehr  dankenswertb, 
dass  von  der  Abhandlung  de^  Herrn  Faye  in  Wien  der  vor- 
liegende besondere  Abdruck  veranstaltet  worden  ist,  welchen  wir 
allen  wissenscbaftlicbeo  Seeleuten,  oaraeatlicb  aber  den  Lehrftru 
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der  Nautik  an  den  nantiachen  LaliraBalalfati  recht  aahr  sur  Beaeb- 
luog  efflpfebleD.  G. 

M.  vergl.  Ober  ^iautik  oben  auch  unter  „Systeme,  Lehr* 
und  Wörterbacher"  die  nautischen  Zusätze  von  Dr.  Ligowski 
SU  dem  Lebrbuche  der  filemeatar'Mathematik  von  Kaller 
ven  Ualleratein« 


Physik. 

Lehrbuch  der  Fisik  für  üntcr-ß  oaUchulen.  Von 
ür.  Fr.  Jea.  Plako.  Lehrer  der  Fisik  an  der  Kommunal- 
Oberrealeehttle  aof  der  Wieden  and  der  damit  in  Ver> 
bindong  atebenden  Gevrerbeeebale  In  Wien.  Seebate» 
aebr  vermehrte  ooil  verbeaaerte  Auflage.  Mit  485  In 
dea Text aufgenemmenen  Holaeehnltten.  Brünn.  C. Win- 
ter. 1864.  9». 

Die  fünfte  Auflage  dieses  Elementar- Lehrbuchs  der  Physik 
und  sein  Verhältniss  zu  dem  grosseren  empfehlcnswerthen  phy- 
sikalischen Lehrbuche  des  Herrn  VTs.  sind  den  Lesern  aus  dem 
Litcrar.  Bcr.  Nr.  Cf/X.  S.O.  bekannt.  Die  Wrhrssrnuigen  in 
dieser  sechsten  Attfla^^e  waren  vorzüglich  nut  die  Krnoiiorung  der 
meisten  Figuren  mul  aiit  die  grösstmögliche  Deiitlirlikeit  im  Bei- 
bringen der  Gnindlohren  gerichtet,  Die  Zeichnungen  sind  alle  nach 
den  Apparaten  des  physikalischen  K»ibinets  der  l.ehransfnit,  an 
welcher  der  Herr  Verf.  als  Lehrer  u irkt,  aufgenoiiiinen,  und  liefern 
iMtrdurch  zugleich  den  Beweis  vnn  der  [»ro-ssen  l%cichhaltigkeit 
und  /\vc<  knirissigkeit  dieses  Kabinets  und  von  der  —  übrigens 
iSfuzst  s(  lion  bekannten  —  Sorgfalt  und  J^iebe,  mit  ^reicher  der 
physikalische  Unterricht  auf  den  Schulen  in  Oesterreich  ue- 
pflegt  wird.  Die  dargestellten  Apparate  sind  fast  säninitlich 
von  dem  geschickten  Mechaniker  Herrn  Mauck  in  Wien  ge* 
fertigt. 


Vermischie  Schriften* 

litornale  di  i\Ia  teniatieh  o  ad  uso  degli  studenti 
d  e  i  i  c  u  11  i  V  o  I  >  i  t , I  i  f  a  I  i  LI  II  e  ,  1 1  u  1 1  b  I  i  c  a  t  o  per  c  U r  a  d  e i  P r  O • 
fessori  bait  i-lini,  \.  Janni  e  N.  Trudi  etc.  (S,  Liter. 
Ber.  Nr.  CLXiV.  t>.  Iti). 
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Aaoo  1.  ^Novembre  1869^  Note  snlla  dipendffoia  doplo- 
anariDoolco«  per  G.  Battaglini  p.  3*21.  —  Sopra  talane  proprieta 
delle  soluzioDi  intere  e  positive  deli'  eqaacione,  aota  per  E.  Fer. 
gola.  p.  328.  —  Nota  sulle  curve  di  terzo  grado  per  N.  Salvatore 
Dino,  discepolo  del  professore  Sannia.  p«334.  —  Sul  criterio 
(legli  cqaiiiiol(tplici  adeperato  dagli  antichi  geometri  nella  teorica 
delle  proporaiooi,  nota  per  N.  Trudi.  p.337. —  Teorenia  l^.p.339. — 
Teorema  2^.  p.  340«  Teorica  de  contravarianti,  dei  coTariant'i, 
e  degll  iavariantl  per  G.  Janni  (CeotiDoaiione  vedi  p*  253.) 
p.  340.  —  Sul  nioroento  di  ona  forza  presa  rispetto  ad  an  aas« 
per  V.  Jaaiiu .  (CoatiouaiioDe  vedi  p.  282.)  p.351. 

» 

Anool. —  Dicembra  1863*  Eatensinne  allo  apaaio  di  tre 
dimenaiotti  dei  teorami  relativ!  alle  cooiche  di  nove  panti  per 
Eugenio  Beltrami.  (CouHnoaz.  p.  208.)  p.  354.  ^  Area 
di  un  aegmeoto  di  eealone  conicaf  per  L.  Cremona.  p.  360.  — 
Nota  anl  parallelograromo  delle  forze,  per  G.  Battaglini.  p.365.— 
Intorno  alle  condiaioni  di  equitibrlo  di  uii  8i8tenia  di  forma  invaria» 
bile.  Per  G.  Battaglini  p.  367.  —  Solusioni  delle  qnestioni  13^ 
19,  20»  21.22«  23i2^  25.  Per  G.  Battaglini.  p.36tt.—  ludice. 

So  haben  also  jetzt  die  verdienstvollen  Herren  Herausgeber 
dieses  trefflichen,  von  uns  in  frQliereo  literarischen  Berichten  schon 
nielirfach  zu  sorgiältigster  Beaebtvng  empfohlenen  Journals«  darcfa 
welches  das  matbematiaebeStadiaiii  bei  der  kriftigen  UDleratitmog, 
welche  demeelben  dnrch  die  erleochtete  K5alglieb  itafieDiaebe 
Regierung  flberall  au  Tbefl  vrlrd»  gewiaa  weaentllch  gefördert 
werden  wird,  die  Freade  der  VoUenduDg  dea  ersten  Jahrgange 
dleeea  aiwgeielcbneten  wiaaenaebalUiciien  Untemebmena,  woso 
w|r  ibnen  aofrichtigst  GMck,  und  dem  Jonrnal  aelbet  ungehiftderten 
Forlgang  und  Immer  grOeaeren  Aufecbirung  wOncben. 

Gronert 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  conipilati  da  E.  Betti  a  Pisa. 
F.  Brio.schi  a  Pavia*),  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Küuia.  40  (S.  Literar.  Her.  Nr.  CLXIV.  S  IS  wo, 
wie  wir  beiläufig  bemerken,  statt  „di  Barnaba  Tortolini" 
7.U  setzen  ist;  „d»  Barnaba  Tortolini.) 


•)  Jelst  in  Mailsml. 
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Tom  V.  Nr.  3.  Dei  momenti  d  inerzia,  e  di  elasticit^  delle 
^>e/ioni.  Del  Dor.  I) om  eni (  o  C i p uletti.  p.  113.  —  Btvlvt* 
bililiosTapblc».  —  iVlanuscrit  931  du  Supplement  arabe  de  la 

2 

Biblinth^quc  itnpfrlale  de  Pari«.  Par  M.  Woepcke.  p.  147,  — 
Kiyopra  alruoe  runnofe  iicl  calcolo  delle  differeoze  fiuite.  Articolo 
del  Prüf.  B.  TortoJini.  p.  181. 

Tora.  V.  Nr.  4.  IVl^moirc  sur  l'integration  sous  forme  finie 
de  requatioti  dilTerentieiie  lioeuire  du  sccond  ordre.  Par  le  P. 
Pepin.  p.  1S3.  -  Lettera  del  Sig.  W.  Roberts  all  Lditore. 
p.  225.  —  Sulla  Projezione  Iperboltca  di  u»a  Cubica  Gobba.  Nota 
del  Profesaore  L.  Crcmona.  p.  227.  ~  Pubblicazioni  Recenti 
p.  231. 

Tom.  V.  Nr.  5.  Sulla  Risolvetitc  r!i  Matfatti  per  le  equazioni 
del  Quioto  grado.  Memoria  del  Prof.  Brie  ach  I.  p.  233.  — 
lotorno  ad  un  problenia  di  Meccanica  applicata.  Memori«  del 
Detter  D.  Clpeletti.  p.  231.  -  RiTlete  bibUo^raplücA.  - 
Lea  Signes  oum^raux  et  rarithroötiqee  chez  les  peuples  de 
rantiquit«^  et  du  raoyeo  -  äge.  Examen  de  Fouvrage  allemand 
intitulö:  Mathematische  Beitrfige  zum  Cuituriebcn  der 
Volker  von  Dr.  Moritz  Canter.  Halle.  1863.  in  8^  Par 
Tb.  Henri  Marlin,  p.  2$7. 

Nova  Acta  1\  o  c  j  a  e  S  o  c  i  e  { a  t  i  s  S  c  i  e  n  t  i  a  r  u  in  l  p  a  1  i  e  n  • 
si.s.  Seriei  tcrtiae  Vol.  IV.  Fasciculus  pueterior.  Up- 
saliae.  C.  A.  LefHer.  1863.  4**.  (M.  vergl.  Lite  rar.  Ber. 
ISr.  CLXl.  S.  13.) 

Der  IV.  Band.  Faae,  1.  dieaer  sehr  wichtigen  Societfita- 
Schriften  lai  in  der  vorher  genaonten  Nummer  des  Li terar.  Ber. 
angezeigt  worden.  Der  neueste  uns  vorliegende  (V ol.  IV.  Fase. II.) 
entb&lt  die  folgenden  hierher  gehörenden  Abhandlnogen:  Einige 
inathematiache  Aufafitze  von  R.  Ueppe,  Dr.  Pb.  und 
Privatdecent  in  Berlin.  1.  Relationen  zwiacben  den 
Coainaa  der  Richtungswinkel  einer  Geraden  gegen  be- 
liebig viele  regelmässig  liegende  Axen.  11.  Geber 
■pbfiriscbe  Curv  en  und  deren  Polaren, III.  Rol  I  ru  rven.-— 
Ausserdem  enthält  dieser  Hand  lüc  von  den  Herren  Nordlund 
and  Wackerbarth  augenscheinlich  mit  grusster  Vollständigkeit 
und  Sorgfalt  angestellten  und  bearbeiteten  meteorfdogischcn  Be- 
obachtunj^en  für  1860  unter  dem  besonderen  Titel:  Hesultats 
des  obaervationa  met<^oroiogiques  faitea  au  nouvel 
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Observatoire  d'Uptal  pcodaat  Taiiiide  1S60L  Latitode: 
(SliP.  5K  31,5^  Longitnd«:  k  l'eat  de  l'ObaerVatofre  de 
ParU  1*.       10*.  Upaal.  C.  A.  Leffler.   1883.  4«. 

8i  tz UD gs bor ic ii  te  de  r  kü  ni i^' I.  b ay  e ri 8 ch en  Akad e niie 
der  Wissenschaften  in  Mfiocbeo.  (Vgl.  LU«r«r.  ßer. 
Nr.  CLXIV.  S.  15.) 

1863L  II.  Heft  IV.  DfeM  Hefl  eathUt  keine  io  dto  Kreis 
des  Archivs  gebSrende  Aafsitie. 

1804,  I.  Heft  ].  Steinheil:  Oeher  einen  neuen  iSIor'nüan- 
kreis  seiner  Coiistrurtion  (mit  einer  Talel).  8.  1.  (Das  neue  In- 
strument ist  nitsführlich  bpsrhriehrn,  durch  eine  Zeichnung  erläutert, 
und  rücksichtlich  der  von  ihm  dargebotenen  Vortbeile  vollstindig 
cbsrakterisirt.) 

1864.  1.  Heft  II.  Steinbeil:  Der  Astrograpb.  Ein  Apparat 

zum  Zeichnen  des  dsrch  Pernruhre  betrachteten  Sternhimmels. 
S.  103.  (Ein  Instrument  dieser  Art  hat  Herr  Stein  heil  be- 
kanntlich schon  vor  mehr  als  30  Jahren  construirt  and  in  Sehn- 
mache r*s  Jahrbuch  1838  bescbrieben.  Wir  machen  auf  das 
neue  Instrument  sehr  aufmerksam,  weil  roitteist  desselben  nach 
den  Angaben  seines  berühmten  Erfinders  grap^t  sch  eine  grosse 
Genauigkeit  zu  erzielen  sein  musSy  selbst  eine  weit  grossere  Genauig- 
keit als  die  Sternaufnahmen  von  A  rgeland  er  durch  Beobachtung 
ergeben  haben.)  —  Jolly:  1)  Ueber  die  Ausdehnung  des  Wassers 
▼on  30«  C.  bis  iiJQ^  C.  8.  141.  —  2)  Ueber  eine  Federwage  so 
exacten  Wägungen.  S.  102. 

Sitzungsberichte  der  konigl.  buhmischen  Gesell- 
Hchaft  der  Wissenschaften  in  Prag*  (Vergl*  Literar. 
ber.  Nr.  CLX.  S.  11.) 

Jahrgang18()3.  Januar  — Juni.  S.  106— S.IIU.  HerrBobm 
theilt  einen  in  der  k.  Hof-  und  Stantshihliothek  in  München 
aufbewahrten,  bis  j^t^tnicht  veröflFentlichten  firief  Ty  cho  Brahe's 
vollstän^Ü!?  mit,  anl  don  er  von  Herrn  Oherhihllolhekar  Halm  in 
München  auffnerksam  ijemacht  wurde.  f)or  lirlof  't*fi  an  Tvrho's 
Freund,  den  seiner  Zoit  Ijckaitnten  und  beriiliniten  Doctor  C  a  ni  e  -  i 
rariiis  in  Nürnberg,  gerichtet  und  enthält  manches  Interessante 
als  lUMtrag  zur  Charakteristik  des  unsterblichen  Mannes  and  der 
Sitten  der  damaligen  Zeit   Er  bat  die  Unterschrift: 

..Datae  Vrainburgi  die  21  Oetobris  anno  169a 
Tyebe  Brahe  manu  propria.** 
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Jahrg;ui[<  1,^63.  J  u  Ii  —  December.  S.  58  —  S.  59.  Herr 
Matzka  trug  eine  Prioritätsreclamation  des  Herrn  Prof.  Spitzer 
in  Wien  gegen  Herr»  Popper  vor,  betreffend  die  sebr  nner- 
kennungsu erthen  Erweiterungen,  welcbe  dio  \o\\  dem  Engländer 
Weddle  im  Jahre  1843  zuerst  veröffentlichte  Methode  der  Auf- 
lOsang  der  niimeriscben  Gleichungen  durch  Herrn  Prof.  Spitzer 
schon  im  Jahre  1851  erhalten  hat,  gegen  die  von  Herrn  Joseph 
Popper  in  den  A  b  h  ü  n d  I  ii  ngen  der  künigl.  böhm.  Gesell- 
schaft der  W  isse  Mb  c  h  a  It  c  n  11.  JJajid  der  V.  Folge,  erst 
im  Jahre  1861  veriiffentÜchten  „lieitriige  zu  Weddle  s  Me- 
tliüde  der  Auflösung  numerischer  Gleichungen."  —  S. 77 
bis  S.  82.  Herr  Gustav  Skrivan  theilt  einen  einfachen  Be- 
fieis  des  Gauss'schcn  Theorems  von  der  Convergenz 
der  uoeodlicben  Reihen  mit,  auf  den  wir  die  Leser  des  Ar- 
chivs aurroerksam  machen.  —  S. 82 — $.85.  Herr  Pierre  theilt 
•eine  intaressanten  Ergebnisse  einiger  UntersuchuDgen 
mit,  welche  er  Im  Laufe  des  Sommers  mit  AescuHn  und 
Frasin  unternonmeo  hat,  nebat  des  Fiuoreaceiiser- 
acheinaDgeo  bei*m  Parporin. 

Mittheilntigeii  der  natorferachendeik  GeaellachafI 
in  Bern.  (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CLVIL  S.  14.) 

Aus  dem  Jahre  1862.  Nr.  497  —  530.  —  L.  Schläfli:  Ele- 
mentare Bestimmung  der  Bescbleunitjtjuij  der  elliiiti.schen  Pla- 
netcnbeweguncj.  Nr.  505  —  508.  ö>.  65  —  82.  —  Pert\  :  Leber 
Mikroskopie  und  Teieskopie.  Nr.  505— 508.  S.  83  —  ^6  —  Nach- 
trag zu  t*rof.  Perty's  Aufsatz  über  Mikroskopie  und  Teieskopie. 
Nr.öll.  8.117—118.  —  K.  Tb.  Simler:  Hcitrfi-c  zur  Statistik 
der  WHrmeverbäitnisse  der  Luft  und  der  Geuasser  in  den  tichwei- 
zeralpen.  Nr.  5-20  — 5-21.  S.  lifö— 200.  —  H.  Wild:  Bericht  über 
die  meteorologiächen  Arbeiten  im  Kanton  Bern  im  Jahr  lb61. 
Nr.  524  — 527.  S. 217—237.  —  H.  Wild:  Resultate  der  meteoro- 
losiscben  Beobachtungen  vom  1.  December  1860  bis  30.  November 
IbOl.  Nr.524-527.  S.  237  — 242.  —  F.  Hermann:  üeber  Ver- 
besserungen  an  Waagen.  Nr.  528.  8.249  —  264. —  L.  Schläfli: 
Ueber  den  Gebrauch  des  Integrationsweges.  Nr.  529  —  53ä. 
ii.  257  -  268. 

Aus  dem  Jahre  1863.  Nr.  531— 552.  —  Lauterburg:  Ven 
den  Rechenmaschinen.  Nr.ö31>-S37.  S.20— 29.  —  R.  Tb.  Simler: 
£io  Hand-  und  Reiaeapectroscop.  Nr.  538  —  542.  S.  62—70.  — 
P  crtv:  Ueber  Conservation  mikroskopischer  Organismen.  Nr.  538 
—542.  8.94  —  97.  —  Wild:  Nachrichten  ron  der  Slemwarte  in 
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Ben  ans  den  Jfthm  1861—63.  Nr.  545«  S.  99  -  lia  ^ 
Willi:  Bericht  def  meteorelogieeben  Centralvtation  in  Bern  vom 
Jahre  16fö.  Nr.Ö46-*647.  S.  119-*ld2. 


Di©  k.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  hat  vom  An- 
fange dieses  Jahres  an  die  Einrichtuti;;  j^etroffen,  dass  kurze  Be- 
richte über  ihre  Sitzungen»  unmittelbar  nachdem  die  selben 
stattgefunden,  in  einzelnen  Bogen  unter  Kreuzband  durch  die 
Post  versandt  werdeo.  Auf  diese  Art  iverden  die  Arbeiten  der 
Akademie  io  der  Ifarseaten  Zeit  allen  sich  dafür  lotereasirenden 
bekannt,  waa  oft  ron  groaaer  Wichtigkeit  aefai  kann  nnd  In  jeder 
Beaiehung  nachahmnngawerth  iat,  aneh  in  der  erlrenlleliaten  und 
rOhmiicheten  Weise  von  Neuem  Zengnlsa  ablegt,  wie  sehr  wnd 
wie  eifrig  die  k.  Akademie  der  W.  bemfiht  Ist,  ihre  Arbelten  ao 
achneli  als  mDglich  snm  Gemeingnt  des  trissensebaftlichen  Pnhtl- 
kmns  an  machen,  wss  dankbarliehst  anerkannt  werden  mnas.  Bis 
jetat  (Milte  Mai  1864)  sind  uns  mit  grSsster  RegelmKssigkeit  und 
Sehnelligkeit  p^'o  1864  Berichte  flher  12  Sitsungen  in  eben  so  via» 
len  Nummern  zugegangen,  von  denen  die  letste  Aber  die  SItanng 
vom  28.  April  1864  referirt 


Die  Amicipo  rincr  prössercn  Anxalii  von  lliften  Ae»  Mon  iity  Vie- 
ri <lit^  der  kunigl.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Berlin 
hat  \4egen  etwoa  ▼erspftCeler  SeaeoiaBg  der  Heft«  an  oaa  bia  jetsi 
nicht  gegeben  werde«  kooneD,  nnd  liaba  aeoh  leider  in  dieaer  Nummer 
nicht  mahr  Plate  flnde»^  wird  aber- In  der  nidiaten  Nummer  beatlmmt 
•racheinro* 


Im  Begriff  diese  Nummer  in  sehlleasen»  geht  mir  noch  fol- 
gende mich  sehr  betrübende  Nachricht  au,  die  daher  nur  noch  hier 
am  Schlnaa  Plats  finden  kann: 

In  der  eisten  Hüfte  dea  Mira  1864  atarb  in  Regensburg 

Profmor  von  Setartgeri 

eines  der  ältesten  Mitglieder  der  köritj^i.  bayerischen  Akademie 
der  Wissenschaften.  Es  wird  recht  sehr  um  Einsendung  eines 
Necrulog8  diesem  verdienten  Mathematikers,  Astronomen  und  Phv- 
sikers  gebeten,  der  auch  den  Herausgeber  des  Archivs  vieiiach 
mit  seiner  Freundschaft  beehrte.  G. 
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Literarischer  Bericht 

CliXVl. 


Am  1.  Juni  1864  ttBi  4^  Uhr  Nachmittags  «tarb  plötzlich,  im 
65ataii  Lebeoajahre, 

Joser  EntTi 

der  Philosophie  und  sSromtlicher  Rechte  Doctor,  k.  k.  jubil.  Pro- 
feaaor  der  Mathematik  an  der  Universität  in  Graz.  Da»  Archiv 
%'erdankt  ihm  einige  grossere  werthvolle  Arbeiten.    Die  zweite 

Abtheiluni:  s<™mer  letzten  Arbeit  (Iber  die  harmonischen  Reihen 
(8.  ThI.  WA.  !Nr.  XXVIFl.)  irird  in  einem  der  nächsten  Hefte  cr- 
srli einen.  Kni  .iiislühriicher  rSecrofni]^  Ist  uns  für  eine  der  näch- 
sten Nummern  dp««  f /«tcrart^rfion  i>orichta  gütigst  sugcsagt  wor« 
dcD  aod  wird  unzweifelhaft  erscheinen. 


Mathematisches  uuU  physikalisches  Lnlerrichts- 

wesea* 

Achter  Jahresbericht  über  die  Wiener  Kommanal- 
Oberrealacbole  auf  der  Wieden.  Veröffentlicht  am 
Schiaase  den  Sehttljahra  1803^  Wien.  Selbetrerlag  der 
Realaebale.  1863.  A^. 

Wir  glauben  unsere  Leser  auf  dieses  Programm  aus  doppel- 
ter Rücksicht  aufmerksam  machen  zu  müssen.  —  Die  erste  Ahtheilang 
(S.  1.-8.50.)  desselben  hat  den  Titel:  Di©  Unterrichts-  und 
Kr  7.  i  e  h  u  n  t»  8  g  et?  0  n  t  ä  n  d©  auf  der  Lern  dotier  Weltnns- 
Ktfflung  im  .lahre  IS69.  Von  Dr  V  T(  iri(  Ii  Der  Herr 
Verlasser  wurde  im  vnriqen  Jahre  mit  C  nteriütützung  der 
Gross* Kommane  Wiens  zum  Beanche  der  Industrie 'Ausstel- 

Tbl.  XUL  Hrut.  % 
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long  nach  Londoo  geschickt,  mn  die  dort  amgeeteltteii  Unttf^ 
richt8inittel  in  AugenscheiD  zu  aehoieD.  Dae  Torliegeode  Progranm 
enthält  den  «ehr  ioteieeaante«  und  eliigAeiiden  Bet lebt  Über  dieM 
Reiee  onter  folgenden  Rubriken:  I.  Attgemefne  BetfaeUnngeo« 
IL  Allgemeine  Karakterietik  der  Schoianaalellungen  der  verneble» 
denen  Knilurstaalen  (Oesterreich«  Gressbrltennien  und  Irinnd»  Frank- 
reich«  Belgien,  die  deutscliett  Zoll?ereinsstaaten,  Schweis,  Rase- 
land, Dinemark,  Holhind,  Schweden,  Norwegen,  Italien,  die 
englischen  Kolobieen  nnd  Amerika).  III*  Die  bemerkenswertbeo 
<jlegenstände  In  der  Londoner  Sebuiausstelinng  nteh  den  elnnlneQ 
Lkndern  und  Fiebern  geordnet.   (Wir  beben  liier  nur  ans:  die 
Unterricbtsnittei  fflr  den  Recbennnterricht,  für  die  Arithmetik, 
für  Geographie,  Natargescbicbte*  Physik,  Chemie,  Technologie, 
Geometrie  nnd  lineares  Zeichnen).  Alle  Lehrer  der  realen  Cntor- 
ricbtsftcber  mOssen  anf  diesen  Tielfacb  interessanten  nnd  lehr* 
Mieben  Bericht  anfmerksam  gemacht  werden.  —  l>ie  swelte  Ab* 
tbeilung  (Swl.— 8.96.)  bat  den  Titel:  Co  her  einige  nenere 
nknstische  Gegenstände.     Von  Dr.  Fr.  Josef  Pisko. 
In  lehrreicher  Weise  beschreibt  Herr  Pisko  die  akustischen  Ap|Mi^ 
rate  von  R.  ICO n ig  (Nacbfolger  von  Marloye)  in  Pari»,  die  er 
auf  der  Londoner  Industrie- Ausstelinng  an  sehen  Gelegenheit  hatte, 
nnd  erläutert  seine  Beschreibungen  durch  gut  ausgeführte  Tfoia« 
schnitte.   Die  beschriebenen  Apparate  gehören  an:  1.  der  Ton- 
schreibeknnst  oder  Fono-  und  Vibrografie;  II.  der  Anwendung  der 
Optik  in  der  Akn<;fik;  III.  den  Saiten  und  Stäben;  IV.  der  Lull 
als  tonenden  Körper  (Pfeifen).   Die  Anzahl  der  beschriebenen  und 
abgebildeten  Apparate  ist  zwölf.   Ueber  die  meisten  spricht  Uenr 
Pisko  sein  Urtbeil  aus,  giebt  Andeutungen  aber  Einrichtung  und 
Gebrauch,  Geschichte  der  Erfindung  u.  s.  w.    Wir  halten  diese 
Abhandlung  für  einen  recht  fluten  Beitrag  zur  praktischen  Akustik 
und  zum  Ünterrtphte  in  der  Akustik  überhaupt,  verweisen 'des- 
halb auch  alle  Ijehrer  der  Physik  auf  dieselbe  und  empfehlen  sie 
ihnen  zur  sorglaltigen  Beachtung,   da  sie  scbwerlicb  atuierv^ärta 
eine  so  vollständige  Darstellung  dieser  Apparate  Inden  werden. 


Arithmetik. 

fitementi  di  Algebra  per  R.  Rnbini«  Secenda  edl* 
stone  accresciuta  e  nigtiorata.  Napoli.  Tipografia  di 
AcbÜle  Mereili.  St r ada  S.  Sebastiane  n.  51  p.p.  1864.9». 

in  dem  Literarischen  Berichte  Nr.  CLXII.  S.  4.  hatten  wir  das 
Vergnügen«  den  hücbst  verdienotlicbcn  »»Complenientoaglifile- 
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menti  d  Algebra"  desselben  Herrn  Verfassers  anzuzeigen.  Die 
,,Elernenti  di  Algebra"  liegen  ans  jetzt  in  einer  so  eben  er- 
«cbieneoen,  vermehrten  und  verbesserten  zweiten  Auflage  vor. 
Die  erste  AuHage  ist  uns  unbekannt  geblieben  und  wir  kSnnen 
«lahOT  iiief  das  Verhfilfni«*  beider  AuflageB  tu  einander  nlebt  be- 
richten. Was  aber  die  sw  eite  Auflage  betrifl ,  so  haben  wir  nun  aehr 
gefreuet,  in  deraelben  ein  sehr  ▼ollelind iges,  sehr  detttfteben  und 
flberall  in  atreng  wiesenschartllcher  l>arat«llung  verfaaatea,  alcb 
In  mehreren  Beslebongen  vor  anderen  Bichern  dieser  Art  ana- 
aeiehnendea  Lehrbnch  der  elementaren  Algehra  oder  allgemeinen 
Arithmetik  aniulrcffen,  welches  wir  auch  deutschen  Lesern  recht 
•ehr  XU  aorgftltigster  Beachtung  empfehlen,  Daeeelbe  epthftit 
nattirlich  annichst  die  aimmtlichen  gewShnlichen  Lehren  der 
elementaren  Algebra,  wie  nie  sich  auch  In  unseren  deutachen 
Lehrbtfchem  finden«  fiberall  durch  aweekmi^sige  Beispiele  erlXu- 
terf.  Ausser  dienen  Lehren  enthfilt  das  vorliegende  Lehrbuch 
aber  noch  vieles  Andere»  was  sieb  in  unaeren  deufaehen  Lehr- 
hficbem,  wenigatena  melatena,  noch  nicht  findet,  hanptaichlich 
wohl  deahalh,  weil  dieae  Bieber  vorsngawaiae  aia  Lehrbicher  f3r 
Scholen  verCMat  werden,  und  man  deutachen  Schfilern  —  die 
freilicb  varfa  et  mnlta  im  reichlichsten  Maasse  zu  lernen  haben  — 
die  £rlemang  solcher  feineren  algebraischen  Lehren  wohl  noch 
nicht  anmutben  zu  dirfen  glaubt,  und,  aua  dem  angegebenen 
Grwnde»  nach  unserer  Meinung  allerdtaga  auch  nicht  darf,  we- 
erstens  nicht  unbedingt.  Zu  diesen  feineren  algebraischen  Leh* 
ren»  welche  «lie  Lehrer  der  Mathematik  in  sehr  schöner,  gans 
elementarer  und  lUr  Schüler  höherer  Lehranstalten  vuUig  geeig- 
neter Weise  in  dem  vorliegenden  ausgezetchDeten  Buche  entwickelt 
finden,  rechnen  wir  die  folgenden:  Die  Lehre  von  den  Un> 
gleiehhoitea  oder  Ungleichungen  (lier/tnne  XIII.  Delle 
inegoafjlianze.  Wer  weiss,  wie  h^ufii,'  sirh  AnOinger  hc\  f^er 
Beurtheilung  solcher  Fälle,  wenn  sie  namentlich  mit  negativen 
lariifiKen  in  Conflict  komnu'n  ,  irren.  \\\n\  gewi»«*^  erkfnoen,  \*ie 
Bothwendig  es  ist.  da^s  die  Lclir^^  vnn  den  rn^leiehüniiea  in  ihren 
ersten  Elementen  immer  mehr  Anlnalimp  in  die  elernoufare  Alge- 
bm  finrli»).  —  Re«;rlff  und  elementare  Hauptsatze  vnn  den 
(ir:in7;en.  (  L  e  zioue' XI V.  e  XV.  Quant  itä  varialjilp  e 
quantita  eontante-  Ijinritp.  (^ttantltä  finite,  lnfitiite- 
aime  e  finito.     Solir  \  rrHieni*llicli  ist  da^s   d^  r  Herr  \ vx- 

fasser  der  ,,l»rÄuxt'"  dir  ja  dfr  (urlvv  iJiM'iidr  Heßleiter  des 
Mathematiker»«  in  srim-m  Li.in/i'fi  u  jssc  nsi  haf'Iichen  Lehen.  Ifci  fast 
allen  seinen  L  ntersm  hungoT^  und  Arbeiten  is>t,  hier  schon  in  den 
erMen  Elementen  eine  besondere,  eingehendere  Betrachtung  gewid- 
met hat,  wai»  wir  aehr  xnr  iNacbahiuung  empfehleo).  —  Vielen 
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für  die  EtemenU  WIebtige  aas  der  hOhereo Zftlileiilebfe 
in  sehr  KweckiiiSasiger  Darstellung.  (Leslooe  XVL  Rap* 
presentasiane  algebriea  de*  aumeri.  Propriet^  cbe  ee 
ne  dedocono.  — '  Lea.  XVIf.  Diviaibilitik  dl  alenne  par« 
ticolari  forine  di  numeri.  —  Lex.  XV11I.  Dl  alcone  pro* 
prietä  delle  potense  e  radici  de*  ouineri.  —  Lea.  XiX» 
Preblenii  diversi  au  i  numeri.  —  Lea.  XX.  Propriet4 
del  reaidui»  e  lere  appiicaaione  a  talune  regole  d*Arit* 
nietica.}  —  Eine  eingebende  Darateliung  der  In  alieo 
Beaiebungen  ao  ungemein  wicbtigen  Lebre  ven  de« 
MittelgrSasen.  (Lea.  XXXViL)  —  Eine  eebr  vollstio* 
dtge  Tbeorie  der  Ketlenbrflcbe  mit  Anwendungen  auf 
die  unbestimmte  Analytilc,  aueb  mit  Rflcksicbt  auf 
Formen  des  sweiten  Grades.  (Lea.  XL.*— XLIL)  —  Auf 
S.  278.  in  der  Lebre  von  den  Logaritbmen  sagt  der  Herr  Verfae- 
ser:  >,€rediamo  necessario  aggiungere  pocbe  parole  sul  modo  dl 
calcolare  con  una  sola  lettora  nelle  Tavole  tl  logaritmo  della 
somma  o  della  differeoza  di  due  numeri,  dati  per  metso  de'  loro 
logaritnii"  und  giebt  Iiier  eine  zwar  Icorze,  aber  »ehr  deutliche  Er- 
I8uterung  der  Gauss'schcn  Tafeln  und  ihres  Gebrauchs,  mit  be- 
sonderer Hinweisung  auf  die  auch  von  uns  schon  mehrfach  drin» 
gend  empfohlenen  ßinfstelligen  Logarithmentafeln  Ton  Houel,  von 
denen»  wie  wir  zu  unserer  Freude  deutschen  Le.sern  mittheileu 
Icrmnen,  i»ei  der»  wie  sich  bei  der  Trelfiichiceit  des  Buchs  vor- 
aussehen Hess,  sehr  bald  nöthig  gewordenen  sweiten  Auflage 
auch  eine  Ausgabe  mit  deutsch  geschriebener  Einleitung  er- 
scheint,  wodurch  gewiss  diesen  ausgezeichneten  Tafeln  ancb  in 
Deutschland  bald  allgemeiner  Eingang  verschafft  werden  wird, 
was  wenigstens  sehr  zu  wünschen  ist.  —  Das  letzte  Kapitel  han- 
delt: Dei  determinanti,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  Elimi- 
nation aus  Gleichungen  Hes  ersten  Grades  mit  mehreren  Unbe- 
kannten, und  enthält,  als  eine  \vahre  Bereicherung  der  Elemente, 
in  einfacher  Durtiteilung  alh*  flfPfenifren  Sfitze  von  den  Determi- 
nanten, welche  sieh  nach  unserer  iMeitiun^^  irgend  in  für  Kiemente 
der  Algebra  aufnehmen  lassen,  weshalh  wir  uns  eiitschlossen  hahrn, 
dieses  Kapitel  unseren  deutschen  Lesern  so  bald  als  möglich  in 
einem  der  nSchsteo  Hefte  des  Archivs  in  deutscher  Uebersetzang 
niitznthellon. 

Wir  hofton,  dass  hieraus  genugsaia  erhellen  wird,  wie  sehr 
das  vorliegende  elementare  algebraische  Lehrbuch  verdient,  allen 
Lehrern  der  Mathematik  dringend  empfohlen  zu  werden,  und  wie 
denflich  dasselbe  den  Beweis  liefert,  dass  auf  den  italieni* 
scheu  Unterrichtsanstal  f  f  n  dor  mathematische  Unter- 
richt wahrlich  auf  keiner  niedrigen  5tufe  stehen  kann. 


Digitized  by  Google 


Ulerarischer  Bericht  CLXVL 


5 


wi«  dies  aach  von  vorn  herein  zu  erwarten  war,  hei  dem  grossen 
Interesse«  das  in  jenem  cla^sischen  Lande  zu  allen  Zeiten  dcji 
mathematiafcbeii  und  naturfiisseosdiaftUchcn  Stuiiien  zugewandt 
worden  i«t 

ISI  e  m  o i r e  s  u r  u  n  o  in e t  h  o H  e  p o u r  <1  u  i  r  e  quelques 
integrales  deliuien,  en  partie  trps  2;eneraJes,  prises 
entre  des  limites  ü  et  oo  et  eontcriant  des  fo  n  c  t  n  s 
circulaires  directes.  Par  0.  iiierens  de  Haan.  IMtMiioire 
publik  par  ia  Societe  Holla ndaiitc  des  sciences  a  Har- 
leni.   Harleni.    Les  Heritiers  Loosjes.    Ibti'i.   4^.  p. 

Alle  Leser  des  Archivs  %vissen  aus  anseren  früheren  litera- 
rischen ßcrichten,  wie  sehr  Herr  Bierens  de  Haan,  jetzt  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  der  Universität  in  Leiden,  sich  durch 
seine  grossen  Tafeln  der  bestimmten  Integrale  und  andere  Arbei- 
ten über  diese  Integrale  um  die  Wissenschaft  verdient  {gemacht 
hat.  In  der  vorliegenden  grossen,  durch  die  holländische  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  in  Harlem  in  verdienstlichster  WVmsg 
publicirtfn  Abhandlung  hat  Herr  B.  de  H.  eine  grusle  Anzahl, 
pros^fentheib  bis  jetzt  txicb  nicbt  boliandelfer ,  /wischen  den 
Cran/rn  0  und  od  genonim mer ,  tlit  üs  eiiifaclicT  ,  theils  doppelter 
Intt'L'rale  nach  eigenthündiclien  iMethodeti  ent\\ickelt,  über  deren 
Natur  im  Allgemeinen  wir  nni  Rpsfrn  den  Flerrn  Verfas.'^er  selbst 
sprechen  lassen.  Na»  lideni  er  fier*  orLtehidjcii ,  das«  es  überhaupt 
keine  allgerneineji  Methoden  zur  Entwickelung  oder  Auswerthung 
bestimmter  Integrale  L'i  be,  und  dadurch  apeciellen  Methoden  ihren 
wohlbegrundcten  und  sieb  \ou  selbst  verstehenden  LTossen  \\  er(h 
vindicirt  hat,  fährt  er  fulgenderutaassen  fort:  MLorsqu'on  empluic 
des  series  pour  i'evaluation  d'une  int^^gi'ale  definie,  le  resultat  peut 
sc  [irösenter  comme  une  serio  do  quantites  ronstantes  ou  comme 
une  s^rie  d'intfgrales  deiinics.  i^uand  le8  valenrs  de  ces  der- 
nieres  sont  inconuues,  on  se  tronvo  conduit  a  unn  de  ces  rela- 
tions,  dont  il  a  öte  queslicni  plus  liaut*);  niais  quand  Ia  valeur 
en  est  counue,  on  se  trouve  ramene  apres  leur  evaluation  a  une 
nouvellii  Serie.  Or,  ces  series  —  les  dernieres  tout  comme  Cel- 
les quc  uous  obtonions  d'abord,  —  pcuvent  quelquefois  etre 
reduitcs  a  uiie  teile  lornie,  et  alor»  il  n'y  a  que  Ia  r^duction 
d  une  integrale  däfinie  h  une  s<^rie.  Le  preniicr  de  ces  cas  admet 
qaelquefois  une  Solution  bien  simple,  lorsque  Ia  serie  est  de  na- 

*)  Weiter  iibcn  ^B^i  der  Herr  Verfasser  :  „Maintefois  Is  travail" 
(die  JicRrbfilung  eines  be«t.  Integr,  diinh  llcihen)  ,,iie  nons  ramene  qii'a 
nae  aalre  fooclioo  auMi  iocoimu«  <|iic  l'integralc  rhcrrb^e.'* 
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tore  a  4tre  aommtfe  moyennant  ie  thäor^roe  de  Taylor;  et  c*«at 
4e  CB  cas-ci  <|tte  traitera  ee  Memoire."  —  On  y  trouvera 
en  premier  Üeii  divers  th^or^mes  g^n^raux,  qoi  par  leur  »pecia- 
lisation  donoeront  lieu  ensuite  4  des  evaluationa  d'int^raies  d^fi- 
Dies  nouvelJea,  dont  plusieurs  conportent  ellea-m^maa  «ne  g^n<^- 
ralite  assez  grande,  en  ce  qu'eilea  cootieDnent  un  nombre  arbitraire 
de  cerUioa  facteurs.  Celles*«,  aoit  par  des  ^quations  de  condi- 
tion  entre  tea  constantes,  seit  par  la  diff^rentiation  par  rapport 
4  quelque  constante  qui  se  trouve  daos  Tiiit^grale  definie»  doo- 
neroiit  lieu  enfin  daos  divers  cas  ä  des  resultats  bien  simples  et 
remarquables.  Enfio  iious  df^duirons  encore  des  resultats  obteous 
quelques  integrales  d^finies  douhles,  du  genre  des  fonctions  red- 
proques  d^  Cauchy.**  —  IVlittei.st  dieser  hier  durch  den  Herrn 
Verfasser  scih.st  etwas  nfiher  charukterislrffn  Methode  hat  der- 
selbe eine  crossf»  Mfnpe  henuM  krnsvverther  Integrale  entwickelt, 
und  wir  halten  daher  dieses  Werk  souohl  in  Rücksicht  auf  die 
angeivandte  Methode,  auch  rucksichtlich  der  durch  dieselbe 
gewonnenen  Resultate  für  einen  wichtigen  Beitrag  zur  Integral- 
rechnung, auf  den  wir  unsere  Leser  durch  diese,  hier  durrh  den 
Raum  nur  gestatteten,  wenigen  Bemerkungen  recht  sehr  aufnerk» 
sam  zu  machen  wönscbeo.  . 


Herr  Profeasor  Hoflel  in  Bordeaux  bat  mir  foigeade  Be- 
richtigungen an  der  Vega-Hfilase'aeben  Samnluog  matbemati- 
aeher  Tafeln  geaandt.  Grone rt 

„A  propos  de  ce  recueil*),  il  s'en  fait,  ä  ce  qu  il  paraft,  cn 

ce  moment  nne  nouvelle  Edition.  Je  saisis  Toccasion  pour  vous 
pricr  (]c  ^iLiialer  dans  votre  Journal  quelques  erreurs  que  j'ai 
tiücouvertes  dernierement. 


Page  576. 

Aa  lieu  de 

.  1.3.5.7 

9,43(>  6(553) 

9,4368(581), 

,  1.3....9 

9,391  1(10(5) 

9,391 10(K6), 

,  1.3....11 

9,353  31(19) 

9,353  31(^). 

,    1  •  3«*«*  13 

0^(0)  1273 

9,32(1)  1373, 

.    1 . 3....  23 
'^2.4...24 

9/207  311(9) 

9,207  311(8). 

Näailleh  dar  vorher  genannlan  Samnilung  Vega-Hiltsa.  O. 
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Fag«  839.  Au  lieu  de  Usee 

Log.2ir   0,79«! 7  98(734)  0,79817  98(684), 

Decad.  Erg.  desselb.  .  .  9,20182  01(266)  9,2018201(326), 
iiSnge  des  Stern  tag««  in 

mittl.  SonnenUgro  0.9972  69(6)7  0,9972  69(5)7. 

II  #8t  probiible  que  ee«  fantes  «ont  loio  d'itre  le«  seules  que 
contlenDent  ces  pagea.  AomI  ne  le«  indiqutf-je  que  poar  signa- 
ler le  besoio  d'une  r^Tision  de  eee  pertiee  de  cet  important  re- 
cueil«*  Je  ereie  «voir  d^^  indique  ane  laete  dune  la  l'*  ^d.  d«e 
table«  de  Zeeb.  page  802.,  argoment  0.19030.  Au  liea  de  (2)622, 
il  faet  lire  (3)622»  Je  oe  «ai«  «i  cette  correetieii  a  dtd  faite  dan« 
U  8«  ddition  % 

Les  faiites  que  j'indique  pour  la  pa?e  57^».,  et  qui  proviennent 
en  droite  licne  du  vieux  V  e  <j.  n  de  176^3^  existent  (aaaf  la  pre- 
müre)  dans  ia  6^  Edition  des  tables  de  Kubier. 

M''.  Schrdn  «'e«t-il  d^cid«^  k  ajouter  ä  ses  table«  an  tableae 
d'ene  demi  •  page  renfermant  le«  conatante«  dont  en  a  «i  «oereDt 
beeoiar)!** 


Geometrie. 

Nuove  ricercbe  di  geemetria  pura  «ulle  cubicbe 
gebbe  ed  in  ispecie  «ulla  paraboia  gobba;  per  L.  Cre> 
ninnrt.  (Memoria  letta  nella  sessione  26  novembre  1803 
ed  inserita  nel  tonio  III  («crie  2<>)  delle  Memerle  dell' 
Aecademia  delle  «cienae.   Bolegna.)  4^. 

Der  uro  die  neuere  Geometrie,  namentlich  am  die  rein  geer 
vetrSache  Tbeorie  der  Cerven,  «eben  «e  vielfach  verdiente  Herr 
Verlaaser  tbeiit  in  dieser  intere8«antea  Abbandinng  eine  Reihe- 
rein  geemetriacber  Unterancbungen  Uber  die  deppelt  gekrflmro- 
ten  Cnrven  der  dritten  Ordnaag  mit,  auf  welche  wir  eoaeie 
Leser  recbl  «ehr  aafmerfctam  machen.  Er  geht  dabei,  nen  eini* 
gen  Eigenacbaften  der  Kegelschnitte  an«,  die  entweder  bebannt 
oder  mittelst  der  in  der  trefflichen  „Introdusiene  ad  nna 
teeria  geemetrica  delle  earve  plane"  de«  Herrn  Verfae- 


*)  ÜiuHer  Fchier  ist  in  der  xwnitcu  Atiflitge  (ich  habe  den  beton- 
deren  Abdrudc  der  Zech' «eben  Taf«!,  Berlio  1S68,  vor  Augen) 
•ert.  Graaerl. 

**)  Herr  Pfi»f«  Schrön  wir4  dnreh  ein«  knria  toMige  Beaalvorlniig 
dieser  Frage  im  Archiv  mich  evbr  Tcrbindcs.  Grnaerl. 


Digitized  by  Google 


8 


Liter ariscUer  Bericht  CLXVI. 


sers  *)  enthaltenen  Grundlagen  leicht  zu  ticwei^äüd  sind,  wodurch 
er,  was  sehr  dankbar  anzuerkennen  igt,  —  indem  er  diese  Sätze 
der  Abhandlung  in  deutlicher  und  hestimmtef  Fassung  voraus- 
schickt, —  das  Verständnis»  dieser  letzteren  sehr  erleichtert» 
Aaszü'ge  gestatten,  wie  wir  «cbon  öfters  in  ähnlichen  Fällen 
merkt  haben,  solche  rein  geometrische  Arbeiten,  bei  denen,  nelir 
als  bei  fast  allen  flbrigen  mathematiseben  Cotersuchungen,  die 
Darsteliung  sieb  in  einer  fortwShrenden  strengen  systematiscbeo 
Folge  bewegt»  die  nirgends  eine  Unterbrechung  ertaubt,  nicht; 
die  Folgerungen  sind  im  Einseinen  «war  meistens  teicbt  nnif  leicht 
verstJindlicb  •  aber  der  systematische  Zusammenhi^ng  mass  vom 
Anfange  bis  sum  Ende  mit  der  gr5sst«n  Strenge  und  Conseqoens 
ohne  alle  Unterbreebung  festgehalten  werden»  wodurch  namentlich 
der  grosse  logische  Scharfsinn  der  Urheber  solcher  Untersuchon' 
gen  sich  kund  giebt.  Jedoch  auch  ohne  uns  auf  einselne  Mitthei- 
iungen  einlassen  sn  können,  dOrfen  wir  den  Lesern  eine  Reihe 
sehr  interessonter  Resultate  versprechen,  die  tbeilweise  bekannt**), 
tbeils  dem  eigenen  Scharfsinne  des  Herrn  Verfassers  su  verdan- 
ken sind.  Die  Schrift  beweist  suglelch  von  Neuem,  wie  eifrig 
das  Studium  der  neueren  Geometrie  in  Italien  betrieben  wird,  und 
wir  können'  nur  wfinschen,  noch  recht  oft  solchen  interessanten 
und  wichtigen  Arbeiten  des  von  uns  hochverehrten  Herrn  Verfas- 
sers auf  diesem  Gebiete  zu  begegnen. 


Trigonometrie. 

Tafel  der  wirklichen  Länge  der  Sions  niui  Cosinus 
für  den  Radius  lOOOOü  und  für  alle  Winkel  des  ersten 
Quadranten  von  10  zu  10  Secunden,  für  Markscheider, 
Geometer,  Eisenbahn-Ingenieure,  Mechaniker,  Astro* 


*>  Dana  ton  dicgeni  niis^czcichncten  Werke  ciue  dcuUchr  l/cber- 
•ctznii  ,'  in  der  \  erlnirshtirhhiiiulIiiMi;  dpa  Archiv«  rrsrheiq^,  ist  •choo 
luelirnisils  hciiiciKt  ut.uUti.  Der  Unitk  nähert  slrfi  j>l7t  stnrk  Heiner 
Vollendung^  diu  tUdurtli  <-inig^crniaiis('n  ^erzd^ert  vuifltu  iai,  da««  der 
Herr  Verftitcer  die  UebeneUun;^  luii  ciiM'r  grüHSf-rcn  Aiizühl  «ehr  wcrih- 
voller  Za«fitM  begleitet,  durch  weiche  dertclben  in  der  erfreollciisteo 
Weite  noch  ein  besonderer  «elbeUtindigcr  Wcrib  verliehen  werden  wird. 

^)  Der  Herr  Verfasaer  verweilt  eelbet  auf:  MoQvelleeAnnalee 
de  Math^niutiqiiee,  2««^rie.  T.I.  Pari«  1(N«.  p.  987.  —  Cha«- 
ie«:  Propriete«  de«  coarhe«  ä  double  eoorbnre  du  Iroielimo 
ordre  in  den  Compte«  rendus  de  IM  ced.  dee  seionce«.  10.  eoAt 
i85r.  -  CreUe  «  Joornsl  Bd.  68.  S.  ur. 
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iioni«ii  und  Matberoatiker,  insbesondere  fär  Uiejeni- 
^en,  welche  bei  trigonometriscben  Berechnungen  die 
Tbomas'scbe  Rech enmaechine  benutzen.  Herausi^cgc- 
beii  von  Dr.  August  Junge.  Professor  der  höheren  Ma- 
thematik und  Lehrer  der  praktischen  Markscheidekunst 
an  der  k.  Bergakademie  in  Freiberg.  Leipzig.  A.  Fe« 
lix.   1864.  4'>. 

Was  diese  Tafeln  eDtbalten  und  zu  welchem  Gebrauch  sie 
bestinmt  alnd,  tagt  der  aehr  auefllbrliche  Titel.  Vielleicht  mSgen 
«ie  au  dieaein  Gebrauch  auch  recht  zweekmUssig  sein.  Druck 
wid  Papier  «lad  sehr  gut.  Daee  sie  su  allgemeinerem  Ge- 
branch taoglich  sind  und  sich  dessen  erfreuen  werden»  lieswei* 
fein  wir  sehr.  Allerdings»  sind  wir  der  Meinung;«  und  haben  dies 
schon  Öfters  ausgesprochen,  dass  Tafeln  der  segenannlen  natür- 
lichen Linien  oder  Functionen  in  vielen  Fällen  besonders  bequem, 
namentlich  bequemer  als  die  logaritbmischen  Tafeln  sind.  Anch 
baben  wir  schon  Öfters  die  Herausgabe  solcher  Tafeln  in  recht 
sweckmässiger  F^rm  als  sehr  wfinschenswerth  beseichnet  Die 
Torliegenden  Tafeln  baben  aber  unseren  Wansehen  nicht  ent- 
sprechen.  Sellen  solche  Tafeln  wirklieb  brauchbar  sein»  se  mOs* 
aen  sie  alle  trigonometrischen  Functionen,  bauptsSchlicb  aber 
anch  die  Secanten  and  Cosecantea»,  enthalten,  da  letztere  dienen, 
weitläufige  Divisionen  mit  dem  Cosinus  und  SInua  in  einfachere 
und  leichtere  Multipticatienen  mit  der  Secante  und  der  Ceseeante 
SU  verwandeln.  Die  Schiffer  werden  selbst  die  Beifügung  der 
SlnnsversDS  und  Cosinusversas  wünschen.  Fünf  Decimalen  schei* 
nen  uns  vollständig  ausreichend  au  sein,  se  wie  das  blosse  Fort- 
acbreiten  durch  die  einzelnen  Minuten.  Eine  sehr  gate  Tafel 
dieser  Art,  fUr  sechs  Decimalen,  die  alle*  acht  Functionen 
liefert,  enthalten  die  Tafeln  von  Josepb  Hantscbl  (Wien  1833), 
aoch  die  Tafeln  von  Sherwin  (3.  edition.  London  1742),  letstere 
jedecb  ebne  die  Sinusversus  und  Cosinusversus.  Die  Tafeln  ven 
Hantschi  sollten  einmal,  auf  fönf  Decimalen  abgekürzt,  in  recht 
bequemem  Format,  mit  deutlichen  Ziffern  und  anf  recht  gntem 
weissen  Papier  wMer  abgedruckt  werden;  tettiurela  würde  einem 
BedCrffiisse  wirklich  abgeholfen  werden* 


Optik. 

Determinasione  dl  un  appareeehio  fotografieo  aero- 
matico  a  tutte  ie  distanae  dell*  oggetto  e  formato  coa 
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la  couibinazioiie  di  Ann  ienti  compcK^to,  ambetiue  di 
fuoco  positivo,  ovvero  una  di  fuoco  positivo  e  l'aitre 
di  fuoco  neiratlvo  o  Virtual«?.  Nota  del  Dott.  A.  Forti, 
Professor«  d'Algelira  e  T  ri  o  ri  o  ni  e  t  r  i  a  al  R.  Liceo  di 
Pisa.    Pisa,  'l'ipografia  Pieracciui.    1862.  8**. 

DiiDostrazione  della  aimilitodine  della  immagloe 
COD  l*oggetto  riprodotto  eonscrvata  anche  per  campi 
aasai  grandi  da  un  apparato  fotografico  d«terminato 
analiticaraeote  acromatico  a  tutte  le  distanze  delT  og- 
getto  e  preceduta  da  ceani  storici  della  teorica  delT 
acromatismo  degli  atronienti  oltici  del  Dott.  Angelo 
Forti»  Prof.  d*Algebra  e  Trigonometria  al  H.  Lic«o  di 
Pisa.  Pisa,  Tipografia  Pieraccini.  1863. 

Herr  Professor  Angalo  Forti  in  Pisa  hat  sich  neoerlich 
durch  mehrere  optische  Uotersuchungen  uod  Bmehaangen,  die 
sich  hauptsScblich  an  die  Ton  dem  herShmtea  Mossottt  io  sei* 
ner  „Nuova  teorla  degli  stromeoti  ottjci"  estviickclrett 
allgemeiiiea  Formeln  ansehliessen,  vortheilbaft  bekannt  gemacht, 
von  denen  In  dem  Archiv  noch  weiter  die  Rede  sein  wird.  Ftlr 
jetit  wollen  wir  ansere  Leser  nur  auf  die  obigen  Untersuefaungeo 
und  Berechnungen  Aber  einen  neuen  photographlscben  Apparat 
aufmerksam  machen,  der  uns  alle  Beachtung  su  verdienen  scheint. 
Dieser  Apparat  entspricht  den  Bedingungen  des  Achromatismna 
fQr  jede  Entfernung  des  Objects  nnd  giebt  ein  dem  Object  iba- 
iiches  Bild  selbst  noch  bei  einem  Gesichtsfelde  von  dO  Graden. 
Borr  Forti  bat  ausserdem  auch  cylindriscbe  Linsen  statt  der 
sphärischen  Torgescblagen,  namentlich  filr  alle  die  Ffille,  wo  es 
auf  ein  grosses  Qesichtsfeld  nicht  unbedingt  ankommt.  Die  bei« 
den  Fliehen  einer  Linse  milssten  senkrecht  uuf  einander  sein, 
damit  der  Brennpunkt  eines  Punktes  ein  Punkt  sei«  Alle  In  den 
obigen  Schriften  niedergelegten  Untersuchungen  scheinen  ans  mft 
TollstSndiger  Sacbkenntnlss  angestellt  und  die  numerischen  Rech- 
nungen mit  grosser  Sorgfalt  und  Genauigkeit  gelÜhrt  au  sein, 
weshalb  wir  nochmals  recht  sehr  auf  dieselben  aafmcrksam 
machen.  Freilich  ist  es  bekannt  genng,  dass  sich  über  den  Werth 
neu  angegebener  und  berechneter,  gewissermassen  theoretisch 
construirter  optischer  Apparate  immer  nur  erst  endgültig  vollstin* 
dig  urthoilen  iSsst,  vreno  dieselben  mit  grusster  Sorgfalt  wirklich 
praktisch  ausgeführt  norden  sind,  schon  deshalb,  um  beurtbei- 
len  ztt  können,  ob  die  Technik  auch  der  Theorie  mit  binrolcben* 
der  Genauigkeit  zu  folgen  im  Stande  ist.  Deshalb  —  und  well 
der  neue  photographischo  Apparat  des  Herrn  Forti  allerdings 
Reaehtung  sa  verdienen  scheint     Ist  es  sehr  erCreulfeh  mmä 
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ilefoft  fOD  Neoem  den  deutlichstell  Bewei«,  wie  Mkr  die  Regie- 
raog  des  neuen  Italien  bemühet  ist»  alle,  Empfehlaiig  verdieBeode 
irlssenschaftlicbe  Unternehmungen  krSTtigst  so  unteistfltseii  nnd 
zu  fördern  —  dass  der  k.  itafienische  Minister  des  Sffentlieben 
Unterrichts,  Herr  Amari»  die  Anfertigung  dieses  neuen  pboto* 
graphischen  Apparats  durch  Herrn  Bfertz  in  Mfincbeo  auf 
Staatskosten  befohlen  bat.  Wir  sehen  mit  Verlangen  und  gros- 
sem Interesse  weiteren  Mittheilungen  Ober  diesen  Gegenstand 
entgegen  und  hoffen  dann  die  aus  der  Prüfung  des  von  der  k. 
italleniscben  Regierang  anzufertigen  befohlenen  neuen  Instronients 
hervorgegangenen  Reeultate  unseren  Lesern  uberbaapt«  nament« 
lieh  aber  Mcb  den  optischen  Künstlern,  in  einem  besonderen, 
dieaesi  Gegenstände  gewidmeten  Anfsatae  mitibeilen  ae  können. 


Vermischie  Schriften.  . 

Monatsbericht  der  küiügl.  preui^sisch  cn  Akademie 
der  Wissenschaften  in  üerlin.  (Vergl.  Literar.  liericht 
Nr.  CLXI.  S.  15.) 

Juni  1863.  Hagen.  Ueber  die  Wirkung  des  Windes  auf 
trockenen  Sand.  S.  260—27*2. 

Jeli  1863.  Kammer:  Ueber  die  Fliehen  vierten  Grades, 
auf  welchen  Scbaaren  von  Kegelschnitten  liegen.  S.  324 — 336. 
(Ua{er  die  vntersochten  Flfteben  gehOrt  die  von  Cb.  Dnpin  mit 
dem  Namen  Cyclide  belegte  FlSche,  deren  Gleichung  in  die  Form 

4»«  ^(ajp-cik)«  +  6y  +  V{s*— aifc)»-^« 

gebracht  werden  kann;  ferner  Hit^  von  Steiner  vor  einer  tieilie 
von  Jahren  entdeckte  Fläche,  der  eifizii>en>  auf  weicher  unendlich 
viele  Schaaren  von  Kegeii^cbnitteu  liegen,  deren  Gleichung  iu  all- 
gemeinster Furui: 

ist,  wo  p,  9,  r,  «  beliebige  lineare  Functionen  der  (  oordinaten 
und  A,  B,  C,  D  beliebige  Constanten  sind.)  Leber  die  Erfin- 
dung dieser  Fläche  durch  ^Steiner  giebt  Herr  WeierstraBe»  in 
dem  folgenden  Aufsatze  (S.  337 — 33ö.)  weiteren  Aufschluss.  Auf 
beide  vorhergehende  Aufsfitze  machen  wir  die  Leser,  beson- 
ders interessant  für  hühere  Geometrie,  recht  sehr  aufmerksain. 
<—  Krone ck er:    Leber  die  klastien^abl  der  aus  Warsein  der 
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Einheit  gebildisteii  compleien  Zahlen.  S.  340—345«  —  Riesa: 
Ueber  den  Einllues  von  Metalihflilen  auf  die  Majinetisirung  dardi 
den  elektrischen  EntladnngKstrom.  S.  346—358. 

A  II  u st  1.S03.  Dove:  Ueber  Li/inperibation  L;Iekhzeilic'<*r  Wit- 
(eruii.:>erscheinui)gcn.  S.  373.  (Blosse  Anzeige  eines  gehaltenen 
Vortrags.)  —  Poggen d orff:  üeher  die  thermischen  Eigenschaf- 
ten elektrischer  Funken.  S.  379.  (Wie  vorher.)  —  Volk  mann: 
Ueber  identische  Netzhautstelien ;  niitgetbeilt  voii  Herrn  du  Boi«* 
Reymond.   S.  394~3U5. 

September  und  Oetober  1663.  Dove:  Geber  die  Ent- 
steh ang  eines  schvrstz  gliinsenden  KSrpers  aus  der  Combination 
fsrhlos  durchsichtiger  Korper.  S.  397—396.  —  Dove:  Ueber  ein 
vom  Mecbaniltus  Geissler  in  Berlin  constroirtes  neues  Mazknam- 
theroiometer.  S.  398—399.  —  Magnus:  Ueber  dte  Vcrdiehtimg 
von  Dämpfen  an  der  Oberiliche  fester  Körper.  S.  439.  (Blosse  An* 
zeige  eines  gehaltenen  Vortrags.) 

November  1863.  Ricss:  Ueber  die  Abicnkuiig  dtr  Magnet- 
nadel durch  die  Nebenstriime  der  Leydener  Batterie.  S.  48"2— 48t). 
—  l>o\<*:  Celier  den  Unterschied  der  auf  der  Palelte  des  I^Iai ers 
entstehruden  Misthf.uhen  und  der  aiil  dem  Farl>enkreisel  hervor- 
tretefMien.  vS.  490—502.  S.  544-551.  -  Poggend orfl":  Ueber 
den  E.xtraötrüiu  des  I iiductionsslroms.  S.  502  —  512.  —  Schrö- 
ter: Ueber  die  Steiner'sche  Fläche  vierten  Grades,  mitgetbeilt 
von  Hrn.  Kummer.  S.  5*20—538.  —  Kummer:  Ein  Gypsmodell 
der  Steiner'ticben  Fläche.    S.  539. 

Deceniber  1863.  EothUlt  in  den  Kreis  des  Archivs  geho* 
rende  AufsStse  nicht. 

Januar  18t34.  Heine:  Ueber  lineare  DiÜerential^leichungeo 
«weiter  Ordnung ,  so  wie  iibtr  die  Fxifltenz  und  Anzahl  derLam^- 
schen  Functiüfien  erster  Art,  mitgotheilt  von  Hrn.  Krön  eck  er. 
S.  13 — 22.  —  Dove:  Ueber  ein  neues  polarisirendes  Pri;*nia.  6.42. 

Februar  18^  Enthfilt  keine  in  den  Kreis  des  Archivs  ge- 
borende Aufsätxe. 

(Weitere  Hefte  des  „Monatsberichts"  sind  bis  jetzt  bei  uns 

nicht  eingegangen.) 
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Ferdlnaiid  v.  SelmSgar, 

ilessen  Tod  Im  Literar.  Ber.Nr.  CLXV.  S.  16.  (am  Ende)  vorläufig 
angezeigt  \Ton1en  ist,  war  geboren  zu  München  am  8.  Januar  1792 
und  starb  /u  Regensburg  um  4.  Mlirz  1864.  Er  uar  Professor 
der  Phy>iL  am  F^yrenm  zu  Regen sburi».  Es  folgt  ihm  das  I^ob 
eines  wolilnollcntleti ,  nuehternen ,  hesclieidenen  Charakters,  eines 
sorgDiltt^en  Lohrers  nach,  (ianz  besonders  thätii^  w.ir  er  auf  dem 
Gebiete  der  Witterungsknnde  nn»l  die  durch  ihn  beka?mt  gemach- 
ten vieljabrigcn  Bcobach(nngen  (von  1774  bis  1834)  haben  im  An- 
schlüsse an  die  von  Placidus  Heinrich  die  Meteorologie  von 
Regensburg  wesentlich  bereichert  Wtf  besitzen  von  ihm  eine 
Kosmographie  (1817,  zweite  Auflage  18'20),  Elemente  der  Astro- 
nomie und  Chronologie  (1830)  und  mehrere  kleinere  Schriften. 
(Sitzungsberichte  der  Kunigl.  Bayer.  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Mflnehen.  1804.  I.  Heft  III.  S.  196.). 


JUiii*»KoolL 

In  der  Nacht  vom  12.  auf  den  13.  Julius  1864  starb  der  oben 
iiennimte  ansgezeichnetc  Mathematiker  in  dem  Bade  Berg  bei 
^tutt<4art  an  einem  organischen  Leiden,  was  im  letzten  Winter 
»ich  entwickelt  hatte.    Er  war  im  Jahre  1821  in  Stuttgart  ge- 
boren, seit  1845  an  der  IJniversitäf  in  Tübingen  Lehrer  für  Mal he- 
malik  und  Astronomie,  seit  lsr>li  ordentlicher  Professor  uml  Direc- 
^  tor   der   Sternwarte.     Seine   ..Tafeln    der    Addilions-    u  ti  d 
*  Su  l)  t  ra  c  t  i  o  n  8  -  L  0  <;a  r  i  t  h  Ml  e  n   für  sieben  Stelle  i).  Zweite 
Auflage.  Berlin.  LS63.  '  sind  allen  Mathematikern  bekannt,  und 
(las  Archiv  verdankt  ihm  einige  Beiträge  im  16ten  Tbeile.  Das 
I  Vorstehende  ist  entlehnt  aus:   Allgemeine  Zeitung.  1864. 
Nr.  196.  S.  9211. 
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Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und 

Physik. 

Alroanacb  der  kaiserlichen  Al^atfeniie  der  WUaen* 
Uchaften  In  Wien.  Dreiaehnt'er  Jalirgang.  1863. 

Auf  die  WirliliLrkrit  dieses  Almanachs  irj  literarischer  und 
literarhistorisclier  Beziehung  ist  schon  mehrmals  hingewiesen  wor- 
den (di©  Än/eige  des  12.  Jahr£;ani?s.  1802.  8,  ro.  im  T/ilerar.  !?crl(  ht 
Nr.  CLVHI.  S.  3.),  und  aucd  <lpr  vorlieger»de  13.  Jahrs^anL'  «'ritbält 
wieder  mehrere  interessante  um!  wichti<ie  fieiträge.  Zuvorderst 
iieCert  der  Bericlit  des  General -Sekretärs  und  älekretärs  der  inatbe- 
matisch  -  naturwissenschafklitheri    Klasse,    des    Herrn  Professor 
Dr.  Schrötter,  ein  sehr  interessantes  und  errrenlhhcs  Bild  von 
der   tortuährenden  erfolgreichen  utmI    \^  eiicifcirenden  Thätigkeit 
dieser  Klasse.    Ausserdlm  enthäit  dieser  Jahrgang  zwei  sehr 
auf^lüfiriiclie  iNekrol«»gc  von  Carlini  und  Kreil*),  mit  sehr  werth- 
v'ollen,   ganz  vollständigen  Verzeichnissen  der  von  diesen  beiden 
trefflichen  Gelehrten  puhlicirten  Schriften.    Der  Necrolog  Kreil  s 
wird  dadurch  noch  interessanter  und  wichtiger,   wgW  er  zugleich 
eine  vollständige  Geschichte  der  Entstehung  und  Gründung  der 
grossartigen  k.  k.  Central •  Anstalt  ffir  Meteorologie  und 
Erdraagoetiamus  in  Wien  enthllt»  deren  erster  DIrector  be- 
kanntlich Kreil  irar»  nn^  deren  Verwaltung  jetzt  in  die  Binde 
des  ▼511%  sachkundigen  and  geschickten  Uerrn  Jelinek  über- 
gegangen ist   Das  Hauptverdienst  um  die  Grflndung  der  genasD- 
ten  wichtigen  Anstalt,  die  schon  so  Vieles  und  Grossarfigea  a»f 
dem  Felde  der  Meteorologie  und  des  Erdmagnetismus  geleistet 
hat,  hat  sich  natürlich  die  k.  Akademie  der  M^issenscbaßen  sdhst 
erworben»  insbesondere  die  Ton  derselben  am  18.  Januar  1849 
Dledergesetste^Commisslon«  hesübend  aus  den  Herren  Frelh.  von 
Baumgartner,  von  Ettingshansen,  Stampfer,  SehrStter, 
Ton  Kusisek,  Gintl,  zu  denen  anr  „Leitung  simmtlieber  anf 
die  meteorologischen  Beobachtungen  sich  hesiehenden  Gescbillo** 
spiter  noch  die  Herren  Koller  und  Dnpjiler  hlnavtrateo.  Dass 
es  Kreil  nicht  verg8nnt  gewesen  ist,  die  Bearbeitung  einer  Kli* 
matologie  des  Kaiserstaates,  als  der  Hauptaufgabe  seines  Lebens, 
sa  vollenden»  ist  jedenfalls  sehr  zu  beklagen;  jedoch  hat  in  der 
Sitzung  der   mathematisch- naturwissenschaftlichen  Klasse  vom 
]5.Maid.J.  Kreil  s  altbewährter  Freund,  Herr  Hofrath  Koller, 
das  nabean  vollendete  Manuscript  der  Klimatolegie  von  Bdhmen» 


*)  H.a*  den  Nekrolsg  von  Carlini  im  Lilenir.  Bcr.  Nr.  GEiIX«S*  1*, 
den  Nekiolog  von  Krell  Im  Litenir.  Ber.  Nr.  CLVIl.  S.  0» 
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mit  (leisen  VerhJfltnissen  sich  kr  ei!  so  gern  und  so  vollstämlii^ 
iiekannt  getiiac  ht  hatte,  vorgelegt,  so  dass  man  \\M  auf  eine 
haltlige  l'ublicatioo  flieses  wiclitigen  Werkes  huffen  (iarf.  Der 
Bericht  öher  Kreil's  Leben  «chlie^st  mit  den  Worten:  ,,Wa8  er 
TUT  Ehre  Ue&terreicl)»  in  cler  Wissenschaft  geleistet,  v\ir*i  niemals 
untergehen.  Kreil  wird  8tets  als  der  Begrönder  der  j>teiaati- 
sehen  Durchforschung  des  \  aterlandes  auf  dem  Gebiete  der  Mc- 
tcorolojjie  und  der  Lehre  vom  Erdmagnetismus  mit  Ehren  genannt 
u erden.  51üi;cn  «eine  Nachloliier  auf  der  von  ihm  eröffneten  Bahn 
rQstig  vonvartsschreiteui*  in  die  ^ur  von  ganzem  Herzen  einstimmen. 


Astronomie* 

ZeiUehrift  ffir  populäre  MUtbeilongen  au«  dein 
Gebiete  iler  Astronomie  ubiI  verwandter  WIeeenechaf- 
ten.  Heraufigegeb^a  von  Professor  Dr.  C.  A.  F.  Peter- 
0en>  Director  der  Sternwarte  io  Altona.  Band  11.  Heft 
3  and  4.  Altona  1803.  —  Band  III.  Heft  1.  Altona  1864.  9». 

Wir  Irenen  uns,  die  Fortsetzung  dieser  verdienstlichen  Zeit- 
srhrift  (m.  veigl.  F/itemr.  Ber.  Nr.  CXfJX.  S.  4.)  anzeigen  zu  kön- 
nen, und  \v{in*?ehen  ihr  auch  hei  den  jefzi^eri  veräntlerten  politij*eHen 
Verbältnissen  in  den  Landern  ihres  Lrscljeineiis  von  Herzen  einen 
ganz  ungestörten  Fortgang,  da  sie,  uic  wir  bei  unseren  früheren 
Anzeigen  schon  roehrfach  bemerkt  hahen,  uns  sehr  geeignet  scheint, 
zur  Verlireitung  astronomischer  kenntiusse  in  weiteren,  au<;b 
nicht  streng  wissenschaftlichen  Ikreise»  wesentlich  heisutragoo. 

Die  ▼orllegendeo  Hefte  enthalten  eine  aosführllche  Abiiand* 
long:  Einige  Zusaromenstellungen  als  Beitrag  zu  der 
Frage»  ob  ansser  flfercnr  und  Venua  in  dem  Räume 
swiscben  Sonne  und  Erde  noch  andere  .planetenartige 
Körper  ▼orhanden  sind.  Von  Herrn  Kriegiirath  C.  Haaoe 
in  Hannover.  Band  II.  S.  165.— S.  386.  Band  IIL  S.  1.-S.64. 
.  —  NatOrlich  mit  gans  besonderer  Rflcksicht  auf  die  bekannten  an« 
f  geblichen  Entdeckungen  des  Arztes  Edmund  l^escarbault  zu 
Orgdres  in  Frankreich  (Eurc-et-Loire)  enthält  diese  ausröhrlicbe 
\  Abhandlung  eine  sehr  verdienstliche  Zusammenstellung  aller  alte- 
t,  ren  und  neueren  Beoli.icbtongen,  ivsiche  sur  Beantwortung  der 
I  io  dem  Titel  der  Abhandlung  angegebenen  Frage  dienen  können, 
und  auf  welche  bei  der  Beantwortung  dieser  Frasc  zurficksogeben 
ist,  mit  Violen  Kehr  einsichtsvollen  kritischen  Bemerkungen  und 
'  Anefilibrungen  des  Herrn  Verfassers,  welche  bei  einem  Gegen' 
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htaiule  nie  der  vnriiegeaüe  natürlich  von  Her  grüssten  l>e<kuttt«sj 
sind,  uiul  auf  iiier  so  sehr  viel  ankoiiniit ,  wenn  Sicheres  und 
Üi»sichere55 ,  ^Viilires  und  Falsches  gehörig  und  slrens»  von  eiii:vn- 
der  geschieden  werden  soll.  Wir  machen  daher  Alle,  uelclic 
sich  liH  ilie  niefir^enannte  Frage  intere^.siren ,  auf  diese  Abband 
l^iiig  roilit  sehr  aulnicrk.-5;uu ,  und  glauben,  dass  sie  von  keineai 
entbehrt  werden  kann  und  unberücksichtigt  bleiben  darf. 


Physik. 

Müller-Pouillet'«  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteo- 
rologie. Sechste  umgearbeitete  und  vermehrte  Aaf> 
läge.  Erster  Band.  1862.  ~  Zweiter  Band.  1863.  Braan- 
•chweig.  Friedrich  Vieweg  und  Sohn. 

In  nchuQster,  dem  Werke  durch  die  berühmte  Vcrlagshand- 
luog  zu  Theii  gewordener,  Süsserer  Ausstattung,  der  sich  kamii 
ein  anderes  Werk  zur  Seite  stellen  lassen  ddrfte,  liegt  uns  die 
sechste  Auflage  des  allgemein  bekannten  und  weit  rerhreiteten 
Milller^Pouillet'schen  Lehrbuchs  der  Physik  jetst  ToMstä'ndig 
▼or,  und  damit  eine  Darstellung  der  gesammten  neueren  Physik, 
so  weit  sie  in  ein  Lehrbuch  getiort  und  ohne  tiefer  gehende  und 
strengere  mathematische  BegrOnduogsich  geben  IXsst.  Niemand,  der 
sich  mit  Physik  eingehender  heschSfligt,  wird  daher  dieses  Werk  eot* 
hehren  ktinnen.  Einrichtung  und  Tendeos  sind  natürlich  im  Ganzen 
in  dieser  neuen  Auflage  vullig  dieselben  geblieben  wie  in  den 
IrOheren  Auflagen,  so  dass  also  bei  der  ungemein  grossen  Vcr- 
hreltong,  die  das  Buch  gefunden  hat,  darüber  hier  gar  nichts  zu 
sagen  ist.  Wir  können  unseren  Lesern  aber  die  Versicherung 
geben,  dass  das  Werk  in  seiner  neuesten  Anfinge  mehrfache  Ver- 
besserungen  erhalten  bat  und  dass  Alles,  wenn  auch  zum  Theit 
nur  in  kürzeren  Notizen,  nachgetragen  worden  ist,  womit  die 
Physik  seit  dem  Erscheinen  der  fünften  Auflage  wahrhaft  berei- 
chert worden  ist.  Eine  wesentliche  Ver&nderung«  welche  die 
Darstellung  einer  wichtigen  Lehre  in  dieser  neuen  Ausgabe  erfah- 
ren hat,  giebt  der  Herr  Verfasser  in  der  Vorrede  zum  zweitei) 
Theile  selbst  an,  indem  er  sagt:  „In  dieser  neuen  Auflage  habe 
ich  nun  auch  den  Statulpunkt  verlassen,  welchen  ich  bei  der  Ent- 
Wickelung  der  Theorie  der  \ Olta'sthen  Säule  in  den  frnheren 
Aufla2;cu  eiiigenontiuen  hatte,  inden»  ich  die  Lehre  von  der  l.lok- 
tricitätserret'unL'  durch  Metallcoutact  gänzlich  lallen  lie.ss  und  nach 
Schunleiu  die  lierührungssteile  von  Mcl.dl  und  I  Ifissigkeit 
den  alleinigen  Sitz  der  elektromotoriscbcu  Kralt  aunebme«  ÜDser 
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Lehrbuch  steht  also  in  dieser  Beziehung  ehngefilbr  auf  demselbeo 
Standpunkte >  wekben  auch  Wiedeniann  in  seiner  Lehre  vom 
Galvanisnius  und  Jaroin  in  «einem  Cours  de  pfaysique 
vertritt.  *'  Daes  der  Abschnitt  über  Mnskel*  und  Nervenstrom  ab« 
gehörst  worden  ist»  finden  wir  bei  dem  vorliegenden  überreichen 
eigentlich  physikalischen  Stoff' gana  gerechtfertigt,  da  diese  Dinge 
doch  mehr  in  das  Gebiet  der  Physiologie,  als  in  das  der  eigent» 
liclien  Physik  gehören,  und  gegenwärtig  aucli  in  allen  besseren  phy- 
siologischen Lehrbüchern  ansßihrlicb  bebandelt  zu  werden  pflegen. 


Vermischie  Schriften. 

Monatsbericht  der  königl.  preussisch eii  Akademie 
der  \N  Ks.senschaften  in  Berlin.  (Vergl.  Literar.  Beriebt 
Nr.  CLXVI.  S.  n.) 

Mirs  1804.  Magnus:  Ueber  die  Beschaffenheit  der  Sonne. 
S.  166—167. 

April  I8t34.  Dove:  Ueber  die  optischen  Eigenschaften  des 
Carthamin.  S.  236 — 238.  —  Dove:  Ueber  die  optischen  Eigen- 
schaften des  Quarzes.  S.  239  —243.  —  Kummer:  Ueber  die  Flä- 
chen vierten  Grades  mit  sechzehn  singulären  Punkten.  S.  246—260. 
(Die  allgemeinste  Gleichung  aller  Fliehen  vierten  Grades  mit 
sechzehn  singalüren  Punkten  ist: 

a»^«r*  +  bh^  +  c^«ya  +         +  e V«'  + 
+  26c|»*9r  —  2acj99*r  —  2abpgf^ — 2cdCpV  +  ^eepq'h — üdepq^ 
-f  26ilp%f  4-         -f  24fpr^  4  2as9*rf  +  ^fgrh  +  Se/^rf* 

wo  bt  c,  e,  q  Coostanten  und  p,  q,  r,  s  beliebige  line* 
are  Functionen  der  Coordin<iten  sind.  Es  lasst  sich  leicht  über- 
sehen, dass  die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen  des  vierten 
Grades  mit  16  singularf>n  Punkten  18  Constanten  enthält).  —  Bor* 
chardt:  Ueber  die  Muitiplicatoren  höherer  Ordnunijen  dfr  ge- 
wöhnlichen niffcrcntialgleichnngen.  S.  276.  (Blosse  Mitthcilung 
des  Titels  einer  gelesenen  Abhancllun^.)  —  Kummer:  Leber  die 
algebraischen  Stralilensystcme ,  insbesondere  ülicr  die  fler  ersten 
Ordnung  und  die  der  ersten  Klasse.  S.  282.  (Biossc  Mitthcilung 
des  Titels  einer  gelesenen  Abbandtung.) 

Mai  18Ü4    Kronecker:  Geber  den  Gebrauch  der  Ditieh- 
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let'iicheu  Methoden  ir»  der  Theorie  der  «jiiadratischen  Formen. 
S.  *28j— iX)3.  —  Borchardt:  An  wen  dun,«,'  der  Theorie  der  Mul- 
tii'licatorcTi  hüfierer  Ordnungen  auf  die  isoperinietriscfien  Diffe- 
reiülaluU'j(iiiin<j;e!).  S.  307.  (Blosse  Mittheilung  des  Titels  einer 
gelesentti  AI»liaiKllun£^.)  —  Du  Bois-Reymond :  Ueher  die  räum- 
liche Ausbreitung  des  »Schlages  der  ZilterÜscbe.  S.  317— 364, 

» 

Sitsungsberiehte  der  IcaUerL  Akademie  der  Wis- 
sens ebaften  in  Wien.  (Vergl*  Literar.  Ber.  Nr.  CLXIII. 
S.  15). 

Band  XLVIl.  Heft  V.  v.  Littrow:  üeber  die  Methode  der 
Längenl)estimmujis^  durch  Circummeridian hohen  und  deren  Anwen- 
dung w.'ihrend  der  Weltumsegelung  S.  M.  Fregatte  Novara.  S.  394.  — 
"Koller:  Bericht  über  ein  naheiu  \ollcndetes  handschriltliches 
Werk  de«  verstorbenen  Aiiademikers  Dr.  K.  Kreil  über  die  Kli- 
niatolooie  von  Böhmen.  S.  427.  —  Pechmann:  Üeber  die  Ab- 
weichung der  Lotblinie  bei  astronomischen  Beobachtungsstafionen 
und  ihre  Berechnung  als  Erfordernii^sc  einer  Gradniessung.  :S.  4ti2. 

Band  XLVIU.  Heft  I.  und  II.  Puschl:  ISotiz  über  die  Mo- 
lecularhr^^ T£;ung  in  Gasen.  8.35.  —  Subic:  üeber  dio  aiiso/ute 
Oässe  der  inneren  Arbeit,  des  Acqnivalents  der  Tcmporiitar  und 
über  den  molt'(  ulüren  Sinn  der  specifi-scheo  Warme.  8.  t)'2,  — 
Freib.  Wülierstorf:  Bemerkungen  über  die  physikalischen 
Verbältnisse  des  adriatisehen  Meeres.  S.  85.  —  v.  Vivenot  jun.: 
Ueher  einen  neuen  Verdunstung^intesser  und  das  hei  Verdunstuogs« 
beobachtungen  mit  demselben  eiitzuschlagende  Beohachtungsver- 
fahren.  S.  110.  —  Lippich:  Ueher  die  Natur  der  Aetherschwin- 
gungen  im  unpoiarisirtcn  niul  theihveise  polarisirten  Lichte.  S.  146. 

Band  XLYlll.    Heft  III.    Schrauf:  Beitrag  zu  den  Berech- 

ntint^smethoden  des  hexa^ronalpn  Krystallsystems.  S.250.  —  Mach: 
Zur  '1  heorie  des  Gehörorgane.  S.  283.  —  Oppolzer:  Bahnbe- 
stimmung des  PlancteT!  (58)  Goncordia. "  S.  315.  —  Otto  von 
Littrow:  Ueber  einen  Heliostaten  nach  August  s  Princip.  S.337. 

Band  XLVIII.  Heft  IV.  v.  Waltenhofen:  Ueber  das  elek- 
tromagnetische Verhalten  des  Stahles.  S.518.  —  Schmidt:  Feuer* 
mcteor  am  18.  Oetoher  1803.  S.  551.  —  Haidin«;er:  Herrn  Di- 
rector  Julius  vSchnjidt's  Feuernkcleor  am  lö.  October  1863. 
8.  559.  —  V.  Waltenhofen:  Ueber  eine  anomale  Magnetisirang 
des  Eisens,  ötU. 

Annali  di  Matematica  pura  od  applicata  pubblicati 
da  Barnaba  TortoHni  e  eompilati  da  £.  BeUi  a  Pisa, 
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F.  Brio.chl  t  Pafia*),  A.  «^"•«•^'»i  •  '«Lorino  B  Tor- 
tolinl  a  Roma.  49.  (Vergl.  LUera?.  Ber.  Nr.  CLXV,  S.  W.) 

Tom.  V.  No.  0.  Sopra  la  curvatura  di  alcune  linee  prodotto 
dair  intersezioi.e  di  due  »*u|>erlicie  del  secondo  grado.  Menoria 
del  Prof.  \).  Tortolini.  p.  3Ü5.  -  Intorno  ad  una  probleoia  in- 
detemiinato.  Lettere  indirizzate  dal  Nignor  V.  A.  Lebeago«  e 
dal  Sitynor  A.  Genocchi  a  I).  B.  Boncompagoi.  P* 
Sulla  tcoi ia  (lelle  Coniche.   ^ota  del  Prof.  L.  Creiaona.  p.  33». 

—  Rlviüta  BlMlocr»P*»*«»«   Oeuvre»  de  Desargoea  rdnaiea 
analys^es  par  M.  Po.idra:    Notizia  BibliograpWca  del  Prof. 

L.  (  reniona.  p.  332.  -  Lea  signea  nandraoz  et  I arilhm^liqiie 
chez  les  peuples  de  Tantiquit^  et  da  moyen-Age.  Examen  de 
■rouvraRC  allemand  intutiU:  Mathematiaehe  Beiträge  aom 
CulturleUen  der  Völker  von  Dr.  Marita  Cantor.  (Halle 
im)  8®  )  Par  Th.  Henri  Martin.  Conflnoaxlone e  fine.  p.337. 
_  I  .M  licazioni  Recenti.  p.  3W.  —  Indien  generale  di  tnttl  gli 
artieoli.    p.  393.  -  Avvertenaa  pel  reglafro.   p.  3M. 

Tom.  VI.  No.  1.  Intorno  alla  riduzione  degl'  integrali  elllt- 
tici  Nota  dcl  l>rofessore  A  i,  _ .  1  ,  Genocchi.  p.  6.  —  lotorno 
ad  un  modo  di  condurre  le  uurn.ali,  e  di  determinare  *>  P»»*» 
Ein.KSP  Nota  i«  di  Knrico  Egjier.  p.  -  La  Trajetlorta 
deir  i:«^euio,  orlografia  della  curva  pei  coral  del  ennel  nelle  ?olte 
a  botte\bblique,  *  I  Rvolvcnte  della  Caicnarla.  Nota  «•  del  «e- 
do5imo.  p.  19.  -  In  aggiunta  a  quella  del  Profeaaore  AaaafeIH 
Int.tolata  „  Aleone  proj^rietik  d'una  cnrva  traaeendente."  Tom.  V. 
nn-  72  Nota  3-  del  medesimo.  p.  M.  -  Snr  lea  trajeetoirei 
Lm  un  angle  q«clronqi,c  donnrf,  d^In  ayattoe  de  eonlqne».  pta. 
„e.  et  sphV,qnes.  homofocalea.   Par       ^-J^*  f- 

-  Rlvlat^  tolbiioi^raphlei^  Sopra  U  traafbnaaalone  d^^^^ 
Jerrard  per  requazioni  di  quinto  grade.  ArHcelo  del  Prof.  B.  Tor- 
tolini.  p.  33.  (Mit  besonderer  Bealelnuig  anf  nnd  im  Anacblnaa 
an  Archiv.  Tbl.  XLI.  S.  105.  tbeilt  Herr  Tortolini.  ganz  «.e 
an  dieser  Stelle  dea  Ardilfa  geaebehen,  den  Hauptinhalt  der 
merkwürdigen  und  aetteneD  Brlng*aehen  Dlaaertat.on  mit,  ana  wel- 
ober  bervorgebt.  ^M.  die  gew5bnlkb»aeh  Jerrard  benwnteT^^^^^^ 
formatiou  der  Gleldiong»n  dea  Atollen  Grade»  Erland  Samnel 
Bring,  der  Profeaaor  Mlatoriamm  In  Land  «ar.  schon  ^«".8*° 
Jabrbn^dert  gefunden  bat.  nnddaMalaodleae  Brl«g  ''V^'' T 
mebr  Jerrard'«Ae)  Tr—ftr-a«-  enUchieden  und  durcban. 
eine .Äwedl-He Ut.  woranf nlcbt oftgenug  b 
wieaen  nnd  anfmetkaam  gemaeht  werden  kann,  weahaib  aoch  Herr 

•>  Jeiat  la  Nallaadl. 
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Tortolini  besonderen  Dank  verdient,  das»  er  zur  weiteren  V  erbrei- 
tung dieser  merkivilrdigen  Tbatsache  auch  das  Seinige  beizutragen 
nicht  unterlassen  hat.)  —  Risolusione  di  problenii  reiativi  all  elUsse 
ed  al  circolo.   Articolo  del  Prof.  Barnaba  Tortolini.  p.  43. 

Giornale  di  Matematiche  ad  uao  degÜ  stndenti  delle 
miiversitä  italiane,  pubblicato  per  cura  dei  Profes* 
aori  C.  Rattagiini,  V.  Jaoni  e  N.  Trudi  etc.  (S.  Literar. 
Ber.  Nr.  CLXV.  &  11.) 

Anno  11.  Genna io  1864.  Ridozione  in  Serie  delle  Facoltk 
analiticbe;  per  No?i.  p.  1.  ~  Lezloni  aulla  (eoria  delle  fonzioni 
Jacobiane  ad  un  solo  argoniento ;  per  Brioscbi.  p.  8.  ^  Salla 
necessaria  esisteitsa  di  una  radice  reale  od  imniagioarla  in  ogni  eqoa- 
aione  algebrica;  per  G.  Foeeolo.  p.  13.  —  Sofia  teoria  ddle 
eoniche;  per  L.  Cremona.  p.  17.  —  Sol  processo  del  massimo 
coman  divioore  fra  due  funsloni  interedi  una  variabile;  per  N.  Tradl. 
p.  —  Intorno  al  metodo  di  approanimasione  di  Newton;  per 
A.  Genoccbi.  p.  27.  —  Qoiotloni.  p.  29.  —  Solenone  delle 
Qalstioni  1,  2,  14,  15....   p.  30. 

Anno  II.  Febbraio  1864.  Lezioni  sulte  lunzioni  .Toi  ohiane 
ad  un  solo  argonietito  ;  per  F.  Hrioscbi.  p.  33.  —  Kiduzione  in 
scrle  delle  facoita  anaÜtHhe;  per  Ii.  Novi.  p.  40.  —  Dimostra- 
zione  d'un  Teorema  intorno  ai  prodolti  d'alcune  somnio  di  qua- 
drati ;  pn  A.  (ienocchi.  p.  47.  —  Soluzioiic  delle  iiulstloni  28 
e  29;  per  V.  Janni.  p.  49.  —  8oluzione  delle  qui.stioni  28  e  29; 
per  Batlagiini.  p.  52.  —  Probiemi  sulle  Coniche;  per  E.  d'Ovt- 
dio.  p.  58.  —  Quistioni.  p.  62.  —  Sullo  dimostraiiooe  del  pa- 
raltelogramnio  delle  forze;  per  A.  Dorna,    p.  63. 

Anno  11.  Marse  1864.  Sulla  sfahillfli  dell*  eqailibrio;  per 
A.  Dorna,  p.  68.  —  Sülle  derlvate  dl  ordlne  superiore  delle 
funzioni  composte;  per  P.  Tardy.  p.  73.  —  Considerazioni  sulle 
curre  plane  del  terz*  ordine;  colte  soluzlonl  delle  quistionl  20  e 
27;  per  L.  Cremona.  p.  78.  —  Soluzione  delle  Qoistioni  26  e  27; 
per  G.  Battaglini.  p*  86.  — •  Quistioni.  p.  91.  —  Metodo  ele- 
mentare per  calcolare  speditamente  valori  prossimi  de!  rapporto 
della  circonferenza  al  diametro ;  e  per  trovare  tanti  termini  quantt 
si  vogliano  delle  serie  circolari;  per  G.  Mazzola.  p«  92.  —  So- 
luzione  della  qaestlone  694  de'  Nonvelles  Annales;  per  La  Igt 
Ferrara.  p.  95. 

Rendiconto  delle  sessioni  delT  Accademia  delle 
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•eienie  delT  Utltnto  dl  Bologna.  Anno  accndenico 
1663— 1864.  Bologna  1864. 

Auch  dieses  neue  „Rendicou to "  (der  Bericht  lür  1862 — 
1803  ist  im  Literar.  Bcr.  Nr,  CLXII.  S.  Jl).  angezeigt  uorrlei»)  lie- 
fert [wiederum  den  Beweis  \on  der  grossen  und  höchst  regel- 
mäsÄigen  Thätigkeit  der  berübmtcn  Akademie  der  Wissenschaften 
in  Bologna.  Unsere  Leser  wissen  schon  aus  früheren  AnzeigeD, 
dass  TTi  diesem  K c n diconto'S  welches  jährlich  am  SchiuM 
der  Sitzungen  abgestattet  wird,  nur  der  Inhalt  der  geloaanon  und 
s^Kiterhin  zu  veröffentlichenden  Abhandloogen  kufl  angozeigt  wird, 
80  dass  wir  also  auch  hierona  daraaf  baacbrSnken  nrilaaen,  die  ge- 
lesenen Abhandlangen  grOaatenifaella  nur  nach  ihren  Titeln  anausei- 
gen  und  Aber  dieaelben,  wenn  aia  in  nnaere  HSnde  gelangen,  ao 
weit  sie  Torzugsweiao  in  den  Kreia  onaerer  Zeitachrifl  gobOron, 
anaßlbrlicber  Bericht  an  eratatten,  wie  diea  auch  frflber  meiatena 
▼OD  nna  goacheheo  iat. 

3«  sessione  nrdinaria,  26.  Novembre  1863.  Legge  il 
Prof.  Cav.  Laigi  Cremoria:  Nuove  ricerche  di  geometria  pura 
sulie  cubiche  gobbe  ed  in  ispecie  sulla  parabola  gobba.  p.  25. 
(Diese  schone,  für  die  geonictris(  hc  Theorie  der  rurvcn  vviclitige 
and  intereasaote  Abhandlung  i^^t  bereite  im  Literarisch.  Berichte 
Nr.  CLXVI.  S.  7.  auslührlicher  von  uns  angezeigt  worden.)  — 
14<»  sessione  ord  i  nur  ia,  3.  Marzo  1864.  Legge  il  Prof.  Com- 
mend.  Gherardi  nna  Nota:  Sul  ripartimento  della  Im* 
p  o  8 1  a  f  o  II  d  i  a  r  i  a.  p.  68.  (Diese ,  in  staatswissenacbaftlicher  ROck- 
sicht  interessante  Abhandlung,  welche  matheiaatiach  gehalten 
ist,  war  von  dem  Herrn  Verfasser  unter  dem  9«  Februar  dem  Mi« 
nister  der  Finanzen  mitgetbeilt  werden  nml  verdient  an  weiterer 
Beachtung  cmpfoblea  zo  werden.  Bezug  ist  in  deraelben  genom- 
men an  [  die  Schrift:  BaraFelll,  Saggio  di  un  metodo  dl 
pcrequazione  dell*  impoata  ee.  Bologna  1863.)  In  der^ 
selben  Sitzung  theiltoHerr  Commendatore  Gherardi  eine  an  Prof. 
Cav.  FioreiH  In  Neapel  gerichtete,  hier  mitgetheilte  „Lottere 
sopra  un  aiogolare  eapetlmeato  del  Magnetiamo  delle  terra  cotte'' 
mit  p.7L  —  15«aeaaioneordinarta,  10.  Marao  1864  Legge 
II  DotL  Glallo  Caaoni:  Del  Ventf  nel  clima  dl  Bologna,  p.76. 
^  22«  aeaalone  ordinaria»  13.  Maggt«  1864.  Legge  l'Aeea. 
^tflm^i*ji  Panalonato  Prot  Lo renne  Della  Caan  una  Memoria 
lotitolata:  UlteriorioaaervaaionlavUaindaaioneelettreatatlca  p.160. 

 Le^ge  il  Prot  P.  Oomenieo  Chelinl:  Delle  aeaioni  del  cone 

e  della  Proapettiva  per  eiö  che  rigoarda  l'insegnamento  della  Geo« 
metrU  analitica.  p.  1S2.  (Wir  hoffen  ?on  dleaer  Abhandlung  nlch- 
atena  eiae  anafCbrlicbere  Anaeigo  liefern  an  kSnnen.)  —  23«  aea- 
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sionc  ordinaria,  19.  Magijio  1804.  II  IVol  K  osv^ghi  legge 
UQa  8ua  relazione  sulla  Conieta  VI.  1803.  da  lui  scoperta  in  questo 
Osservatorionellaseradel^Sp.p.Decenibre.  p.  153  (Herr  l.'rspighi 
giebt  folgende  parabolische  Elemente  dee  obigen  von  ibm  eut- 
deckten  Coaieten: 

Durchgang  durch  das  Perihel      1863.  I>ec.  27^800i4l  Berlin.  tii.Z. 

Lä..,c  de.  PeriheU  «  =  60« .24'.34".9  j  Mittler. Aequio.  1864,0. 
Länjie  des  Knoten       =  304. 4»i  .25,3  ' 
MeigttDg  t  =  ö4  . 28  . 15,6. 

Liogarithmue  der  Perihel- Üiataos  log9:=s9,fi87a32&) 


Preisfragen 

der  physikalisGh'inaUiemaüscheii  KJasse  der  KonigMch 
Preussiachen  Akademie  der  Wisaenschaften  f3r  die 

Jahre  1866  und  1867. 

BakMit  |«ncht  ii  der  ifffididici  «biif  m  LokaiiiMki  JakKita|e  dn  7.  Jili  m 

I. 

(Ae«  dem  Steteer'tehcB  Legate.) 
In  einer  in  den  Monatsberichten  der  Akademie  ▼om  Jannar  1866, 
sowie  in  dem  ^  Bande  des  Creüe' sehen  Journals  TeroffeBtlidi- 
ten  Ahhandlnng  hat  Steiner  eine  Reihe  von  Fundamental-EigeB- 
Schäften  der  FlSehen  dritten  Grades  mitgetheilt»  und  dadorch  den 
Grund  au  einer  rein  geometrischen  Theorie  derselben  gelegt.  Die 
Akademie  wfinscht,  dass  diese  ausgeseichnete  Arbeit  des  grossen 
Geometers  nach  synthetischer  Methode  weiter  ausgefiBhrt  und  in 
einigen  wesentlichen  Punkten  vervollstlodigt  werde.  Dazu  wdrde 
es  aunSchst  nothwendig  sein,  die  grßsstentheils  nur  angedeuteten 
oder  gans  fehlenden  Beweise  der  aufgestellten  Hauptsfttse  in  gdben; 
dann  al»er  mflsste  die  Untersuchung  auch  auf  die  von  Steiner 
nicht  bertickstchttgten  Fälle,  in  denen  die  zur  geometrischen  Con* 
stmction  der  in  Rede  stehenden  FUchen  dienenden  Elemente  sum 
Theli  imaginSr  sind,  ausgedehnt  \%-erden.  Ausserdem  ist  ^e 
genaue  Cbarakterlsirung  der  Terschicdcnen  Gattungen  von  Raum- 
curven,  in  welchen  zwei  solche  Flächen  sich  schneiden  kOnneo, 
zwar  nicht  unumgänglich  erfQrderlich,  würde  aber  von  der  Akademie 
als  eine  wichtige  ErgSosung  der  St  ein  er 'sehen  Theorie  belraeb- 
tet  werden. 


Digitized  by  Google 


Literarischer  tierichl  CLXMi, 


11 


Die  aiiMchlMmncle  Frist  ßir  <lie  Einseiidung  der  dieser  Auf- 
gabe geividmeten  Schriften  >  welche  nach  der  Wehl  der  Bewerber 
in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer  Sprache  abgefaest 
sein  Icoooen,  ist  de#  1.  Mira  1866.  Jede  Bewerbungsschrifl  ist  mit 
einem  Motto  in  versehen  und  dieses  auf  dem  Aeassern  des  rer- 
siegelten  Zettels,  welcher  den  Namen  dea  Verfassers  enthSlt,  so 
wiederholen.  Die  Ertfaeilong  des  Preises  Yon  600  Thalern  geacbieht 
in  der  öffentlichen  Sitzung  am  Leibnislschen  Jahrestage  im  Monat 
JbII  des  Jahres  1860. 


II. 

Die  Theorie  der  elfrptischen  untl  AbeTschen  Functionen, 
weich©  schon  jetzt  fast  in  allen  Theilen  der  Mathematik  die  Lö- 
sung von  Aufgaben  müglith  gemacht  hat,  für  ^\  eiche  die  früher 
der  Analyjiis  in  Gebote  stehenden  HnllMnlttel  nicht  ausreichten, 
ist  ohne  Zweifel  noch  zahlreicher  weiUncr  Anwendungen  föhig; 
und  es  stellt  daher  die  Akademie  folgende  Preisfrage: 

„Es  soll  irgendein  hedptitendes  Problem ,  dessen  Gcgen- 
„stand  der  Alijoftra,  Zahlen  l  lirorie,  Integral  Rechnung, 
„Geometrie,  Merfianik  uik)  iiiat|]eiiiatis(  hpn  Physik  an- 
„gehören  kann,  mit  Hülle  der  elliptischen  oder  der  Abel» 
.»sehen  Transcendenten  vollständig  gelöst  Herden." 

Die  ausschliessende  Frist  für  die  Einsendung  der  dieser  Auf* 
gäbe  gewidmeten  Schriften,  welche  nach  der  Wahl  der  Bewerber 
in  deutscher,  lateinischer  oder  franzUsischer  Sprache  abgefasst 
sein  kunnen,  ist  der  1.  März  1867.  Jede  Bewerbungsscbrift  ist  mit 
einem  Motto  zu  versehen  und  dieses  auf  dem  Acussern  des  ver- 
siegelten Zettels,  welcher  den  Namen  des  Verfassers  enthalt,  zu 
wiederholen.  Die  Ertheilung  des  Preises  von  lUO  Ducatcn  geschiebt 
in  der  öffentlichen  Sitzung  am  Leibnizischen  Jahrestage  im  Monat 
Juli  des  Jahres  1867. 


tiaaettiones  ^aas  Acadcaüse  legiae  scientlaruBi  BomssiGae  classls 
physiea  et  mathematka  cetlamlai  Utlerarie  Ii  a.  I8M  et  18i7 

pfoponit,  promalgatae  la  eonTmta  lollenuii  aiiiiiveiiaiio  LsibuHii  amaciiis  diarto 

d.  7.  n.  JidU  s.  1864. 

I. 

{Es  pwumia  a  Sfefttffro  Imilittttmik  etrfawfwflw  UtUnHif  hgata*) 
Quam  Hl.  Stcinerus  rommcDtaiinne  egrcgia,  ^uae  anno  MüCtCLVi 
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{•  rellltionibns  AcadenUe  nienitrais  prodiit  *),  fuidaroeaU  poaucrit  qtit- 
bua  •apcrficiemm  tcrtii  ordini«  theoria  promrtrira  8up«T«{rii»  pofpsi, 
Acadcraia  scicntiaruni  riro»  in  inethodi«  svnlln'tlcis  ^frsutos  < fhortator» 
ut  quae  8  ^»rricslanlisNimo  irpoijielra  inrlioHhi  mini  coniplt.int  .Uqur  pcr- 
ficiatit.  (^tu:iii  ud  finnii  id  potlKKimum  Npei  lainltiiii  erit.  (»ririiuiu  ut  pro» 
positiuourii  prac^ipuaruui  demonstratione«  ab  ipKO  auctore  non  niai  primit 
liaeit  desf^naUie  diligenter  cluboreolnr ;  detmie  at  diaqiiiiilio  {•omcCricft 
ad  eof  qnnque  Caan«  nondan  «atia  «tploraCoa  eilendatart  ia  qolbsa 
«TeniC  ttl  elameata  qoaadain  ad  snp«rfictei  cmiatractioBeiii  a  Scalaaro 
adhibita  aoa  «idI  raaliat  Praeieroa  aUi  Academta  non  pwlnlat,  al  liaaa« 
daplida  carvalara«  iaCeraeeCiooa  daaram  aapMÜcieran]  tertii  ordiala 
prodanatea  accuratiiis  examinentar ,  tarnen  rem  graviaaimam  facturaoii 
etae  eenaet,  4|ui  baac  pariem  Staiaarianae  docirinae  aapplevafit. 

Canatitntae  «onl  Gbtaada«  Martiae  aaai  MOCCCLXVI,  altra  ^oaa  aol- 
Ia«  commanlationea  ad  certaman  admUlcotafv  Addeadaa  «aat  ei  nore 
foUto  canuBentationibiia  «chcdulac,  qaae  aamaa  aactorii  continaanl,  ob* 

aignatae  atqnc  iisdt-ni  i^srrtptioni^llfl ,  r|iiaf>  roTnmcntationibuii  praeiixae 
«nnt,  insignilac.  Pmcmiuni .  qiiod  est  IKI  lonrhiinicnrnm ,  adtudicabitar 
in  ronventu  HoHcmai  Leibnitianu,  qut  habcbitur  inense  littio  anni 
MüCCCLWI.  In  conscrtbcndia  coromentationibua  lingna  ati  licet  atTe 
Germanira  aive  Latina  aive  Galilca. 


II. 

Theoria  üanctioanm  ellipticaruni  at  Abalianaram  rnm  in  onaibaa 

fcre  matbcseo»  partlbiis  prnMmiatnm,  qnac  nntchac  difficilliraa  vida- 
buntur,  Koliitioncm  perf'  ctam  siippcditavit.  Neque  dubitandnni  eat  quin 
plnra  adhuc  nec  minus  §^rnvia  riiisdcm  generis  reitent,  quae  noTos  ^eo- 
rnrirartim  conatiis  cxi»p«(rtant.  Quam  ob  rem  Acadeiniae  scieatianim 
Tiaum  e«t  lianc  publice  proponcrc  quacitiontai  : 

,,ut  probicma  qoodrnnqnc  maiorig  moraentt,  coioa  argaDienttiiu 
,,ex  algebra^  doetrioa  numerorum ,  calnilo  {n(e|^raH.  ^camo- 
„Ifia,  ditcipliaa aMcbaaica  et  pbjaica  matbeaiattca  autui  potcat, 
sftranaeeadaatiaaii  elliptfcararo  ant  Abaltiaaran  opa  aba«^ 

CoMtflataa  aaaf  Calandae  Martiaa  aani  MDOCCLXVII,  ollra  qoaa 
nallaa  coniBMBtaliaBaa  ad  aarCanea  admittaaiar.  Addaadaa  aaatax  mara 

aalito  cainmenCationibua  «cbcdnlaa  qaaa  aainea  aaclori«  caaliaaaat»  ob« 
aignatae  et  iiadem  inscriptionibiia,  quae  cninmentatioaibaa  praafixao  aflnt» 

inaignitao.  Pracmiuiu  quud  eat  ccntum  ducatorom  aureonua  adlodica- 
bitur  in  conveiitu  sullomni  Leibnttiann,  qui  babtbitur  menae  lalio 
anni  MDCCCLW  II  In  conttcriberirlli«  <:omuiatttationiboa  lio^ua  oti  lioat 
aive  Germanica  «ivc  Latina  «We  GaUica. 


*)  Videos  etiam  diarii  Crclliuni  vol.  LIll. 
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Arithmelik* 

Jahresf>e  rieht  dor  Wiener  Hau  de  I  s  •  A  kad  c  m  i  c.  Am 
SScblusse  des  Studienjahres  IbOJ.  W  ien.  1863.  W*. 

Jahresbericht  der  Wiener  HaDdeis-Akademie.  Am 
Scblaeee  des  Studienjahres  1804.  Wien.  1864.  8^ 

lieiile  JSchiifleh  im  Selbstverläge  der  Akaderaie. 

Id  diesen  beiden  Jahresberichten  finden  sich  resp.  zvrei  Ab* 
handigngen  des  Herrn  Professor  S.  Spitser  in  Wien,  nämlich: 

LJebor  die  Pcnsionsvereino  der  Ccaiuten  öster- 
reichischer l'Viseiibahn-,  Danipfschi  fffahrts* 
und  Bank-GeselUchaften  (1863). 

und: 

Ueber  In validen-Pensioneu  (1664). 

welche  swei  namentlich  in  Jetsiger  Zeit  in  socialer  Besiehang  sehr 
wichtige  Gegenstinde  behandeln  >  und  sowohl  deshalb»  als  aiieh 
wegen  der  Gründlichkeit  and  Deutlichkeit  der  Darstellung»  und 
der  snr  Brlelchterung  der  praktischen  Rechnungen  heigefBgten 
Tafeln»  der  Aufmerksamkeit  der  Leser  des  Archirs  recht  sehr  au 
empfehlen  sind. 


Geometrie. 

Die  Principien  der  neueren  ebenen  Geometrie  und 
deren  Anwendung  anf  die  geradlinigen  Figuren  und 
den  Kreis.  Ein  Lehrbuch  fflr  höhere  Unterrichtsau« 
stalten  von  Carl  Schmitt,  Hauptmann  im  k.  k.  Genie« 
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Stabe,  Professor  d«r  hOhereo  Mathematik  an  der  k.  k. 
Geuie-Akademle*).  Wieo.  Carl  Gerold'«  Soho.  1864,  tf>. 

Es  liegt  ane  hier  ein  kleineres  Lehrbuch  der  Elemente  der 
neueren  Geometrie,  so  weit  dieselbe  die  gerade  Linie  und  den 
Kreis  und  die  dadurch  entstehenden  ebenem  t^oometrischen Gebilde 
betrifft,  vor,  welches  wir  für  sehr  geeignet  halten,  als  Grundlage 
des  Unterrichts  in  der  neueren  Geometrie  auf  höheren  Lebran- 
atalten  zu  dienen,  wenn  man  dieses  Lehrobject,  wie  allerdings 
sehr  zu  wünschen  ist,  öberha«i  t  nla  einen  besonderen  Tbeil  in 
den  mathematischen  Unterricht  auf  den  genannten  Lehranstalten 
aufnehmen  will.  Ja  wir  glanben,  dass  es  noch  keine  Schrift  giebt, 
welche  sicii  zu  dem  genannten  Zwecke  so  gut  eignet  wie  die  vor- 
liegende, und  sind  der  Meinung,  dass  Herr  Hauptmann  und  Pro- 
fessor Schmitt  sich  durch  deren  Herausgabe  ein  sehr  anerken- 
nungswerthes  Verdienst  um  den  mathematischen  Unterricht  über- 
haupt, und  den  in  der  neueren  Geometrie  insbesondere  erworben 
bat  Wir  haben  die  Darstellung  überall  einfach,  deotlkh  nnd 
präcis  gefunden,  was  gerade  bei  diesem  Gegeactande  Ton  vor- 
züglicher Wichtigkeit  ist.  Auch  die  elnfoebe  Bebaodinng  den 
Gleichstimmigen  und  Entgegengesetaten  In  den  RIebtoogen  der 
Strecken  ist  dem  Zwecke  de«  Biichleina  aehr  angemeaaen.  End- 
lich sind  die  Hauptlehren  überall  dnreh  eine  grOaaere  Aasabi  von 
Aufgaben  und  Lehraitaen  erlXntert,  welche  darch  kleineren  Druck 
ausgezeichnet  sind,  nm  das,  waa  für  den  eigentlichen  Unterricht 
unentbehrlich  lat,  auf  ein  Minimum  au  rednclren.  Auch  aweek- 
miaaige  kfirsere  Fragen  aiod  elngeatreuet  Aua  allen  diesen 
Granden  gianben  wir  alle  Lehrer  der  Mathematik  auf  diesea  Büch* 
lein  recht  aehr  aufmerksam  machen  au  mflssen,  ao  wie  Aberhaupt 
auch  Jeden,  der  aich  in  mSgllchat  kuraer  Zelt  eine  genfigende 
Kenntnlaa  von  den  Hanpttebrea  der  neueren  Geometrie  innerhalb 
deä  Umfange,  den  die  Schrill  sich  aelbat  ▼orgeaembaet  baU  ver- 
achaffen  will»  ohne  gerade  an  beabaicbligen,  dieae  Dinge  an  einem 
gana  beaonderen  Otject  tieferer  und  weiterer  Studien  an  machen. 
Um  dea  Geiat,  in  welchem  die  Daratellung  vorsugaweiae  gebaJien 
iat.  Im  Allgemeinen  an  charakterislren,  wird  ee  ▼eUständig  hin- 
reichen, an  bemerken,  dasa  der  Herr  Verfasser  Torzugswelse  der 
trefflichen  „Gdomdtrie  superienre"  tod  Chaslea  gefolgt  ist. 

Der  Hauptinhalt  ist  folgender:  fiiiiieiaiiiiir«  Geradlinige 
Segmente.  Winkel.  Projectionen.  —  I.  K«ptteK  Von 
der  Beatimmung  der  Lage  der  Punkte  einer  geradiioi- 


*y  Zu  Brui:k  bei  Zmim  in  Mfthren. 
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ge  u  Punktreiho.  —  II.  Mapitel.  Vou  der  Bet>timmung 
der  Lage  derStrablen  eines  c  benen  StrahlenbCischels. 
—  III.  Kapitel*  Tbeilv  crhältnisae  fies  Dreiecks.  — 
IV.  Kapitel.  Von  Hen  T  fi  ei  I  ver  h  a  I  tuis  sen  tJer  i^oly- 
gone.  —  V.  Kapitel.  A  n  ii  ar  ni  o  ni s  c  h  e  a  Verhäitoiss.  — 
ITl.  Kapitel.  Colliiieare  Po  it  kt  reiben  und  Strahlcn- 
bfiscbel.  Geometrische  Eigenschaften  dcrseibeti.  — 
TU.  Kapitel.  Ausdrücke  colli  uearer  Punktreihen 
und  8trahienbü8chel.  —  TKII.  Kapitel.  Von  den  Dop- 
pelpunkten und  Dop pe I s Uah  I  cn.  —  IX.  Kapitel. 
Colltneare  Punktreihen  und  8  trahlenbäschel  inlnvo* 
lutiou.  —  X.  KapIteL  Involutionen  bei'm  Dreiecke, 
Vierecke  und  Kreise. 

Dieser  reiche  Stoff  tot  auf  nur  148  Selten  bebaDdelt  worden. 
Drock  und  Figuren  lanten  nicht«  su  wflnncben  übrig. 

Möge  das  Bfieblein  sieb  bald  in  den  HSnden  recbt  vieler 
Lebrer  befinden! 


Elementi  di  Geonietria  analitica  per  R.  Rubini. 
NapolL  1864.  8». 

Uerr  Professor  Rubini  in  Neapel  hat  seinen  beiden  aus- 
gezeichneten algebratacben  Lehrbüchern,  die  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CLXIL  S.  4.  und  Nr.  CLXVL  8,2.  angezeigt  norden  sind« 
jetzt  daA  rorliegendeLebrbiieh  der  analytischen  Geometrie 
(in  der  Ebene)  folgen  laeeen,  welcbea  wir  aneb  dentaeben  Leeem 
sur  besenderen  Beachtung  aus  mebrertn  Grfladen  empfeblen 
mOaeeo,  waa  durch  die  folgende,  etwae  eingeliendere  Cbaraktwiai'' 
rang  des  Bucha  gereebtlertigt  werden  wird.  Auaeer  der  bkween 
Anwendung  der  Algebra  auf  die  Geometrie  lur  Lteung  von  Auf- 
gaben n.  i.  w.  beachäftigt  aleh  dae  Buch  natlirlicb  Vorzugs weiae 
mit  der  eigentlichen  analytiachen  Geometrie»  deren  Eigentfafim- 
licbkelt  bekanntlich  hanptaäehlich  darin  beateht«  daaa  ale  Ihre 
Betrachtungen  an  gewiaae  Coordmateoayateme  anachlieaat  und 
Allee  auf  dieaelben  surackfiihrt  und  grOndet.  Ea  gebt  nicht  über 
die  Ebene  und  die  Gerade,  den  Kreie  und  die  Kegelacbnitte  in 
deraelben  hinaus,  enthält  aber  innerhalb  dieses  Umkreiaea  eine 
groaae  Anaahl  lotereaaanter  und  wichtiger  Unterauchungen,  na- 
mentlieh  auch  Ober  die  Kegelschnitte.  Gana  beaondere  Anfmerk* 
aamkeit  und  gana  besonderen  Fl^as  hat  der  Herr  Verfaaser 
auf  die  Ableitung  geometrischer  Constructionen  aua  den  analyti- 
achen AufMaungen,  und  auf  eine  aehr  sweckmüaalge  und  deutliehe 
Anleitung  aur  Ausführung  solcher  Constructionen  mittelst  der 
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aul  diialj  fischein  Wege  ge^voniienen  Resultate  verwandt;  and 
an  golchen,  oft  sclir  eleganten  Constructionen  enthält  denn  auch 
das  iiucli  Li  tu  II  >elu  grossen  Keiththum,  mehr  als  in  allen  ftbri- 
iien  uns  hekaniuen  Büchern  dieser  Art,  und  ist  in  dieser  Besle- 
}iu[iu'  iür  einen  Jeden  jedenfalls  ungemein  instraetiv.  Dies  Ist  dte 
oiue  Seite,  durch  welche  das  Buch  sich  ver  anderen  Schriften 
auszeichnet,  und  welche  seine  Empfehlang  su  sergföltiger  und 
allgemeiner  Beachtung  auch  In  Deatsebland  yoraogswetse  recht- 
fertigt. —  Ausserdem  müssen  wir  besonders  die  Beachtung  her- 
vorheben, welche,  neben  dem  C artesischen  Coordinaten- 
Systeme,  auch  andere  nenere  Coordlnatensysteme  gefunden  ha- 
ben, gana  besonders  das  System  der  Dreilinien-Coordinaten  mit 
setner  Anwendung  auf  die  Kegelschnitte,  was  hier  In  einer  Weise 
geschehen  ist,  wie  nach  unserer  Meinung  bis  jetst  in  keinem 
anderen,  vorzugsweise  als  Lehrbuch  sur  Grundlage  bei  dem 
I}nterrichte  bestimmten  Werice,  welches  die  s weite  Seite  ist, 
weshalb  wir  das  Buch  su  besonderer  Beachtung  auch  bei  uns  in 
Deutschland  empfehlen  mflssen. 

Die  Darstetlanpr  ist  ungemein  deutlich  und  hat  fibersU  einen 
elementaren  Charakter,  wobei  die  schon  erwähnten,  in  grosser 
Anaahl  vorhandenen  Constructionen  natfirlieh  sehr  viel  beitragen, 
um  den  Lehrling  in  den  Gegenstand  zweckmSssig  einzuführen  und 
ihm  die  oftmals  siemiich  abstracten  Gegensttnde  interessanter  za 
machen  und  besser  sur  Anschauung  lu  bringen,  indem  wir  noch- 
mala  wünschen,  dass  das  Buch  aus  diesen  Gründen  alle  verdiente 
Beachtung  auch  in  Deutschland  finden  möge,  geben  wir  im  Fol- 
genden noch  den  Haaptinhalt  an .  wobei  wir  uns  aber  leider  mit 
den  Ueberschriften  der  einzelnen  Kapitel  begnügen  müssen,  indem 
wir  au  bemerken  nicht  unterlassen,  dass  eine  vollständige  An- 
schauung von  dem  reichen  Inhalte  nur  aus  den  in  dem  Buche 
selbst  (p.  469— p,  47);  nachzusehenden  Ueberschriften  der  eiazel* 
nen  Artikel  zu  gewinnen  ist: 

lilliro  1.  Intrndn/lone.  Cap.  I.  Applicazione  pura 
deir  alj^ehra  alla  (leometria.  —  Cap.  U.  Delle  proiczioni.  — 
Cap.  III.  Esposizione  del  nictodo  delle  coordinate.  —  liibr»  IE. 
Deila  retta  e  ^'«'1  circolo.  —  Cap.  I.  Deila  rctta.  —  Cap.  II. 
Üel  circolo.  —  Ijibro  III.  Delle  coniche.  —  Cap.  I.  Pro- 
prieta  di  queste  curve  dipendenti  da  trasforrnazluni  desli  assl. 
—  CajK  II.  Proprictä  drll«'  coniche  detotte  dalla  considora/.ione 
de'  ropfiicienti  dclla  loro  (Mpiazioiie  ^^enerale.  E(|uazioni  di  coniche 
soggcttc  a  talune  coiulizioni.  —  (.ap.  III.  Fuochi,  rar^iii  %ottori, 
e  direttrici  delle  coniche.       Cap.  IV.    Proprieta  tielle  coniche 
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tratte  dalUiloro  eombinazione  con  una  re(ta.  —  Cap.  V.  Costruzioni 
graflche.  —  Cap.  VI.  Dolle  coniche  riferUe  ad  altri  generi  di 
coordioate  (Arlicolo  i.  Equazione  generale  Uelle  coniche  e  formole 
varie,  riferite  a  coordioate  trilineari.  —  Articolo  II.  Equazioni 
speciali  delle  coniche  in  coordinate  trilineari.)  —  Cap.  VII.  Cur?e 
inviluppi.  Osservazioni  generali.  —  Cap.  VIII.  Costruzione  deU' 
ioteraecione  di  dae  coniche;  o  d'oo'  eqaasione  detemioata, 

wobei  nir  noch  liesonders  bemerken,  dass  aut  h  der  eigentliclien 
Coii8t  ruc  t  i  on  der  d  I  eic  h u  n cn  big  einschliesslich  zum  vier- 
ten Grad»  besondere  Auimurki>aiukeit  gevvidiuot  worden  ii>t. 

Üie  letzte  Au%ul)e,  mit  uclcher  der  Herr  Veilu^sor  sicli  he 
sehäftigt,  ist  das  berühmte,  ?«chun  von  Ap o 1 1  o  ii  i  behandelte, 
und  durch  die  Durchschnitte  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
mit  dem  gouehenen  Kegelschnitte  geloste*)  Problem:  Durch 
einen  beliehig  geliehenen  Punkt  in  der  Lhene  eines  KegeUchnittn 
Normalen  an  denselben  zu  ziehen",  uckbes  bekanntlich  auf  eine 
Gleichung  des  vierten  Grades  fuhrt.  Er  lehrt  dieses  Problem 
darcb  den  Kreis  coostruiren,  %vie  schon  De  la  Uire  in  seinem 
Werke  filier  die  Kegelsehnitte  getban  hat  Hierbei  tii«!  er  auch 
dee  schliDeD  Satsee  ErwSbnung:  >,daee  die  von  einem  Scheitel 
der  Haiipfaxe  eloee  Kegelschmtts  auf  die  ?oo  eioem  beetinunten 
Punkte  an  den  Kegelschnitt  gezogenen  Normalen  gefUlten  Per* 
peodikel  den  Kegelschnitt  immer  la  «uf  der  Peripherie  eloee 
Kreisen  liegenden  Punkten  echneidee*'  anf  den,  in  Verbindung  mit 
einem  anderen  Satte»  bekanntlich  Jeachimsthal  die  Construction 
der  doroh  einen  gegebenen  Punkt  an  einen  Kegelschnitt  au  sie- 
benden Normalen  durch  den  Kreis  gegrttndet  hat  (Crelle'e  Jonr* 
aaL  Bd.4H.  S.377.>.  Herr  Rubinl  bemerkt  aber,  daee  der- 
Mibe  Sats  acbon  frfiher  von  dem  trefiicben  Mathematiker  und 
hochverdienten  Lehrer,  Herrn  Professor  Fortunato  Padula  in 
Neapel,  gefunden  und  su  dem  nämlichen  Zwecke  angewandt 
worden  ist,  wahrscheinlich  (was  freilich  Herr  Rubin i  nicht  be* 
merkt)  in  der  von  demselben  herausg^ebenen  ausgeseichneten 
Sammlung  analjrtiech  gelöster  geemetriaeber  Aufgaben:  ^,Raccolta 
di  problemi  geometrlci  rlsoluti  con  ranallei  algebrica" 
so  dass  also  die  Priorltit  der  Erfindung  des  genannten  echSneo 


Man  Kellt'  hik  Ii   uifinf  autih  ti^<  li<    L^'•^nl(l'  in  Ihl.  H.A. 
einer  g  I  c  Ii  Ii  %  c  i  1  i  g  r  n  Hy  perbel  gclü«t  Hcrdi'n  kann.  G. 
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Satzes  unbedingt  Herrn  F.  Päd ula gebührt,  woraur  biazuMeifieo 
wir  hier  nicht  uoterlasaen  dürfen. 

Wir  wfinMhen  nochmals ,  dass  das  Bach  sich  sorgAltigster 
Beachtung,  auch  in  l>eiittchlandy  erfreiien  mOge. 


Mechanik. 

SamnilttDg  von  Aufgaben  aus  dQr  tfaeor etischen 
Mechanik  von  Dr.  P.  Zech,  Professor  der  Mechanik  an 
der  polytechnischen  Schale  in  Stattgart  Stuttgart 
Metsler.  1864.  8» 

Je  weniger  Aufgabensammlungen  fflr  die  Mechanik  es  giebt: 
desto  mehr  ist  anf  die  vorliegende  aufmerksam  zu  machen.  Eine 
deutscht!  Saiuinlung  ist  uns  eben  so  wenig  bekannt  als  dem  Herrn 
Verfasser.  Alle  liier  gegebenen  Aufgaben  gehören  zu  den  einla- 
cheren  und  sind  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Mechanik  be* 
stimmt,  mit  voriOglicher  Berfieksichtigung  praktischer  Anwendung. 
Benutzt  sind  hauptsächlich:  „Jullien:  problömes  de  meca- 
nique  rationelle«  Paris  1855"  and  ,,W.  Walton:  A  col- 
lectioo  of  Pfohlems  of  theoretical  mechauics.  Cam- 
bridge 18S0".  Aus  letsterem  Buche  bnt  auch  TorzOglich  Jol- 
lien  geschöpft  Die  Resultate  der  AoflOeongen  sind  heigegelmi, 
triebt  die  Auildsungen  selbst  Die  Anwendung  der  höheren  Ana- 
iyals  Ist  nicht  ausgeschlossen.  Der  Malt  Ist  folgender:  I. 
Scbwcrpunktbestimmungen  (24  Aofg.)  —  II.  Gleichge- 
wicht in  der  Ebene  ohne  Relbong  (47Aafg.)  —  HL  Gleleb- 
gewieht  Im  Räume  ohne  Relbang  (9  Aufg.)  —  IV.GIeleb* 
gewicht  mit  Rflckslebt  aof  Reibung  (II  Au%.)  -  V. 
Bewegung  eines  Punktes  (65  Aufg.)'  —  VI.  Stons  fester 
K$rper  (9  Aufg.).  ~  VII.  Festigkeit  06  Aufg.).  ^  VIIL 
Hydrostatik  (16  Aufg.)»  —  IX.  Drehung  eines  K9rpers 
am  eine  feste  Axe  (H  Aufg.).  ^  X.  Beliebige  Bewegung 
eines  K5rpere  (30  Aufg.) 

Wir  {^latilien  die  ihrem  Zweck  entsprechende  SammUmg  aar 
Beachtung  emplehleo  zu  müssen. 


Astronomie. 

Die  kais.  russische  Sternwarte  zn  Pnlkovva  hat  nnter  der 
fär  die  \V  i(»äenschaft  so  erfolgreichen  Leitung  ihres  hochverdienten 
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Directors«  des  Herrn  Otto  Stritve,  wieder  einige  wichtige 
Schriften  veröffentlicht,  die  wir  —  wie  es  deren  Natur  mit  öich 
bringt  hier  grusstentfcells  nur  Ihren  Titeln  nach  anzeigen  kun- 
neo»  was  auch  ffir  jeden  mit  diesen  Gegenständen  hinreichend 
Vertranten  rollstftndig  genfigt»  um  die  Wichtigkeit  dieser  Publi- 
catienen  ermessen  und  würdigen  au  kSnnen.  Diese  Schriften  sind 
die  folgenden: 

1.  Positiones  mediae  stellarum  fixaram  in  senls 
Regiomontanis  a  Besselio  inter  -\-\^^  et  -f  45^  decitna* 
tionis  obser vataru m,  ad  annum  18*25  reductae  et  in  ca- 
talogum  ordinatae  auctore  Maximiliano  Weisse,  Di* 

rectore  qiiondam  Speculae  Cracoviensis.  Jussu  Aca- 
demine  Imperialis  PetropoÜtariae  edi  curavit  et  prae- 
fatiis  est  Otto  84ruve, Speculae  Pulcoveosis  Director. 
Petropoii  \m.  40. 

2.  Beebachtungen  des  Mars  um  die  Zelt  der  Oppo- 
sitien  1862^  Ven  Dr.  A.  Winnecice»  Astronemen  der 
I9ieolni*Hauptsternwarte.   St.  Petersburg.  186^  4^. 

3.  Obeeryations  de  la  graruie  ni^bnleuae  d'Orion, 
faites  a  Cazan  et  a  Pouiliova.  ParO.Struve.  f.  Partie^ 
Mömoire  <le  M.  Liapounov  sur  les  obscrvations  de  Ca- 
zan.  II.  Partie:  O.  Struve,  Addition^  au  memoire  de 
M.  Liapounnv  et  Ohservattons  de  IPottlkova.  Avcc  4 
planches«   St.  Peters bourg,  1862.  4^. 

4.  ObserTStions  faites  k  l'dpeque  oü  le  plan  des 
unnnanz  de  Satnrnepassait  par  leSolell,  pur  O.  Struve. 

5.  Jahresbericht,  am  14.  Juni  1863  dem  Comite  der 
N  i  c o  I  ai  -  H  a  u  p  t s  t  e  r  fj  w  a  r  t  e  a  h  e  s  t  a  1 1  t  vom  Director  der 
Sternwarte.  (Aii«j  dem  Russischen  übersetzt.)  Anhangl. 
Statuten  der  i\  icol  ai-Hauptsternu  arte.  11.  Verordnun- 
gen des  Ministers.   St  Petersburg.    1863  8"^. 

Diesen  Jafarcebericht  nOasen  wir  «Inen  Jeden  su  nSherer 
fCenntnissnahoitt  dringend  empfehlen,  der  sich  mit  der  grossartigen 
Elnrichtung^und  AuMtnttnng  des  Instituts,  welchem  derselbe  ge- 
widmet ist,  und  mit  der  Grossar6gkeit  der  auf  demselben  ausge* 
führten  Arbeiten  nfiber  bekannt  machen  will.  Wir  haben  densel* 
ben  mit  dem  gros.^ten  Interesse  gelesen,  und  sind  versichert, 
dass  er  auch  filr  jeden  Anderen  dasselbe  Interesse  darbieten  wird. 

6.  Die  Zeitbestimmung  vermittelst  des  tragbaren 
D  ur  chgaiig^  i  II  s  t  r  um  eil  ts  im  Verticale  des  Polarsterns. 
Von  W.  Döllen.   St.  Petersburg.    1863.  4"". 
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Wir  nenneo  diese  Sebiift  unter  den  irorstehendeD  abeicbtlicfa 
xoletst  Aof  ihrem  ersten  Blatte  findet  eicb  die  folgende  Widmoog: 

F.  G,  W.  Strwvo,  dem  scharlsinoigen  Beobachter, 
dem  besonnenen  Forscher,  dem  theuren  Lehrerund 
leuchtenden  Vorbilde  bringt  Pulkowa  zum  18.  October 
1863»  dem  Tage  der  riiofzigjährigeo  Doctorwürd e«  deo 
Festgrusfl. 

Mdge  dem  würdigen  Greise*  dem  die  Astronomie  so  Vieles, 
ja  die  alleinige  BegrOndang  nod  den  Ausbau  mehrerer  ihrer  sehSn» 
sten,  interessantesten  and  wichtigsten  Theile  verdanict«  noeb 
lange  vergünnt  sein,  auf  sein  fünfzigjähriges,  so  thatenrelches 
und  rabmvolles  wissenschaftliches  Wirlfeo  aarfickzublicken,  und 
an  den  herrlichen  Frfichteo,  welche  demselben  naeh  allen  Seiten 
bin  schon  jetzt  entsprossen  aiod  und  immer  schOoer  entsprtessen 
iverden,  sich  zu  erfreuen,  bis  er  selbst  eingehet  au  den  RSumeo, 
in  denen  er  achon  jetst  so  heimisch  Ist! 

Der  Inhalt  dieser  Schrift  ist  ein  sehr  lehrreichet,  und  biiUilIt 
einen  der  vrichtigsten  Theile  der  neueren  praktischen  Astronomie, 
der  um  so  wichtiger  ist,  weil  tragbare  Durchgangsinstruoicnte 
gegenwärtig  in  so  grosser  Vollendung  und  mit  so  grosser  Ge- 
nauigkeit verfertigt  werden.  Eine  bessere  Anleitung  zu  den  auf 
dem  Titel  genannten  Bestimmungen  in  theoretisefaer  und  prakti- 
scher Besiebung,  als  die  in  der  vorliegenden  schonen  Schrift  ge» 
gebene,  ist  uns  nicht  bekannt,  weshalb  wir  diese  Sebrlft  sehr  au 
sorgfältigster  Beachtung  empfehlen. 


Nautik. 

ü  o  b  e  r  die  Deviationen  des  C  o  ni  p  a  s  s  e  s ,  welche 
durch  das  Eisen  eines  Schiffes  verursacht  werden. 
Nach  dem  Englischen  von  F.  J.  Evans  und  Archibald 
öniitb,  deutsch  bearbeitet  von  Dr.  F.  Schaub,  Dlrector 
der  hydrographischen  Anstalt  der  k.  k.  Marine.  Wien. 
Carl  Gerold's  Sohn.   lbG4.  H^, 

Wie  wicht%  für  die  Schifffahrt  die  genaue  BerScksichtigung 
der  Deviationen  des  Compasses  namentlich  jetst  ist,  wo  so  grosse* 
Eisenmassen  bei  dem  Schiffsbau  verwendet  werden,  weiss  Jeder, 
der  sich  nur  eioigermaassen  fttr  die  Fortschritte  der  Nautik  inter« 
essirt.  Die  Schrift: 
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Adtniralty  Manual  tor  ascertainiHg  and  applyin^ 
the  Deviations  of  the  Compas».  caused  by  the  iron  ol 
a.Sliij»,  by  E.F.Evans,  R.  N.,  F.  W.  8.  tSuperntten  dent 
ol  the  coiupass  Uepartiiient  oT  the  Admiralty,  and 
Archibald  Smith,  W.  A.,  F.,  R.S.  London.  1862. 

enthält  Alles,  »as  in  theoretischer  unct  praktischer  Rflcksicht 
Wissenschart  und  Erfahrung  bis  jettt  über  diesen  wichtigeD  Ge- 
geiistarid  gelehrt  hsbeo*  in  im  Ganzen  sehr  zwecltmässiger  Dar- 
stellung.   Herr  Director  und  Professor  Dr.  Schaub  in  Triest 
hat  sich  daher  ein  lebhaft  ansnerlcennendes'  Verdienst  um  die 
diautik  erivorben,  dass  er  das  genannte  wichtige  englische  Werk 
in  einer  deutschen  Bearbeitung  dem  deutschen  Publikum  zugfiog» 
ücher  gemacht  hat   Die  Schrift  des  Herrn  Prof. Schaub  ist  aber 
keineswegs  eine  blosse  Uebersetzung,  sondern,  namentlich  tvas  den 
theoretischen  Theii  betrifft,  eine  Bearbeitung  des  englischen  Werks, 
in  diesem  letzteren  ist  nämlich  in  dem  theoretisclien  Theiie  eine 
grossere  Anzahl  mathematischer  Kenntnisse  in  Anspruch  genom- 
men worden,  als  man  bei  dem  betreffenden  deutschen  Publikum 
vorauszusetzen  berechtigt  »eu\  dHrfte.    Dcähaib  hat  Herr  Schaub 
die  Theorie  der  Deviation  in  einer  solcben  Weise  selbststänrli^,' 
entwickelt,  dass  dieselbe,  wenigstens  in  ihrer  crsfcfi  Hälfte,  unter 
Voraussetznt»!;  einer    <»rüiKl!ichen    Kenntnis»  ilv.v   ebenen  Trigo- 
nnnietric,  und  der  lU' kann  (schalt  niif  Hein  Paraliclogramme  der 
Kräfte,  von  jedem  nur  in  dieser  WVmsc  mathematisch  Vorgebildeten 
ohne  Schwierigkeit  verstanden  werden  kann.    Auch  ist  diese  ma- 
thematische 1  hcorie  in  der  deutschen  Hearbeitnne,  nicht  wie  in 
dem  englischen  Original,  bloss  als  ein  Anbang  betgelügt,  sondern 
ol»  ♦'in  besonderer,  die  Grundlage  für  den  praktischen  Tbeil  bil- 
dender, theoretischer  Thoil  vorangestellt  worden,   wodurch  das 
Werk  jedenfalls  an  lUauchbarkeit  wesentlich  gewonnen  hat,  ja 
sein  wissenschaftlicher  Werth  in  He/ug  auf  strenge  systematische 
Gestaltung  bedeutend  erhöht  worden  ist. 

Die  praktischen  Regeln  sind  «rsprtlDglich  ven  einem  Comittf, 
bestehend  ans  den  Admir&len  Str  K Beaulert  und  Sir  James 
C.  Ross,  Capitln  Johnson,  flerrn  Christie  und  General 
Sabine,  im  Jahre  1842  entworfen  worden.  Graphische  Methoden 
snr  Erleichterung  und  theiltreisen  Beseitigung  der  Rechnungen 
sind  aberall  gelehrt  und  die  dazu  erforderlichen  Hülfsmittel  sind 
in  lithographirten  Tafeln  dargestellt  und^  eben  so  wie  eine  Anzahl 
von  Karten  der  Linien  von  gleicher  magnetischer  Dectination 
gleicher  magnetischer  Inclination,  und  gleicher  Horizontal  »Intensi- 
tät des  Erdmagnetlsmiis  (Alles  Air  das  Jahr  1860),  dem  Werke 
beigefiEigt  worden« 
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Wir  halten  dieses  Werk  für  sehr  \\i(  litm  Im  che  Forfscli ritte 
der  Nautik  und  <lie  Sicherheit  der  Schiflflahrt,  vN^lche*»  auch  au«- 
«erdeni  für  jeden  Mathematiker  nnd  Physiker  von  grossem  Inter- 
esse ist,  so  dass  «ir  Herrn  Prof.  Schaub  nur  lebhadl  danken 
können ,  dass  er  sich  der  sehr  verdienstlicbeB  Muhe  einer  deut- 
schen Bearbeitung  unterzogen  bat. 


Meteorologie  und  Kiiinatologie. 

Oftber  die  wiesrigen  Niedereelilltge  aus  der  Atme- 
epliire.  Ein  Beitrag  «nr  Ktimatolegie  von  OberOeter- 
r»tch.  Von  Angaetin  Reslhttber»  Abt  und  Director  der 
Sternwarte  in  Krems mfinster.  {Selbstverlag  des  Ver- 
fasser s.  1863. 

In  I\r.  CXW  III.  S,  0,  des  Literarischen  Berichte  hatten  wir 
dab  V  ergnügcn  anzuzeigen : 

Unter  SU  changen  fiher  den  Druck  der  Lelt.  £in  Bei- 
trag zur  Kiimatologie  Oherösterreichs  von P.Aegiietiii 
Reslhuber,  Directer  der  Sternwarte  sa  Kremsmtinster. 
Lina,  im 

Jetzt  liegt  uns  die  obige  Sckrilt  über  die  wässrigen  Nie- 
derschläge aus  der  Atmosphäre,  gleichfalls  ein  Bei- 
trag zur  Kiimatologie  von  Oherösterreich,  vor,  uud  lie- 
ftrt  den  bOehst  errretüicben  Beweis,  dass  ibr  Verfasser,  der  bocb- 
wOrdige  Herr  Abt  und  Prilat  der  berfibmten  Benedietiner- Abtei 
SS  KrensmfiDster«  Herr  Augastln  Reslbnber«  ancb  In 
seinen  jetsigen  heben  geistliehen  Amte  noeb  Masse  ss  linden 
weisse  sieb  mflbiamen  nnd  ausgedehnten  wissenecbaftlicben  Unter- 
snelHingen  su  widmen,  nnd  die  Meteerslogie,  inslkceondere  die 
Klimatelogie  von  Oberlisterreicb,  mit  denselben  an  bereichern. 
Den  In  dieser  Schrift  angeatellten  Untersuchungen  sind  43jährlge, 
an  der  Sternwarte  au  Kremeinfinster  1820«-18tKk  angestellte  Mes- 
sungen der  wIssrigenNiederschtSge,  deren  Tsgebncb  8.47^S.91 
auch  vollstHndig  mitgetheilt  ist,  au  Grunde  gelegt.  Die  unter  den 
Namen  Thau,  Reif,  Besctilag,  Rauchfrest,  Glatteis» 
Regen, Sebnee,Graupel  und  Hagel  bdnmnten NlederscblSge 
haben  eimmtlicb  sorgfilltige  Beracksichtignng  und  Beaebtung  ge- 
fanden,  nnd  die  angewandten  Instrumente,  BeofaaehfungB-  und  Be- 
rechnungeniethode«  sind  deallieh  beschrieben  und  angegeben, 
nachdem  im  Eingange  allgemeine  sehr  lehrreich«  EiilHiterungeti 
über  die  Natur  und  Entstehung  der  genannten  Niederschlage  und 
über  ihre  Unterecheidungs  -  Mert^male  gegeben  worden  sind. 
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Kr eniM niüiiHter  liegt  ziemlich  in  der  Mitte  von  OberOatMreich, 
und  hat   daher   /.u  solchen  Beobachtungen   eine  sehr  geeigtttte 

I;T^e  tiji  (his  genannte  Kronland.  Ris  1H5U  war  der  Regenme^Mr 
atjl  der  Zinne  der  ^terinvnrte  ir»  einer  IlTihe  von  *219,8  Toinen  über 
der  Meeresfläche,  von  da  an  aut  einem  biiunifreien  Platze  des 
Plateau'^  d(»r  Stnrnu:H-tp  in  einer  Meereshuhe  von  I1U,8  Toiaw 
aufgestellt.  Zur  \  er^k-ii  lmrig  wurden  zwei  an<iore  licnharhtungs« 
Stationen  herln  i.;*  /.n_^pf),  welche  in8<»fern  enie  sehr  gunstige  Lage 
hahen,  weil  sie  mit  KreniHmünüte  r  last  uonau  unter  demselben 
iMeridiane  liegen.  Diese  beulen  Stationen  sind  das  (\illriri'iin  der 
I*.  P.  Jesuiten  auf  dem  Fieieniiei  ltc  in  Linz^  und  Kirclidorf 
im  TraunLreihe  (Heobachter  Bezirl%.*,ar/t  Dr.  (.'arl  Schi e d e niay r) 
ersterch  4  .Meilen  nürdlich,  letzterci.  '2,3  i^leileo  südlich  von 
Krewsin  ünster.  Alle  diese  Vergleichungen  haben  zu  in  mehr- 
facher Kückiiicht  interes^santon  und  für  die  Klimafologie  Ober- 
usterreichs  tvichtigen  Resultaten  gefuhrt,  eben&o  wie  «lie  oben 
genannte  Iriihere  Schrilt  des  Herrn  Verfassers. 

Wir  liftbeo  aber  ilie»e  Scbrift  un«  hier  absicbilicb  etwas  weiter 

verbreitet,  um  sie  unseren  Lesern  zur  Beachtung  zu  empfehlen, 
weil  wir  dieselbe  nicht  etwa  bloss  fiir  dee  Laad«  welchem  ale 
apedeJI  gewidmet  ist,  für  wichtig  halten,  snndero  nameatHch  dea* 
halb,  weil  wir  glauben,  daaa  aie  im  Allgemeinen  eine  sehr  gute 
Ableitung  enthält  und  ein  ausgezeichnetes  iMualer  darbietet,  wie 
die  nicht  leichten  Beobachtungen  und  Messungen  wäaariger  Nie* 
derschlägc  anzustellen,  wie  dieselben  der  Rechnung  zu  onter- 
werfen,  zur  Gewlnnunü;  wichtiger  Resultate  unter  einander  zu 
combiniren  nnd  mit  anderen  Beobachtunt;en  zo  vergleichen  ««itid, 
ohne  fladnrch  in  zu  grosse  Weitläufigkeiten  zu  gernthcn.  Waa 
vorzugsweise  aus  diesem  (trun<](',  ats  ein  Muster  für  soUhe  Ar- 
beiten, weinen  wir  hier  uut  dieselbe  bin,  und  vvünschendem  Herrn 
Verfasser  Glück,  dass  es  ihm  in  «»einen)  bi>licn  geistlichen  Amte 
rotiglich  geweaeii  ist»  diese  mühevollen  Untersucbungei»  zu  vollenden. 


Vermtechie  Schiiften. 

( J  i  r> r n a  1  e  d  i  !V1  a t e m a t i  c h e  a d  u s  o  d e g Ii  s  1 11  ti  e n t  i  1 1  e  1 1 e 
univeisita  italiane,  puhblicato  per  cura  dei  Prolessoiti 
G.  BattagÜni,  V.  Janni  e  N.  Trudi  etc.  Napoli.  (8.  Lite- 
rar.  Ber.  iNr.  CLXVII.   S.  b.) 

Anne  II.  Aprile  1804.  Sulla  atabilitb  dell*  eqailibrio;  per 
A*  Dorna,  p.  97.  Soloalone  della  Qaeatieoe  26;  per  B.  d*0 vi- 
di o.  p.  1<M.  —  SoisBieoe  delln  Qaeatione  96;  per  M.  Salvalore 
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Dino.   p.  loa  -  Metodo  eleoienttre  per  calcolare  ^peditametite 

valor.  prossinii  del  rapporto  detU  circonferen»  al  diametro,  e 
per  trovare  tanti  termini  quaotl  al  TOgliimo  delle  aaria  circolari; 
per  Giuseppe  Ma«ola.  p.  110.  -  Natiaia  blbttagraüca  aaUe 
Opere  lü  Desargue»;  per  L.  Cremona.  p.  llß.  —  Sa«*  P»- 
iezione  iperboloidica  di  noacobica  gobba;  per  b.Creinona.  p,l22. 

—  Sul  cerchio  che  taglia  armonlcamenta  tre  aegm«oti  dati;  -par 

A.  6 erra.    p.  127. 

Anno  II.  M^Ti^üio  1864.  Lezioni  sulla  teorica  delle  fun- 
sioni  Jacobiane  ad  un  solo  argomento,  per  F.  Briohchi.  p.  129. 

—  Teorica  de  covarianti  e  degli  invanaiiti;  per  G.  Jao^ni.  p. 
135.  ~  Sülle  divisioni  omograüche  immaginarie;  per  G,  Bat* 
taglinl  p.  142.  —Intorno  ad  un  determinante  piü  generale  dl 
quelle  delle  r  .dici  delle  equa/.iot  i ;  ed  alle  loro  fanzioni  oniogenee 
coniplete;  per  N.  Trudi.  p.  I  VJ.  -  .Soluiione  delle  quiatlani  1. 
%  14,  15.  p.  löö.  —  Qui6ti<MÜ.    p.  100. 

All  DO  II.  Giogno  1864.  Teorica  de'  covarianti  c  degli  in- 
varianli;-per  6.  Janni.  p.  161.  -  Sülle  forme  binarie  de  primi 
qiiattro  gradl;  per  G.  Battaglini.  p.  170.  -  Intorno  ad  un  de- 
terminaate  piü  generale  di  qoello  delle  radici  delle  equaxiom;  ed 
alle  loro  funzionl  omogenee  complete;  per  N.  Trudi.  p.  180.  — 
Soloiiooe  delle  quistioni  30,  31;  per  G.  Battai^lini.  p.  180. 
Soluzione  delle  quiaUoni  694  de'  Nouvelles  Annales;  per  A. 
orelli.   p.  191.  —  Errata  corrige;  per  L.  Cremona.   p.  191 

Monatsbericht  der  konigl.  preuaaiacben  Akademie 
der  Wissenschaften  In  Berllo.  (Vergl.  Llterar.  Berieht 

Nr.  CLXVII.  S.  5.) 

Juni  1864.  Weierstrass:  üeber  ein  die  ellii'tisdien  1  un- 
ctioneo  betreffendes  Theorem.  S.  :}81.  (Bloase  Mittheilung  dea 
Titel«  einer  geieaeoen  Abhandlung.) 

Juli  1864.  Kummer:  Ueber  die  Strahlenayateme.  deren 
Brepn€Scheo  FIftchen  vierten  Gradea  mit  secbszehn  singulareo 
Punkten  aind.  S.  495— S.  499.  (Die  betreffenden  Glekbongen 
aind  vollatXadig  roitgetheilt»  aind  aber  zu  viele,  um  hier  abge- 
drockt  werden  su  k9nnen.)  —  Aronbold:  Ueber  den  gegenael« 
tigen  Zuaammenhang  der  28  Doppeltangenten  einer  allgemeineD 
Cnrve  vierten  Gradea.  niitgeiheilt  von  Herrn  Weiertraaa. 
S. 499— 623.  —  Poggendorff:  Ueber  eine  neue  Kiaaae  von  In* 
duetienfleracbeinungeo.  S.  552  —570. 

August  1864.  Magnus:  Ueber  W ärmctitrahlung.  S.593^9&. 
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